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AVERTISSEMENT. 


Cet  ouvrage  ayant  été  favorablement  accueilli  par 
les  Géomètres,  je  me  décide  à  en  faire  paraître  une 
deuxième  édition.  Je  n'ai  pas  cru  devoir  changer  la 
rédaction  primitive,  sauf  en  quelques  points  où  des 
corrections  de  détail  étaient  nécessaires.  La  seule 
modification  essentielle  porte  sur  la  vingt*cinquième 
leçon  qui  a  été  entièrement  refondue  et  qui,  jointe 
aux  deux  précédentes,  offre  maintenant  une  étude 
complète  d'une  partie  de  la  théorie  des  nombres, 
indispensable  dans  Tanalyse  des  équations  algé- 
briques. 

Mais  cette  édition  diffère  surtout  de  la  précédente 
par  les  Notes  que  j'ai  ajoutées,  et  qui,  toutes,  se  rat- 
tachent directement  aux  matières  traitées  dans  l'ou- 
vrage. On  trouvera,  dans  ces  Notes,  un  grand  nom- 
bre de  résultats  nouveaux  et  des  développements 
étendus  sur  quelques  questions  importantes  qui  ne 
sont  qu'indiquées  dans  le  texte. 

En  changeant  Tobjet  de  la  vingt-cinquième  leçon 
qui  contenait  des  théorèmes  élémentaires  sur  les 
nombres,  et  en  la  consacrant  à  l'exposition  complète 


VIII  AVERTISSEMENT    DE    LA    PREMIÈRE    ÉDITION. 

à  Timpression  :  en  les  publiant,  j'ai  cédé  au  vœu 
exprimé  par  MM.  les  Professeurs  qui  m'ont  fait 
l'honneur  de  suivre  mon  Cours.  Je  m'estimerai  heu- 
reux si  je  contribue,  par  là,  à  propager  l'étude  d'une 
des  parties  les  plus  intéressantes  et  les  moins  con  * 
nues  de  l'analyse. 
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D'ALGÈBRE  SUPÉRIEURE. 


PREMIÈRE  LEÇON. 

Introduction.  —  Des  fonctions  symétriques.  —  Formules  de  Newton  pour 
calculer  les  sommes  de  puissances  semblables  des  racines  d'une  équa- 
tion. —  Usage  de  la  division  jj^gébrique  pour  le  même  objet.  —  Dé- 
termination des  fonctions  symétriques  doubles,  triples,  etc.,  des  ractj;^es 
d'une  équation* 


Introduction, 

L'Algèbre  est,  à  proprement  parler,  Yjinalyse  des 
équations^  les  diverses  théories  partielles  qu'elle  com- 
prend se  rattachent  toutes,  plus  ou  moins,  à  cet  objet 
principal.  A  ce  point  de  vue,  l'Algèbre  peut  se  diviser  en 
trois  parties  bien  distinctes  : 

I®.  La  théorie  générale  des  équations^  c'est-à-dire 
Fensemble  des  propriétés  qui  sont  communes  à  toutes  les 
équations  3 , 

7P,  La  résolution  des  équations  numériques  y  c'est-à- 
dire  la  détermination  des  valeurs  exactes  ou  approchées 
des  racines  d'une  équation  dont  les  coefficients  sont  donnés 
en  nombres  ; 

3^.  La  résolution  algébrique  des  équations,  c'est-à- 
dire  la  détermination  d'une  expression  composée  avec  les 
coefficients  d'une  équation  donnée ,  et  qui ,  substituée  à 
l'inconnue,  satisfasse  identiquement  à  cette  équation, 
soit  que  les  coefficients  de  l'équation  proposée  soient  nu- 
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mériquement  donnés  y  soit  qu'étant  simplement  consi- 
dérés comme  connus ,  ils  restent  indéterminés  et  repré- 
sentés par  des  lettres.   ' 

Je  me  propose,  dans  ce  Cours,  d'exposer  spécialement 
les  recherches  que  les  géomètres  ont  entreprises  jusqu'à 
nos  jours  sur  ta  résolution  algébrique  des  équations,  en 
admettant  comme  connues  les  propriétés  générales  des 
équations  y  et  la  plupart  des  principes  sur  lesquels  repose 
leur  resolution  numérique.  Je  me  réserve ,  toutefois ,  de 
revenir  sur  quelques  points  principaux  de  ces  deux  théo- 
ries ,  qui  se  rattachent  à  l'objet  de  nos  investigations. 

Sans  prétendre  faire  ici  l'histoire  complète  de  l'Al- 
gèbre, je  crois  devoir,  dès  à  présent,  donner  un  aperçu 
des  principaux  résultats  acquis  à  cette  partie  de  la  science 
que  nous  allons  étudier. 

Il  serait  difficile  de  dire  à  qui  nous  devons  la  résolution 
des  équations  du  second  degré:  elle  se  trouve  dans  le 
livre  de  Diophante,  et,  comme  le  fait  remarquer  Lagrange 
dans  son  Traité  de  la  Résolution  des  équations  numé- 
riques,  elle  ressort  naturellement  de  quelques  proposi- 
tions d'Euclide.  Luc  Paciolo,  qui  publia  en  1494?  ^  Ve- 
nise ,  le  premier  livre  d'Algèbre  paru  en  Europe,  né  fait 
aucune  mention  de  Diophante ,  et  laisse  supposer  que  les 
algébristes  italiens  avaient  appris  des  Arabes  ce  qu'ils  sa« 
vaient  d'algèbre,  c'est-à-dire  la  résolution  des  équations 
du  premier  et  du  second  degré. 

La  résolution  des  équations  du  troisième  degré  est  due 
à  deux  géomètres  italiens  du  xvi**  siècle ,  Scipion  Ferrei 
et  Tartaglia  ^  mais  on  ignore  par  quel  chemin  ils  y  ont 
été  conduits,  et  la  formule  qui  représente  les  trois  racines 
de  l'équation  du  troisième  degré  est  communément  appe- 
lée lai  formule  de  Cardan, 

C'est  aussi  à  un  géomètre  italien,  Louis  Ferrari,  dis*- 
ciple  de  Cardan ,  que  l'on  doit  la  résolution  de  l'équation 
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du  quatrième  degré.  Depuis,  plusieurs  méthodes,  que 
nous  indiquerons  successivement,  ont  été  proposées  pour 
la  résolution  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième 
degré ^  mais  Lagrange  a  montré,  dans  un  excellent  Mé* 
moire  inséré  parmi  ceux  de  l'Académie  de  Berlin,  pour 
1770  et  1771,  que  ces  méthodes,  dilFérentes  en  appa- 
renée,  reviennent  toutes,  au  fond,  à  faire  dépendre  la 
résolution  de  l'équation  proposée,  de  celle  d'une  seconde 
équation  qu'il  appelle  résolvante,  et  dont  la  racine  est 
composée  linéairement  avec  celles  de  la  proposée  et  les 
puissances  d'une  racine  de  Tunité  du  même  degré.  En 
cherchant  à  généraliser  cette  méthode,  à  l'étendre  aux 
équations  de  tous  les  degrés,  ce  grand  géomètre  a  montré 
qu'au  delà  du  quatrième  degré,  l'équation  résolvante  était 
d'un  degré  supérieur  à  celui  de  la  proposée ,  et  ne  parais- 
sait pas,  en  général ,  susceptible  d'abaissement.  Il  a  enfin 
fait  voir  clairement,  par  cette  analyse,  à  quelle  circon- 
stance est  due  la  résolution  générale  des  équations  des 
quatre  premiers  degrés,  circonstance  qui  ne  se  présente 
plus  au  delà  du  quatrième  degré. 

Toutefois ,  la  méthode  de  Lagrange  peut  être  employée 
utilement  dans  la  résolution  des  équations  binômes ,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  des  équations  dont  dépend  la 
division  de  la  circonférence  du  cercle  en  parties  égales. 
La  résolution  de  ces  équations  avait  été  effectuée  anté- 
rieurement  et  pour  la  première  fois  par  M.  Gauss,  à 
l'aide  d'une  méthode  ingénieuse  fondée  sur  les  relations 
qui  existent  entre  les  diverses  racines  de  l'équation  bi- 
nôme ,  et  sur  la  considération  des  racines  primâmes  des 
nombres  premiers. 

Abel,  généralisant  les  résultats  obtenus  par  M.  Gauss, 
a  montré  ensuite  que  si  deux  racines  d'une  équation  ir- 
réductible  sont  tellement  liées  entre  elles ,  que  l'une  puisse 
s'exprimer  rationnellement  par  l'autre,  l'équation   est 

I. 
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soluble  par  radicaux ,  si  son  degré  est  un  nombre  pre- 
mier, et  que,  dans  le  cas  contraire,  sa  résolution  dépend 
de  celle  d'équations  de  degrés  moindres  que  le  sien.  C'est 
là  un  des  plus  beaux  résultats  dont  l'Algèbre  se  soit  en- 
richie de  nos  jours.  Abel  a  fait,  dans  son  Mémoire,  Tap- 
plication  de  sa  méthode  aux  équations  binômes ,  et  a  ap- 
porté quelques  simplifications  à  l'analyse  de  M.  Gauss. 

Voici  donc  une  classe  assez  étendue  d'équations  dont 
les  racines  peuvent  être  exprimées  par  radicaux  ;  mais  ces 
équations,  étudiées  par  Abel,  sont-elles  les  seules  qui 
possèdent  cette  propriété?  Dans  quel  cas,  en  un  mot,  une 
équation  peut-elle  être  résolue  algébriquement?  Cette 
question  difficile  a  été  résolue  complètement,  au  moins 
pour  les  équations  irréductibles  de  degré  premier,  par 
Evariste  Gallois,  ancien  élève  de  l'Ecole  Normale,  et  l'un 
des  géomètres  les  plus  profonds  que  la  France  ait  pro- 
duits. Dans  un  Mémoire  présenté  à  l'Académie  des  Sciences 
en  i83i,  et  publié  en  1846  par  les  soins  de  M.  Liouville, 
Gallois  a,  en  effet,  démontré  ce  beau  théorème:  Pour 
quune  équation  irréductible  de  degré  premier  soit  soluble 
par  radicaux  f  il  jaut  et  il  sujfit  que  y  deux  quelconques 
des  racines  étant  données,  les  autres  s* en  déduisent  ra^ 
tionnellement. 

Enfin ,  quant  aux  équations  dont  les  racines  sont  des 
quantités  quelconques  n'ayant  entre  elles  aucune  dépen- 
dance, c'est-à-dire  dont  les  coefficients  restent  indéter- 
minés, leur  résolution  générale  est  impossible  au  delà  du 
quatrième  degré.  Cette  proposition  importante,  énoncée 
par  Ruffini ,  a  été  mise  hors  de  doute  par  les  travaux  plus 
récents  d' Abel. 

Tels  sont  les  travaux  les  plus  importants  qui  aient  été 
entrepris  sur  la  résolution  algébrique  des  équations,  et 
dont  j'ai  cru  d£voir  faire  ici  l'indication  succincte. 

Nous  commencerons  ce  Cours  par  Texposition  d'une 
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théorie  fort  simple,  des  principes  de  laquelle  uous  ferons 
un  usage  fréquent,  et  que,  pour  cette  raison,  je  crois 
devoir  rappeler  avec  quelques  détails  ;  je  veux  parles  dé 
la  théorie  des  fonctions  symétriques. 

Des  fonctions  symétriques^ 

Une  fonction  de  plusieurs  quantités  est  dite  symé- 
trique, lorsque  sa  valeur  n'est  pas  changée  par  les  di- 
verses permutations  des  quantités  qu'elle  renferme  ^  nous 
ne  nous  occuperons  ici  que  des  fonctions  symétriques  ra- 
tionnelles. 

Les  coefficients  d^une  équation  algébrique  sont  des 
fonctions  symétriques  des  racines  de  cette  équation  ;  ce 
sont  même  les  fonctions  symétriques  les  plus  simples, 
puisque  chaque  racine  n'y  entre  qu'au  premier  degré. 
S'il  s'agit,  en  effet,  de  l'équation 

et  que  a,  &,  c,...,  k,  l  désignent  les  m  racines,  ou  sait 
que  l'on  a 

«H-^  +  cH-... -h /•-<-/=  —  pxy 

ab  ~\-  ac  -{- , .  *-\-  kl  r=: p^y 


abc,  ,  .kt^z'àzpg^. 

Nous  allans  montrer  comment  on  peut  trouver  Fex« 
pression  d'une  fonction  symétrique  et  rationnelle  quel- 
conque des  racines  d'une  équation,  et  cette  recherche 
nous  conduira  à  ce  théorème  important  : 

Toute  fonction  rationnelle  et  symétrique  des  racines 
d*une  équation  peut  s^ exprimer  rationnellement  par  les 
coefficients  de  cette  équation. 

Examinons  d'abord  à  quoi  peut  se  réduire  la  recherche 
de  la  fonction  symétrique  et  rationnelle  la  plus  générale 


6  PREMIERE    LEÇON. 

possible.  Toute  fonction  rationnelle  non  entière  est  le 
quotient  de  deux  fonctions  entières ,  en  sorte  qu'il  n'y  a 
lieu  de  s'occuper  que  des  fonctions  symétriques  entières. 
En  outre ,  toute  fonction  symétrique  entière  non  homo- 
gène est  la  somme  de  deux  ou  plusieurs  fonctions  symé- 
triques homogèùes*,  tout  est  donc  ramené  à  établir  des 
règles  pour  calculer  les  fonctions  symétriques  rationnelles 
entières  et  homogènes^  enfin,  une  pareille  fonction  sy- 
métrique entière  et  homogène  peut  contenir  des  termes 
où  les  exposants  des  lettres ,  tout  en  ayant  la  même 
somme ,  ne  soient  pas  égaux  chacun  à  chacun  :  dans  ce 
cas ,  la  fonction  est  la  somme  de  deux  ou  d'un  plus  grand 
nombre  de  fonctions  symétriques  de  même  degré,  mais 
dijQférentes ,  et  que  nous  calculerons  séparément.  De  tout 
cela ,  il  résulte  que  nous  pourrons  nous  borner  à  la  déter- 
mination des  fonctions  symétriques  rationnelles,  entières 
et  homogènes ,  telles  que  les  exposants  des  lettres  soient 
les  mêmes  dans  deux  termes  quelconques.  Toute  fonction 
de  cette  espèce  sera  déterminée  si  Ton  connaît  un  seul  de 
ses  termes,  ainsi  que  toutes  les  lettres  qui  entrent  dans  sa 
composition.  Cela  posé,  nous  a:ppel\eTons  fonction  symé- 
trique simple  ou  du  premier  ordre,  une  fonction  symé- 
trique rationnelle,  entière  et  homogène,  dont  chaque 
terme  ne  contient  qu'une  seule  lettre;  fonction  symé- 
trique double  ou  du  deuxième  ordre,  celle  dont  chaque 
terme  r^iferme  deux  lettres,  et  ainsi  de  suite. 

Formules  de  Newton  pour  calculer  les  sommes  de  puis- 
sances  semblables  des  racines  d'une  équation. 

Soit  l'équation 

:c'"4- p,  x»"-' 4- Pi  ^'"~* H- ... 4- Pm^i  x-hpm=Oy 
que  nous  représenterons  aussi ,  pour  abréger,  par 

X=:o, 


^ 
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et  dont  nous  désignerons  par  a,  &,  c,...,  A,  /  les  m  ra-> 
cines.  Soit,  en  outre,  X'  le  polynôme  dérivé  de  X^  on 
aura 

X'=  IWJ"-'  -{-(/»  —  l)pi  X*~'  4-  ...  -h  ^Pm-i  ^  -|-/^«-i  • 

On  a  aussi ,  par  un  théorème  connu , 


X^  = 


H- 


—  6 


i^^r 


et  l'on  trouve,  par  la  division, 


X — a 


X* 


—a 


a' 


X' 


-hPi 


-hpm-ia 

Si,  dans  celte  équation,  on  remplace  successivement  a 
par  chacune  des  autres  racines,  et  qu'on  fasse  généra- 
lement 

on  aura,  en  ajoutant  tous  les  résultats,  la  valeur  sui- 
vante de  X', 


X'^imx^'-hSi 

X        "l'Si 

^"^4-^3 

x^*-i-. 

■  4-f«-, 

+mpx 

-^PxS, 

-^PxS^ 

-hPiSm^t 

H-zw/Pï 

-hp^Si 

4-/?2J„_3 

+W/?3 

4- 

■+-Pm^i^t 

La  comparaison  de  cette  valeur  de  X'  avec  celle  écrite 
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plus  haut ,  fournit  les  relations  suivantes  : 

Si-hpi^  o, 

Si -h Pi  Si  -H  2/;2=o, 
Si-\'PiSi'^  PiSi  4-  3^3=  o, 

(>)  " 


La  première  de  ces  équations  fait  connaître  ^j  ou  là 
somme  des  racines ,  la  seconde  fait  connaître  ^t  ou  la 
somme  de  leurs  carrés ,  et  ainsi  de  suite ,  jusqu'à  la  der-' 
nière  qui  fait  connaître  ^^_i . 

On  trouve  de  cette  manière 

*3  =  —  /??  4-  3pi  P7  —  3/?3 , 

St=p\-'ip\p2-hiptP3-i'   2p\—4p,^ 


Voici  maintenant  comment  on  peut  former  les  sommes 
de  puissances  semblables ,  dont  le  degré  surpasse  m  —  i , 
et  celles  dont  le  degré  est  négatif.  Soit  n  un  nombre  en- 
tier positif,  nul  ou  négatif,  et  multiplions  Téquation  pro- 
posée par  af*  ^  elle  deviendra 

Remplaçons  successivement  x  par  chacune  des  racines 
à,  £,  c,  etc.,  et  ajoutons  tous  les  résultats;  on  aura 

en  donnant  à  n  les  valeurs  o,  i,  2,  etc.,  et  observant  que 
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5o  =  r/i  9  on  obtiendra  les  relations  suivantes  : 

J«       -+-  PiSm-\  -h Pi  ^«-a  4-  ...  -4-  Pm-i  Si  -f-  mp^  =  O  , 

-fjB+i  '\-  PiSm      H-  Pi  Sm^t  +  ,  .  .  +  Pm-i  St  -h  Pm^i  =  O  , 

W  \    S,n+2-h  PiSi^^x  -^  PiSn      +•.  .  .  4-  Pm^i  S^  4"  Pm^i  =  O, 


Les  sommes  ^i,  ^i, ...  9  5m~i  étant  connues  par  les  équa- 
tions (1)9  la  première  des  équations  (2)  déterminera  s^j  la 
seconde  5,^+1  y  et  ainsi  de  stiite.  Il  importe  de  remarquer 
que  les  valeurs  des  sommes  SijSf^  etc.,  ne  contiendront, 
dans  leur  expression ,  aucun  dénominateur,  et  que  si  les 
coefficients  ^1,  p^^  etc.,  sont  des  nombres  entiers,  les 
sommes  ^1,  ^1,  etc.,  seront  aussi  des  nombres  entiers. 

Réciproquement ,  si  Ton  connaît  m  sommes  de  puis- 
sances semblables,  par  exemple  ^19  ^s,...,  ^m,  on  pourra 
déterminer  les  coefficients  p\yPtt  etc.,  à  Taide  des  équa- 
tions (i)  et  (a),  qui  ont  été  données,  pour  la  première 
fois,  par  Newton. 

On  pourra  calculer  aussi  les  sommes  de  puissances  sem- 
blables des  racines  à  exposants  négatifs,  en  donnant  au 
nombre  /i,  que  nous  avons  introduit,  les  valeurs  suc- 
cessives —  I ,  —  2 ,  —  3 ,  etc.  5  mais  à  l'égard  de  ces  som- 
mes de  puissances  négatives ,  le  moyen  le  plus  aisé  de  les 

trouver,  consiste  à  cbanger  x  en  -  dans  l'équation  propo- 

sée,  et  à  calculer  ensuite  les  sommes  de  puissances  sem- 
blables à  exposants  positifs,  des  racines  de  Téquation 
transformée. 

Usage  de  la  division  algébrique  pour  le  même  objet. 

On  peut  employer,  pour  calculer  les  sommes  des  puis- 
sances semblables  des  racines  d'une  équation ,  une  autre 
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méthode  qui  n'exige  qu'une  simple  division  algébrique. 
Soit  toujours 

X  =  o 

une  équation  ayant  pour  racines  a,  i,  c,...,  A,  /.  Si  X' 
représente  la  dérivée  de  X,  on  a,  comme  précédemment, 

X'  I  I  I 


X        X — a       X  —  h  X  —  / 

En  développant suivant  les  puissances  négatives 

et  décrioissantes  de  x^  on  trouve 

I  \        a       a^ 

=--!-— -h— -h...; 

X  —  a       X       x'       x' 

donc,  en  remplaçant  successivement  a  par  chacune  des 
autres  racines,  et  ajoutant  ensemble  tous  les  résultats, 
on  aura 

X'  TW  *,  5j 

X  X  X*         X^         *  '  *  ' 

OU 

X  A.  S{  .fj 

-rr~  =  W  -I- h— 4- 

X  X        x^ 

Pour  le  calcul  numérique ,  il  sera  plus  commode  d'é- 
viter les  exposants  négatifs  :  on  changera  alors  x  en  -  > 


et  la  fraction  — =r-  sera  de  la  forme  ^  ;  on  aura 

X  Li 

et  Ton  obtiendra  toutes  les  sommes  ^i ,  5j ,  etc.,  par  la  di- 
vision des  polynômes  Z^  et  Z  que  l'on  ordonnera  suivant 
les  puissances  croissantes  de  z. 

On  peut  trouver  de  la  même  manière  les  sommes  »ç_i, 


a 
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5. S,  etc.,  des  puissances   semblables  à  exposants  néga- 
tifs. Effectivement,  si  l'on  développe  la  fonction  — 
suivant  les  puissances  croissantes  de  J? ,  il  vi^nt 

I  /  l  X  X*  \ 

X  —  a  \a       a*       a*  ) 

donc ,  en  remplaçant  successivement  a  par  chacune  des 
autres  racines  et  ajoutant  les  résultats,  on  aura 

— ^ —  —  <f — 1  ~r"  J— .j  X  -\-  J_3  X  -4~  •  .  • . 

On  obtiendra  donc  les  sommes  5_| ,  j_, ,  etc.,  en  ordon- 
nant les  polynômes  — X'  et  X  suivant  les  puissances 
croissantes  de  x  et  en  effectuant  ensuite  la  division  du 
premier  polynôme  par  le  second! 

Le  principal  avantage  de  cette  seconde  méthode  basée 
sur  la  division  algébrique,  consiste  en  ce  que  Ton  peut 
en  déduire  aisément  l'expression  générale  de  $n  ou  de  5_„ 
en  fonction  des  coefficients  de  l'équation  proposée  (voir  la 
Note  I).  liCs  formules  de  Newton  ne  conduiraient  que 
péniblement  au  même  résultat. 

Détermination  des  fonctions  symétriques  doubles , 
triples  y  etc.  y  des  racines  d'une  équation. 

Les  formules  établies  précédemment  permettent  de  cal- 
culer successivement  les  fonctions  symétriques  doubles, 
triples,  etc.,  des  racines  d'une  équation. 

Soient  a,&,  c, ...,/:,  /  les  m  racines  d'une  équation 

X=o 

de  degré  m,  et  considérons  une  fonction  symétrique 
double,  dont  un  terme  soit  a^b  '^  la  fonction  dont  il  s'a- 
git 9  étant  déterminée  quand  on  en  connaît  un  terme ,  nous 
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lâ  représenterons,  pour  abréger,  par  ^'a^i^,  et  nous 

continuerons  de  désigner  par  s   la  somme  des  puissances 
pleine*  jg  toutes  les  racines. 

Cela  posé,  si  l'on  multiplie  entre  elles  les  deux  som- 
mes 5     et  ^g,  on  voit  aisément  que  le  produit  sera  la 

somme  des  deux  quantités  *a-h6  ®^  2  ^"'^  '  ^°  ^^^^  donc 

On  voit  que  toute  fonction  double ^  a^b^  est  expri- 
mable, sous  forme  rationnelle  et  entière,  par  les  coefficients 
de r équation  proposée,  puisque  5^,  s^  et  ^^_^gle  sont^  et 

si  les  coefficients  de  Téqûation  sont  des  nombres  entiers, 
2a*i^  sera  aussi  un  nombre  entier. 

La  formule  précédente  n'a  plus  lieu  si  6  =  a  *,  on  voit, 
en  effet ,  que  si  6  devient  égal  à  a ,  les  termes  de  ^  a*  b^ 
sont  égaux  deux  à  deux ,  en  sorte  que  cette  quantité  se  ré- 
duit à  2  2  a*  i*  5  on  aura  donc 


2«"*«=^[k)'-^«] 


En  remplaçant  s^  et  ^^^^  par  leurs  valeurs,  on  aura  la 

valeur  de  ^a"  i*  qui  ne  contiendra  plus  le  dénomina- 
teur 2;  mais  cela  ne  se  voit  pas  immédiatement^  cette 
proposition  résultera  »  comme  nous  le  verrons  dans  la 
prochaine  leçon,  des  méthodes  données  par  Waring  et 
par  M.  Gauchy,  pour  la  détermination  des  fonctions  sy- 
métriques des  racines  d'une  équation. 
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Une   fonction  symétrique  triple,  dont  un    terme  est 
a'^b^c^^  pourra  être  représentée  par  ^  a^h^<? ,  Si  l'on 

multiplie  la  fonction  double  ^  a*  A^,  que  nous  savons 
former  par  s^  on  trouvera  pour  produit 

on  aura  donc 


2  a^  h^  c^  =  s^^a^  h^  ^^a^-^y  b^  ^^  a«  b^ 


-*-'/. 


Cette  formule  fait  connaître  la  fonction  triple  ^  a^h^  c*  ^ 

car  le  second  mehibre  ne  contient  que  des  fonctions  dou- 
bles que  l'on  sait  calculer.  Si  l'on  veut  avoir  la  valeur  de 
la  fonction  triple,  au  moyen  des  sommes  de  puissances 
semblables ,  il  suffira  de  remplacer  les  fonctions  doubles 
par  leurs  valeurs  connues  -,  on  trouvera  ainsi 

et  Ton  voit  que  les  fonctions  triples  s'exprimeront  comme 
les  fonctions  simples  et  doubles ,  sous  forme  rationnelle 
et  entière ,  par  les  coefficients  de  Téquation  proposée. 

La  relation  précédente  n'a  plus  lieu ,  si  deux  des  ex* 
posants  ou  tous  les  trois  deviennent  égaux  entre  eux; 
mais  on  peut  en  déduire  aisément  les  valeurs  des  deux 
fonctions 

^a'^b'^c^     et     ^a^'b'^c'^. 
On  voit,  en  effet,  que  si  6  devient  égal  à  a,  V  rt^i  c 
se  réduit  à  a  V  a'^h"  c*  et  à  2.3  ]^  a*  i*  c",  si  en  même 
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temps  7  devient  égal  à  a  ^  on  aura  donc 

et 

En  suivant  la  même  marche ,  on  calculera  successive- 
ment  les  fonctions  du  quatrième  ordre,  puis  celles  du  cin- 
quième ,  et  ainsi  de  suite.  Et  on  pourrait  aussi  déduire  de 
là  la  formule  qui  fait  connaître  immédiatement  l'expres- 
sion d^une  fonction  symétrique  d^ordre  quelconque,  en 
fonction  des  sommes  de  puissances  seniblables  [voir  la 
Note  II).  11  est  presque  superflu  d'ajouter  que  quand  on 
aura  calculé ,  en  général ,  l'expression  d'une  fonction  sy- 
métrique entière  et  homogène  du  /i*^"**  ordre ,  si  /i  ex- 
posants deviennent  égaux  entre  eux ,  il  faudra  diviser  par 
1 . 2  •  3 . . .  fx  la  valeur  qu'on  aura  trouvée. 

On  voit,  par  là,  que  toute  fonction  symétrique  entière 
et  homogène  des  racines  d'une  équation  peut  s'exprimer 
rationnellement  par  les  coefficients  de  cette  équation,  et 
que  la  même  chose  a  lieu,  d'après  les  remarques  faites 
précédemment ,  pour  une  fonction  symétrique  rationnelle 
quelconque. 


N 
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Méthode  de  Waring  pour  calculer  une  fonction  symétrique  rationnelle  et 
entière  des  racines  d*une  équation.  —  Méthode  de  M.  Cauchy.  —  Appli- 
cation de  la  méthode  de  M.  Cauchy  à  un  exemple. 


Méthode  de  JVaring  pour  calculer  une  fonction  symé* 
trique  rationnelle  et  entière  des  rax;ines  d*une  équa- 
tion . 

Waring  a  indiqué,  dans  ses  Meditationes  algebraicœ  (*) , 
une  méthode  par  laquelle  on  peut  former  directement 
l'expression  d'une  fonction  symétrique  et  entière  quel- 
conque des  racines  d'une  équation  en  fonction  des  coeffi- 
cients de  cette  équation.  Nous  allons  faire  connaître  ici 
cette  méthode  qui ,  dans  un  très-grand  nombre  de  cas , 
devra  être  préférée  à  celle  que  nous  avons  exposée  dans 
la  leçon  précédente. 

Soit  l'équation 

dont  les  m  racines  sont 

a  f  b  ^  Cj»,,ij  ky   ly 

et  supposons  qu'il  s'agisse  de  trouver  la  valeur  d'une 
fonction  symétrique  et  entière  V  de  ces  racines. 

Pour  plus  de  clarté,  il  convient  d'imaginer  que  Ton  ait 
ordonné  la  fonction  V  de  la  manière  que  nous  allons  in- 
diquer. Désignons  par  «  l'exposant  de  la  plus  haute  puis- 


(*)  EéUtio  tertia,  p,  i3. 
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sance  à  laquelle  se  trouve  élevée  chaque  racine,  et,  en 
particulier,  la  racine  a  dans  V  •,  par  6  l'exposant  de  la  plus 
haute  puissance  à  laquelle  se  trouve  élevée  la  racine  b 

dans  la  partie  de  V  qui  contient  le  facteur  a*  ;  par  y  l'ex- 
posant de  la  plus  haute  puissance  à  laquelle  se  trouve 

élevée  c  dans  la  partie  de  V  qui  renferme  le  facteur  a^b^  5 
et  ainsi  de  suite ,  en  sorte  que  X  désignera  finalement  l'ex- 
posant de  la  plus  haute  puissance  de  /  dans  la  partie  de  V 

qui  contient  le  facteur  a"i  c\  . .  A^ .  D'après  cela,  la  fonc- 
tion V  contiendra  un  terme  de  la  forme 

auquel  nous  assignerons  le  premier  rang;  A  est  une 
constante  donnée;  il  se  peut  que  quelques-uns  des  ex- 
posants 

a,  S,  7,...,  X,  X 

soient  nuls;  en  outre,  chacun  de  ces  exposants  peut  être 
égal,  mais  non  supérieur  au  précédent.  Je  dis,  par  exem- 
ple, qu'on  ne  peut  avoir  7^6;  en  effet,  la  fonction  sy- 
métrique V  qui  renferme  le  terme  Aa*J^c^  .  .  .   k^l^ 

contiendra  aussi  le  terme  Ka^b^ c^  ,  .  .  k'^l^y  qui  se  dé- 
duit du  premier  en  permutant  les  lettres  b  et. c;  or,  si 

l'on  avait  y'^S^  b  ne  serait  pas,  cemme  nous  l'avons 
supposé,  la  plus  haute  puissance  de  b  contenue  dans  la 

partie  de  V  qui  renferme  le  facteur  a**;  donc  on  a  néces- 
sairement y  <C^  ou  y  =r  6.  Ce  raisonnement  s'applique 
évidemment  aux  autres  exposants. 

Le  premier  terme  de  la  fonction  V  ayant  été  fixé, 
comme  il  vient  d'être  dit,  nous  appliquerons  la  même 
règle  à  la  détermination  du  rang  de  chacun  des  autres 
termes,  et  nous  écrirons  : 
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Cela  posé ,  on  a ,  en  conservant  les  notations  de  la  leçon 
précédente  : 

.       {^iYp,z=^abcy 


( — ')"'/'«  =^abc.  ..Al. 
Si  Ton  élève  ces  égalités  aux  puissances 

respectivement,  qu'on  en  fasse  ensuite  le  produit  etquW 
multiplie  enfin  de  part  et  d'autre  par  A ,  le  premier  mem- 
bre de  l'égalité  résultante  sera 

nous  le  représenterons ,  pour  abréger,  par  P5  quant  au  se- 
cond membre ,  il  sera  une  fonction  symétrique  des  lettres 
a,  by  c,...,  Xr,  /,  et,  si  nous  l'ordonnons  de  la  même 
manière  que  V,  il  est  évident  que  son  premier  terme  sera 

ha^b^ c^ ,..h^l  \  on  aura  ainsi 

En  retranchant  la  seconde  des  fonctions  symétriques  V 
et  P  de  la  première,  on  obtient  une  nouvelle  fonction 
symétrique  Vi  telle  que 

V—  P=:Vr. 

Si  l'on  opère  sur  Vi  comme  on  a  opéré  sur  V,  on  ob- 

2 
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tiendra  une  nouvelle  fonction  symétrique  Vs  telle  que 

V.  —  P.  =  V,  ; 

Pi  désigne  une  quantité  analogue  à  P,  et  qui  est,  comme 
celle-ci ,  le  produit  d'une  constante  par  diverses  puis- 
sances des  coefficients  pi ,  pj,.*»?  Pm- 

En  poursuivant  ces  opérations,  on  voit  qu'on  obtiendra 
une  suite  de  fonctions  symétriques. 


telles 


que 


V| ,  Vj ,  Va , . . . ,  V^  —  I ,  v^. , 

V-P  =  V,, 

V.-P.  =  V,, 

V2  —  "2  =  Va  y 


V       p        —  V 

V        p       —  V   • 

chacune  des  quantités  P,  Pi,.-?  P/*  est  le  produit  d'une 
constante  par  diverses  puissances  des  coefficients  ^i , 
P2V5  P"»-  Eu  outre,  si  l'on  imagine  une  fonction  entière 
U  formée  des  premiers  termes  des  fonctions  V,  Vj,.,.,  V^^ 
et  ordonnée  de  la  même  manière  que  ces  fonctions,  il  est 
évident ,  d'après  le  procédé  que  nous  avons  suivi ,  que  le 
premier  terme  de  Tune  quelconque  de&  fonctions  V,, 
Vj,...,  Vyix  occupera,  dans  U,  un  rang  supérieur  au  rang 
du  premier  terme  delà  fonction  précédente.  Or,  le  nom- 
bre des  termes  susceptibles  d'occuper,  dans  U,  un  rang 
supérieur  à  celui  d'un  terme  donné  est  nécessairement 
limité^  donc,  dans  la  recherche  des  fonctions  Vi,  Vj,..., 
on  finira  toujours  par  arriver  à  une  constante,  et  alors 
l'opération  sera  terminée.  Supposons,  d'après  cela,  que 
V^  se  réduise  à.  une  constante  \  il  vient ,  en  ajoutant  les 
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égalités  précédentes, 

formule  qui  fait  connaître  l'expression  de  la  fonction 
symétrique  proposée  V  en  fonction  des  coefficients  p^^ 

On  voit,  par  ce  résultat,  que  toute  fonction  entière  et 
symétrique  V  des  racines  d'une  équation  est  exprimable 
rationnellement  par  les  coefficients  de  l'équation ,  propo- 
sition que  nous  avons  déjà  établie  dans  la  leçon  précé- 
dente. Mais  on  voit,  en  outre,  que  si  les  coefficients  de 
l'équation  sont  des  nombres  entiers,  ainsi  que  ceux  qui 
multiplient  les  différents  termes  de  V,  la  valeur  de  cette 
fonction  V  sera  également  un  nombre  entier. 

Exemple  I.  —  Étant  donnée  Féquation 

dont  a ,  b^  c^  dj  a,J\. ,  .^hy  l  sont  les  racines ,  on  de- 
mande la  valeur  de  la  fonction  symétrique 

Posons ,  conformément  à  la  théorie  précédente , 
V  =  p,  p^p^  =  ^a  .^ab  .^abc 

-h  22  7  «'  bcde  4-  6o  ^^  abcdvf  ^ 


on  aura 
V  —  P  =  V. 


11  y  a^  bcde  —  6o  \^  abcdef\ 


•2. 
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faisons ,  en  second  lieu , 


P.  =  ~3/.î;..=:.-3[2;«j2« 


bcd 


=  —  5  \a^bcd-—6'Sa'  b^ccl—  ^7  T^^'  ^^^^^  —  90^<?6cr/^/, 


on  aura 


4-55!^^  ^tfrf<?  -f-  3o  V*  abcdef'y 
faisons ,  en  troisième  lieu , 

=  —  zSa''b^c''^&Sa''b''cd^i%^a''bcdc^&o^abcdef, 


on  aura 


Vi—  Pj  =  V3  —  45^  «' ^'crf -H  23^ «' ^>c^<?  +  ^o^abcd£f'y 
faisons,  en  quatrième  lieu, 

P3  =  4/?,/?,  =  4  2  «^  2i  «ôr^ 

=  4  Vfl'^>'cr/-|-  16  V  a'bcde  +  60  ^abcdef^ 


on  aura 


V3  —  P3  =  V4  ==  7  2)  rt'ècc?^  H-  3o  2û6c£f<?/; 
faisons ,  en  cinquième  lieu , 
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on  aura 

V,  —  P«  =  Vs  =  —  i!?.^abcde/; 
si  enfin  l'on  fait 

?*==  —  i2/?e  =  —  12  \^ abcdefj 

on  aura 

Vs  — Ps  =  V«  =  o. 

Ici  Topération  est  terminée  et  Ton  a  cette  valeur  de  V, 

m 

Exemple  IJ.  —  Etant  donnée  Téquation 

dont  a^  b^  c^,  . ,  ^  k  j  l^  sont  les  racines ,  on  demande  la 
valeur  de  la  fonction  symétrique 

H  est  le  nombre  des  racines  qui  entrent  au  carré  dans 
chaque  terme ,  et  v  le  nombre  de  celles  qui  entrent  à  la 
première  puissance. 

Désignons  la  fonction  proposée  par  la  notation  F^ix,  v), 
et,  plus  généralement,  représentons  par  F  (fjt — n,  v-t-a  /i) 
la  fonction  symétrique  de  même  genre  que  la  proposée  et 
dont  chaque  terme  contient  (x  —  n  racines  au  carré  et 
V  -h  2  7z  racines  à  la  première  puissance. 

Cela  posé ,  on  doit  former,  d'après  notre  théorie ,  les 
|x  +  I  égalités  suivantes  : 

^(-  +  4)(v-H3)  

1.2 

(v-i-2rt)  (vH-2/l— l)...(v  + 71 -f-l) 

I  .2.  .  .72  ^^  ' 

f  V  +  2  a  ) .  .  .  (v -1- a  4- 1  )  „  , 
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OU 

>,  =  —  (v-l-2), 

_       (v-h4)(vH-i) 
^_      (v  +  6)(v  +  a). 


___       (v-4-2/i)(v  4-/1  —  1^^ 

(v4-2/l  —  2j.« 

En  multipliant  ces  égalités  membre  à  membre ,  il  vient 

.     _,        ,N,(^-^-')(^-t-^)'-(v--|-^— 0      V-+-2/1 

An  \ 1)      ; r . i 

I  .2.  . .  [72  — ij  n 

ce  qui  permet  d'écrire  immédiatement  la  valeur  de  la  fonc- 
tion symétrique  cherchée  F  (jix ,  v). 

Il  faut  remarquer  que  notre  procédé  est  en  défaut  dans 
le  cas  de  v  =  o ,  mais  la  formule  qui  fait  connaître  X„  ne 
cesse  pas  toutefois  d^étre  exacte.  Dans  le  cas  dont  il  s'agit , 
les  valeurs  de  Op  et  de  Ap  deviennent 

A     _(2/a— l)  (27l~->2)...(2/l  — p)^ 
9p^i,     Ap-  ,.2...p  ' 

on  voit  que  A„  n'est  pas  nul,  comme  éTans  le  cas  géné- 
ral, et  qu'il  est  ici  égal  à  A„_i.  L'équation  entre  X„, 
^n-i  V  î  ^1  pc^^  alors  s'écrire  ainsi  : 

{>„  -+-  In-i)  -4-  A,  (>„_,  -h  >„_j)  -h.  .  .  -H  A„^a  (Xj  +  >,) 
4-  A„_,  (  X,  -h  2  )  =  G  ; 

en  remplaçant  successivement  /ï  par  i^'i^,..  ^  n^on  ob- 
tient 71  équations,  d'où  l'on  tire  immédiatement 

>,  4-2  =  0,     X, -f-X,  =  0,      ^3  H- >a=r  O,  .  .  .,  >rt-4- )n-i  =  O, 

et ,  par  suite , 

X,  =:(-~i)".2; 
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on  a  donc  cette  valeur  de  F  (|u ,  o) , 

Méthode  de  M.  Cauchy. 

'M«  Cauchy  a*  publié,  dans i ses  anciens )i?xerc2be5  de 
Mathématiques  (4^  année,  page  io3),  une  méthode  nou- 
velle et  fort  élégante  pour  trouver  la  valeur  d'une  fonction 
symétrique  et  entière  des  racines  d'une  équation.  Cette 
méthode  consiste  à  éliminer  successivement  de  Texpres- 
sion  de  la  fonction  symétrique  qu'on  veut  évaluer,  cha- 
cune des  racines  de  Téquation  proposée  ;  elle  repose  sur 
la  proposition  suivante  : 

Soit  V  une  fonction  symétrique  et  entière  des  racines 
a,  &,  c, ...,;',  ^,  /  d'une  équation 

jcT-hpi  x"-'  -f-^,  j-»-2  _|_ . . .  -4-  p^_^  X  4-  /?«  =  o, 

que  nous  représenterons  aussi ,  pour  abréger,  par 

X  =  G  ; 

et  supposons  qu'ayant  éliminé  de  l'expression  de  V,  par 
un  moyen  que^onque ,  toutes  les  racines  excepté  a ,  on 
ait  mis  la  valeur  de  cette  fonction  sous  la  forme  d'un  po- 
lynôme entier  et  rationnel  ordonné  par  rapport  aux  puis- 
sances de  a,  que  l'on  ait,  par  exemple, 

V  =  Aofl'*  -4-  A,  û'*""'  -f- . .  .  -4-  A^-i  a-hAfiy 

Âo,  Ai,  etc.,  étant  des  quantités  composées  rationnelle- 
ment avec  les  coefficients  de  l'équation  proposée  :  je  dis 
que  si  l'on  divise  cette  expression  de  Y  par  le  polynôme 

obtenu  en  remplaçant  a;  par  a  dans  X ,  le  reste  de  la  divi- 
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tiendra  plus  que  le  seul  facteur  x  —  /.  Cela  posé ,  consi- 
dérons les  m  équations 

X  =  0,       Xi  =  G,        X.j=0,...,       Xfls— 1  =  o. 

La  première  n'est  autre  que  la  proposée,  et  a  pour  ra- 
cines a,  &,  e,...,  Al,  /-,  la  seconde  a  pour  racines  &,  c,..., 
ft,  /,  et  ses  coefficients  sont  exprimés  sous  forme  entière 
en  fonction  de  a  et  des  coefficients  de  la  proposée  \  la  troi  - 
sième  a  pour  racines  c,...,  A,  Z,  et  ses  coefficients  sont 
exprimés  sous  forme  entière  en  fonction  de  h  et  des  coeffi- 
cients de  la  précédente ,  c'est-à-dire  en  fonction  de  a,  h 
et  des  coefficients  de  la  proposée  ;  et ,  en  général ,  les  coef- 
ficients de  l'une  quelconque  de  ces  équations  sont  expri- 
més sous  forme  entière  en  fonction  des  coefficients  de  la 
proposée  et  des  racines  qui  n'appartiennent  pas  à  Téqua- 
tion  que  l'on  considère.  Désignons  enfin  par  A  la  valeur 
de  X  pour  j:  =  a ,  par  B  la  valeur  de  Xi  pour  a:  =  J,  par 
C  celle  de  Xj  pour  a:  =  c ,  et  ainsi  de  suite ,  en  sorte  que  I 
sera  la  valeur  de  X,„_8  pour  .r  =  / ,  R  celle  de  X;„_î  pour 
a:  =  A ,  et  L  celle  de  X^^i  pour  x  =  Z  5  on  aura 

A=rO,       B  =  0,       C  =  0,...,       l=::0,       R  =  0,       L  =r  G. 

Cela  posé,  V est  une  fonction  symétrique,  non-seulement 
des  racines  de  Téquation  X  =  o,  mais  aussi  des  racines 
de  l'une  quelconque  des  équations 

X  ^  o,       X|  =  o  ,  .  .  .  ,       Xot-3  ^^^  o  )        X;n— a  ^^^^  G  ,       X|n_|=r  G. 

Nous  allons  faire  voir  comment,  en  s' appuyant  sur  cette 
remarque,  on  peut,  à  l'aide  du  théorème  fondamental 
démontré  plus  haut ,  éliminer  successivement  chaque  ra- 
cine de  l'expression  de  V. 

D'ahord  l'équation  L  =  o,  où  /  entre  au  premier  degré, 
permet  de  chasser  immédiatement  /de  l'expression  de  V. 
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Considérant  alors  V  comme  fonction  symétrique  des  deux 
racines  A:  et  Z  de  Téquation  X„,_t  =  o,  dont  Tune  /  est 
déjà  éliminée ,  on  l'ordonnera  par  rapport  k  k,  et  on  la 
divisera  par  K,  conformément  à  ce  qui  a  été  dit  plus  haut; 
le  reste  de  la  division  ne  contiendra  pas  k  et  sera  la  va- 
leur de  V  débarrassée  des  racines  k  et  /.  On  considérera 
alors  V  comme  fonction  symétrique  des  trois  racines  i,  A",  / 
de  l'équation  X„_8  =  o,  dont  les  deux  dernières  n'entrent 
plus  dans  son  expression,  et  Tayant  ordonnée  par  rap- 
port à  2,  on  la  divisera  par  I  à  TefiTet  d'éliminer  i  ;  le  reste 
de  la  division  ne  contiendra  pas  i  et  sera  la  valeur  de  V 
débarrassée  des  trois  racines  z,  A,  /.  On  continuera  de  la 
même  manière,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  éliminé  de  Y  chacune 
des  racines  a,  &,  <^v"9  h  ^i  ^\  ^^  aura  alors  la  valeur 
de  cette  fonction  exprimée  par  les  coefficients  de  l'équa- 
tion proposée. 

Il  importe  de  remarquer  que  l'expression  définitive 
de  V  s'obtient  par  de  simples  divisions ,  et  que  les  pre- 
miers termes  des  polynômes  A,  B,  G,...,  I,  K,  L,  qui 
servent  successivement  de  diviseurs,  ont  tous  l'unité  pour 
coefficient  :  par  conséquent,  ces  divisions  n'introduiront 
aucun  dénominateur;  en  sorte  que  si  l'expression  primi- 
tive de  V  est  entière,  non-seulement  par  rapport  aux 
racines  a,  i,  c,...,  z,  ft,  /,  qui  y  entrent  symétrique- 
ment, mais  aussi  par  rapport  aux  coefficients  ^i,  ps?  ^tc., 
qui  peuvent  aussi  y  entrer,  l'expression  définitive  de  V 
sera  aussi  entière  par  rapport  à  ces  coefficients;  et  enfin, 
si  ces  coefficients  sont  des  nombres  entiers,  V  sera  lui- 
même  un  nombre  entier.  Ce  théorème  important,  que 
nous  n'avions  pas  établi  complètement  par  la  méthode  ex- 
posée dans  la  leçon  précédente,  maïs  qui  résulte  immé- 
diatement de  la  méthode  de  Waring,  se  déduit  aussi, 
comme  on  voit,  de  la  méthode  de  M.  Cauchy. 


3o 
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application  de  la  méthode  de  M.  Cauchy  à  un 

exemple. 

Nous  allons  appliquer  la  méthode  de  M.  Cauchy  à  la 
détermination  du  produit  des  carrés  de  toutes  les  diffé- 
rences des  racines  d'une  équation  donnée ,  prises  deux  à 
deux.  Cet  exemple  suffira  pour  montrer  comment  on  peut, 
par  des  artifices  convenables,  simplifier  dans  certains  cas 
l'emploi  de  la  méthode. 

Soient  toujours  a ,  i,  c ,. . . ,  A ,  /  les  m  racines  de  Féqua- 
tion 

soient  aussi 


et 


V  =  («  —  by  [a  —  c)» {f^  —  iy 

V,  =  (6  -  c)»  (6  -  //)» (X-  ^  /)'; 


V  sera  le  produit  des.  carrés  des  difTérences  des  racines  de 
Féquacion  (i),  prises  deux  à  deux,  et  Vi  le  produit  des 
carrés  des  diiïérences  des  racines  de  T  équation 


=  o 


X  —  a 


ou 


(2)  JC^-'+jt?, 

+  a 


Cela  posé ,  on  a 


X" 


1—2 


+  Pi  û"*-' 


-^  Pm^v 


V  =  V.  (fl  —  by  [a  —  c)\  .    {a  —  ky  {a  —  ly. 
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Maïs  le  produit  (a  —  b)  (a  —  c). .  .[a  —  k)  (a  —  /)  est , 
comme  on  sait,  égal  à  la  valeur  que  prend  la  dérivée  du 
polynôme  X  pour  x  =  a ,  c'est- à-dîre  à 

donc  on  aura 

Si  donc  nous  admettons  qu'on  sache  former  la  valeur  de 
la  fonction  V  pour  une  équation  du  degré  m  —  i,  on 
pourra  également- trouver  la  valeur  de  cette  fonction  pour 
une  équation  du  degré  m,  E^ectivement ,  par  hypothèse, 
on  sait  exprimer  la  valeur  de  Vi  par  les  coefficients  de 
Téquation  (q),  c'est-à-dire  en  fonction  de  a  et  des  coeffi- 
cients de  la  proposée;  donc  la  fonction  V  pourra  elle- 
même  être  mise  sous  la  forme  d'un  polynôme  ordonné  par 
rapport  aux  puissances  de  a,  et ,  en  divisant  ce  polynôme 
par  le  premier  membre  de  l'équation  proposée ,  dans  le- 
quel on  aura  remplacé  .r  par  a,  le  reste  de  la  division 
donnera  la  valeur  cherchée  de  V. 

Or  on  sait  calculer  la  fonction  V  pour  une  équation 
du  second  degré ,  on  pourra  donc  calculer  cette  fonction 
pour  l'équation  du  troisième  degré,  puis  pour  celle  du 
quatrième,  et  ainsi  de  suite. 

Cas  de  Véquation  du  troisième  degré.  —  L'équation 
proposée  est 


etr 


on  a 


x^  -h  px^  -f-  70:  4-  r  =:  o  , 

V  — V.  («  — ^)'(^  — c)'; 


a 


V  = 
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Vi  étant  relatif  à  réquation  du  deuxième  degré 

X  -h  Ç  =  O. 

pa 
à" 
On  a  immédiatement 

V,  =  {/?  4-  û)'-—  4  (^  -+- /'^  4-  û')  =  —  3/1'—  2/?fl'-h  (/?» 
d'ailleurs 

par  suite, 
(— 3«' — npa^p^ — ^q){3a^'^!ipa^gY     - 


-49); 


— ît»^  fl®- 

-54  ^«' — 27/?' 

û^-h  4/^' 

a^-h  ip* 

«'+   4/^^ 

a-hp^q^ 

-54^ 

--^ipq 

—  iQp^q 

—  iSpq' 

-47' 

Divisant  cette  valeur  de  V  par  a'-f-/;a*-i-  ^a  -f-r,  on 
trouve  pour  quotient 

—  27  a' —  217/^^' —  27<7«  4-  (4/?* 4-  27  r  —  ^Qpç)j 
et  pour  reste , 

—  47^ — 27  r' 4- 18/? <7r  4-/?' 7' — ^P^^9 

ce  qui  est  précisément  la  valeur  de  V  que  nous  cherchons. 
On  trouvera  dans  la  Note  III  une  méthode  plus  expéditive 
pour  résoudre  la  même  question. 
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Formation  de  réqaation  de  laquelle  dépend  une  fonction  rationnelle  et 
non  symétrique  des  racines  d'une  équation  donnée.  —  Équation  aux 
carrés  des  différences.  —  Sur  la  forme  des  fonctions  rationnelles  d'une 
ou  de  plusieurs  racines  d'une  équation.— Méthode  d'élimination  fondée 
sur  la  théorie  des  fonctions  symétriques.  —  Théorème  sur  le  d^ré  de 
Téquation  finale  qui  résulte  de  l'élimination  d'une  inconnue  entre  deux 
équations. 


Formation  de  V équation  de  laquelle  dépend  unefonc-^ 
tion  rationnelle  et  non  symétrique  des  racines  d*une 
équation  donnée. 

Soient  a,  &,  c^ ...  )  A*,  /  les  m  racines  d*une  équation 
donnée  X  =  o^  et 

une  fonction  rationnelle  donnée  de  ces  racines,  ou  de 
quelques-unes  d'entre  elles.  La  théorie  des  fonctions  sy- 
métriques conduit  à  une  méthode  très-simple  et  très-élé- 
gante pour  former  Féquation  dont  V  dépend.  Nous  allons 
développer  ici  cette  méthode. 

Si  la  fonction  Y  contient  n  des  m  racines,  le  plus  grand 
nombre  de  valeurs  qu'elle  puisse  avoir  en  échangeant  les 
lettres  a,  b^  c^...^k^  /les  unes  dans  les  autres  de  toutes 
les  manières  possibles,  sera  évidemment  égal  au  nombre 
des  arrangements  de  m  lettres  n  k  n^  c'est-à-dire  à 

m  {m  — i)  (^  —  2).    .(m  —  /î-f-i). 

Mais  il  peut  arriver  que  le  nombre  des  valeurs  distinctes 
de  V  soit  beaucoup  moindre;  nous  désignerons  par  fjt  ce 
nombre  de  valeurs,  et  par 

3 
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tes  (x  valeurs  de  V.  L'équation  en  V  sera  alors 

(V-VO(V^VO...(V-V;.)  =  o, 
ou 

V'^-f.p,  v'^^'-hP,  V'*"'-*  ^-. .  .-hP;*-!  V4- P;.  =:  a, 

en  posant 

V, -f.V,-4-...-+-V;«=  — P., 

V.V,-+- =P,, 


▼  I    »  J-  •   •  Vyui  — !— P^' 

Of  les  quantités  P^^  Pt , ... ,  P^  sont  des  fonctions  symé- 
triques des  quantités  Vi  7  V, ,  etc*,  et ,  par  suite ,  elles  sont 
aussi  des  fonctions  symétriques  des  racines  a,  i,  c,  etc«, 
de  Féquation  pressée  :  on  pourra  donc  calculer  les  coef- 
ficients de  l'équation  en  Y  par  Tune  des  méthodes  que 
nous  avons  exposées  dans  les  leçons  précédentes. 

Nous  avons  admis  comme  évident  que  toute  fonction 
symétrique  des  quantités  Y^ ,  Yt ,  etc.,  est  aussi  une  fonc- 
tion symétrique  des  racines  a ,  i ,  c,  etc.  Yoicî ,  au  sur- 
plus, un  moyen  très-facile  de  le  démontrer. 

Par  hypothèse,  les  quantités 

sont  toutes  distinctes ,  et  ce  sont  les  seules  valeurs  que  V 
puisse  avoir.  Cela  posé,  faisons  sul>ir  aux  lettres 

une  permutation  quelconque,  et  supposons  que  Y^.  se 
change  en  V^,,  Yf  en  Y',,  etc.  5  les  quantités 

devront  toutes  se  trouver  dans  la  série  Y^,  Yj ,  etc.,  puis- 
que cette  dernière  comprend  toutes  les  valeurs  de  Y  ;  je 
dis ,  de  plus,  que  tous  les  termes  de  la  série  (2)  sont  dîf- 
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fërents,  et ,  par  suite,  sont  les  oauèmes  que  ceux  de  la  sé^ 
rie  (i)  :  on  ne  peut  avoir,  par  exemple,  \\  =  \\ ,  car  Vj 
et  Vf  ne  difierent  de  V,  et  \\  qu'en  ce  que  les  quantités 
dont  ces  fonctions  dépendent  y  sont  désignées  par  des 
lettres  diiTérentes,  et  Tégalité  \\  =  \\  entraînerait,  par 
conséquent,  Yi  ^Yt ,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  Il  ré^ 
suite  de  là  que,  si  Ton  fait  subir  aux  lettres  a^  &,  c,  etc., 
un  changement  quelconque,  les  quantités  Y|,  Yt ,  etc.,  ne 
feront  que  s'échanger  les  unes  dans  les  autres^  par  suite , 
une  fonction  symétrique  de  ces  fonctions  ne  sera  pas 
changée ,  et  sera  aussi  symétrique  par  rapport  aux  quan- 
tités a,  &,  c,,.. ,  A,  /. 

On  peut  dans  bien  des  cas  simpli6er,  par  des  artifices 
particuliers,  le  calcul  de  Téquation  en  Y  ^  on  en  verra  un 
exemple  dans  la  recherche  de  Téquation  qui  a  pour  ra- 
cines les  carrés  des  différences  des  racines  d^unééquatioh 
donnée ,  prises  deux  à  deux* 

Élquation  aux  carrés  des  différences. 

Soient  toujours  a,  i,  c, ... ,  Ar,  /  les  m  racines  d'une 
équation  X  =  o ,  et  posons 

•»/          •             -«T            1     1        »  m(m — i)  .  ) 

1  équation  en  Y  sera  du  degré  =  jut ,  qui  est  le 

nombre  des  combinaisons  de  m  lettres  deux  à  deux,  puis- 
que la  fonction  Y  est  symétrique  par  rapport  aux  deux 
lettres  qu'elle  contient.  Si  l'on  suppose  que  cette  équa- 
tion soit 

il  suffira  de  calculer  les  quantités  Pj,  P, ,  etc.,  qui  sont 
des  fonctions  symétriques  des  racines  de  Téquation  pro- 
posée :  or  ces  coefficients  Pi,  Pj,  etc.,  seront  immédiate- 
ment donnés  par  les  formules  de  Newton,  si  rori  connaît 

3. 
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les  sommes  des  puissances  semblables  S|,  $t, ... ,  S^  de» 
racines  de  l'équation  en  Y.  Tout  est  donc  ramené  à  cal* 
culer  ces  dernières  sommes  en  fonction  des  coefficients  de 
Téquation  proposée,  Ou  en  fonction  des  sommes  5i,  ^,9  etc., 
des  puissances  semblables  de  ses  racines,  puisque  les 
sommes  5i,  «f,etc.,  s'expriment  par  les  coefficients,  à 
Taide  des  formules  de  Newton  « 

Voici  le  procédé  indiqué  par  Lagrange  pour  calculer 
les  sommes  Si ,  Si,  etc.,  relatires  à  l'équation  en  Y,  au 
moyen  des  sommes  5|,  5^,  etc.,  relatives  à  l'équation  pro-- 
posée. 

Posons 

(p(x)  =  («  —  «f)»»  +  (oc—  i)»"  -f . .  .4-  (x  —  /)*"; 

en  donnant  à  x  successivement  les  valeurs  ajb^c^,..^k,i^ 
et  ajoutant  tous  les  résultats ,  on  aura 

-4-  (^  —  ayn  4. . .  .^  (^  _  lyn 


Or  le  second  membre  de  cette  équation  est  évidemment 
égal  à  a  S„  ;  donc 

D^un  autre  côté,  en  développant  les  différents  termes  de 
(f(x)i  on  trouve 

^^  '  1.2 

1.2 


j:»»  —  2/1  /,r»"-«  H ^ ^^^-'  /' j?«»-»  —  ...  -h  /'", 

1.2 
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OU 

/  V  ,  .  ^n(^n  —  i)       .     . 


I  .2 


Remplaçant  x  successivement  par  a,  &,  Cy..,y  /,  et 
ajoutant  tous  les  résultats,  on  aura  la  valeur  suivante 

de  (f(a)  +  ^{i)  -f-.. .H-ç  (/)  ou  de  aS„, 

-                                        a/i(2/i  —  i) 
aS»  =  /wj,,—  2/1*,*,^,  H i '-  Si  /|,_,  —  ...  -h 


I  .2 


m^s 


On  voit  aisément  que  les  tenues  à  égale  distance  des 
extrêmes  sont  égaux  dans  le  second  membre;  par  suite^i 
on  aura  cette  valeur  de  S„ , 

^  2/1(2/1  —  i) 

1.2 

.    1  2/1(2/1— i)...(/i -H  i) 

2  I  .2.0.  .  ./s 

I 

En  donnant  à  7»  les  valeurs  successives  i^  2,  3,  • . . ,  fx,  on 
connaîtra  les  sommes  Si,  Sa,...,  S^u  dont  on  a  besoin;  on 
achèvera  ensuite  le  calcul,  comme  nous  Tavons  indiqué 
précédemment. 

Cas  de  l'équation  du  troisième  degré.  —  Prenons  pour 
exemple  Téquation  du  troisième  degré 

«*-h/?x*4-^x  +  r  =  0, 
et  soit 

V3  4-  PV  +  QV  +  R  =  o 

Téquation  aux  carrés  des  différences. 
On  trouve 

Si^zzp^  —  27, 

^3  =  — p^'^'àpq  —Zr^ 

SA=i  p^  —  ^p'q-k'  ipr  -H  2  ^% 

^»  =  —  /^  -f-  Sp^q  —  5/?V  —  5pq*  -h  Sqry 

f9^=P*  —  6/>*^-h6/?'rH-9/?'9^—  i2pqr  —  2^*  H-  3r*j 
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puis, 

s,  =  3*2 — s]=2p^  —  6^, 

s,  =  3*4  — 4^» -^3+  3*;  =  2/^«  —  I2p^q  -H  185'% 
S3  =  35a  —  65,55  -+-  1 5*254  —  1055 
=  2p^  —  lSp*q  —  l2p^r-{-5']p^q'^-hS^pqr  —  66^'  —81  r% 

et  enfin 

P  =  —  S,  =  —  a/?'  +  6^, 

R=-^^^"^^^'"^^'=4/'^r-^/>»y^-l8/i?r-4-4y^-ha7f^, 

On  suivrait  une  marcIie  toute  semblable  pour  former 
Féquation  aux  sommes  deux  à  deux  des  racines  d'une 
équation  quelconque  donnée. 

La  méthode  générale  dont  nous  venons  de  faire  une 
application  s'applique  avec  le  même  succès,  que  V  soit 
ou  non  une  fonction  entière  des  racines  a,  &,  c,  etc.; 
mais  on  peut  facilement  démontrer  qu'une  fonction  ra- 
tionnelle d'une  ou  de  plusieurs  racines  d'une  équation 
peut  toujours ,  si  elle  n'est  pas  entière,  être  remplacée  par 
une  fonction  entière  équivalente, 

Sur  la  forme  des  fonctions  rationnelles  d'une  ou  de 
plusieurs  racines  d'une  équation. 

Nous  commencerons  par  établir  le  théorème  suivant , 
relatif  aux  fonctions  rationnelles  d'une  seule  racine. 

Théorème.  —  Toute  fonction  rationnelle  et  non  en-, 
tière  d'une  racine  a  d'une  équation 

(,)  F(*)  =  o 

t 

de  degré  m  est  équù^lente  à  une  fonction  entière  et  de 
degré  inférieur  à  m* 
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Soit,  en  effet,  la  fonction  rationnelle  7-7—^  9  où  9  et  i 
désigaent  des  fonctions  entières  ^  on  aura  identiquement 

^^f  f(a)-»l'''-^,(«)^{*)...+(/)' 

&,  <7,...  9  /  désignant  les  autres  racines  de  l'ëquation  (i). 
Or  on  voit  que  le  dénominateur  ^{a)  ^ (£)...  ^{I)  du  se- 
cond membre  est  une  fonction  symétrique  et  entière  des 
racines  de  Téquation  (1),  qui  pourra,  par  conséquent, 
s'exprimer  rationnellement  par  les  coefficients  de  cette 
équation.  Pareillement  le  facteur  ^[b)^[c)  ...^ (l)  du 
numérateur  est  une  fonction  symétrique  et  entière  des 
racines  de  Téquation 

et  il  pourra  s'exprimer  sous  forme  rationnelle  et  entière , 
en  fonction  des  coefficients  de  cette  équation ,  c'est-à-dire 
en  fonction  de  a  et  des  coefficients  de  l'équation  (1).  D'a- 
près cela,  Tégalité  (2)  prendra  la  forme 

où  d  (a)  désigne  un  polynôme  entier  et  rationnel ,  par 
rapport  à  a.  En  effectuant  le  produit  des  polynômes  f  et  0, 
notre  fraction  deviendra 

77^  =  A.  -I-  A,  <7  H-  A,fl'  -h  .  .  .  4-  Au  a^  i 

et  je  dis  qu'on  peut  supposer  le  degré  fx  inférieur  à  m.  En 
effet ,  de  l'équation  F  (a)  =  o  on  peut  tirer  la  valeur  de  a"* 
qui  sera  exprimée  par  un  polynôme  de  degré  m  — 15  en 
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multipliant  par  a  cette  valeur  de  a'",  on  aura  a"""^' ,  qui  sera 
exprimée  par  un  polynôme  du  degré  m,  mais  qu'on  pourra 
abaisser  au  degré  m  —  i ,  en  remplaçant  a*"  par  sa  valeur 
trouvée  précédemment.  En  continuant  ainsi,  on  expri- 
mera chaque  puissance  de  a ,  à  partir  de  la  m'^"*',  par  un 
polynôme  de  degré  m  —  i ,  et ,  par  suite ,  on  pourra  chas- 
ser de  l'expression  de  \-r~\  ^*^®  i^^us  avons  trouvée ,  toutes 

les  puissances  de  a  supérieures  à  la  (m — ly^^^  Mais  ou 
peut  aussi  opérer  comme  il  suit  :  Si  (x  est  ]>  m,  on  divi- 
sera le  polynôme  A©  -H  Aj  a  -H  ...  par  F  (a) ,  et  en  dési'- 
gnant  par  Q  le  quotient ,  par  C7  (a)  le  re^te  qui  est  de  de- 
gré inférieur  à  m ,  on  aura 

tlîl  =  Ao  4- A,  .1  4-.  .  .  =  F(a)xQ -+- o(«); 
et  comme  F  (  ^  )  est  nul ,  on  aura  sin^plement 


+  («) 


z=zxs{a)y 


où  xs  désigne  un  polynôme  de  degré  m — :i  au  plus. 

Quoique  la  démonstration  précédente  ne  laisse  rien  à 
désirer  sous  le  rapport  de  la  rigueur  et  de  la  clarté  >  nous 
en  donnerons  une  seconde  qui  aura  Tavantage  de  nous 
fournir  un  procédé  plus  facile  pour  trouver  la  forme  en- 
tière qui  convient  à  une  fonction  fractionnaire  donnée. 

Soit  toujours  ——7  la  fraction  donnée»  où  a  est  racine 

de  F  (x)  =  o.  On  peut  supposer  ^  (a)  de  degré  inférieur 
à  m,  car  si  le  contraire  avait  lieu,  on  ferait  disparaître  de 
(|/  (a)  les  puissances  de  a  supérieures  à  la  {m  —  i )**"»*  par 
Tuu  des  procédés  indiqués  précédemment. 

Cela  posé ,  opérons  sur  les  polynômes  F(a)  et  if{a)^ 
pomme  s'il  était  question  de  trouver  leur  plu$  grand  coni-T 
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mua  diviseur^  on  a^ara,  cette  suite  d'égalités  : 

F{a)  =  >Kû)  Q.-hR,, 

Ri  ==  Ra  Qi  -i-  R3  , 


R«-a  =  Rn  —  iQn-f-R/i» 

OÙ  R„  ne  contient  plus  la  quantité  a.  Or,  F  [a)  étant  nul, 
on  aura 

B.  =  — Q»+(«), 

R,  =  (H.Q,Q,)  +  (tf), 

R3  =  -  (Q,  -H  Q3  +  Q,  Q,  Q3)  ^  (fl) , 


La  dernière  de  ces  égalités  sera  de  la  forme 

Q  (a)  désignant  un  polynôme  entier  et  rationnel  par  rap- 
port à  a.  On  en  tire 

et ,  par  sjuite , 

+(«)  R» 

Cette  valeur  de  jj — -  est  entière  par  rapport  à  a ,  puisque 

R„  ne  contient  pas  a  ;  et ,  si  elle  renferme  des  puissances 
de  a  supérieures  à  la  (m —  ij»*»»*^  on  pourra  les  faire  dis- 
paraître par  le  procédé  que  nous  avons  indiqué  précé- 
demment. 

A  la  vérité ,  cette  méthode  semble  en  défaut  dans  le  cas 
où  les  polynômes  ip  (x)  et  F  (a:)  ont  un  diviseur  commun  ; 
car,  dans  ce  cas,  la  quantité  désignée  par  R„  est  nulle, 
ainsi  que  0(a)  :  mais  alors  on  pourra  enlever  de  F  (a:) , 
par  une  simple  division,  tous  les  facteurs  linéaires  qui 
sont  dans  ^  (or),  et  parmi  lesquels  ne  se  trouve  pas  x — a, 
car  autrement  ^  (a)  serait  nul.  En  désignant  par  Fi  {x) 
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le  résultat  ainsi  obtenu,  a  sera  racine  de  Fi  (x)  =  o,  et 
le  polynôme  v|/  (x)  étant  dès  lors  premier  avec  Fi  (a:),  on 
pourra  appliquer  la  méthode  précédente. 

Corollaire.  —  La  fonction  rationnelle  la  plus  générale 
d'une  racine  d'une  équation  de  degré  m  est  une  fonction 
entière  du  degré  m  —  i,  renfermant  par  conséquent  m 
coefficients  arbitraires. 

Extension  aux  fonctions  rationnelles  de  plusieurs 
racines  d'une  équation,  —  La  méthode  précédente  a  sur- 
tout Favantage  de  pouvoir  être  appliquée  aux  fonctions 
rationnelles  de  plusieurs  racines  d'une  équation.  On  a , 
en  effet,  ce  théorème  : 

Toute  fonction  rationnelle  non  entière  de  plusieurs 
racines  d'une  équation  peut  être  remplacée  par  une 
fonction  entière  des  mêmes  racines. 

Rien  ne  sera  changé  à  nos  raisonnements ,  si  la  fonc- 
tion 7-7—5  que  nous  avons  considérée,  renferme  d'autres 

racines  i ,  c,  etc.,  de  l'équation  F  (a:)  =  0,  et  cette  fonc- 
tion pourra  se  mettre  sous  la  forme  Ao  a  +  Ai  a*  H-  . . . , 
A 0  et  Al  étant  des  fonctions  rationnelles  de  racines  parmi 
lesquelle  ne  se  trouve  pas  a.  A  leur  tour,  on  pourra  rendre 
ces  fonctions  Ao,  Ai,  etc.,  entières  par  rapport  à  une 
autre  racine  &,  puis  par  rapport  à  une  troisième,  et  ainsi 
de  suite. 

Exemple.  —  Toute  fonction  rationnelle  d'une  racine  a 
de  l'équation  du  troisième  degré 

X*  -f-  px^  -^  qx  -\~  r  =z  o 
peut  être  mise  sous  la  forme 

mais  il  est  souvent  préférable  de  prendre  une  forme  frac- 
tionnaire dont  les  deux  termes  soient  linéaires,  et  cela 
est  toujour&  possible;  car  si  l'on  divise  les  polynômes 


IK 
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a*  -h  /?«*  -f-  ^a  -f-  r  et  Ca'  -h  Ba  -f-  A,  dont  le  premier 
est  nul^  Tun  par  l'autre,  on  aura  un  quotient  et  un  reste 
du  premier  degré  en  a,  et  Ton  conclut  aisément  de  là  que 
la  fonction  A  -f-  Ba  H-  Cfl'  peut  être  mise  sous  la  forme 

Ha-hN 


a 


Méthode  d'élimination  fondée  sur  la  théorie  des 

fonctions  symétriques. 

Parmi  les  applications  que  Ton  peut  faire  de  la  théorie 
des  fonctions  symétriques ,  l'une  des  plus  importantes  est, 
sans  contredit,  la  méthode  d'élimination  que  nous  allons 
expliquer. 

Considérons  deux  équations ,  des  degrés  metn  respec- 
tivement, contenant  deux  ou  un  plus  grand  nombre  de 
variables  x,  y,  etc.,  et  entre  lesquelles  il  s'agit  d'élimi- 
ner X.  Nous  supposerons  ces  équations  complètes,  et  leurs 
coefficients  entièrement  indéterminés,  et  les  ordonnant 
par  rapport  à  x ,  nous  les  représenterons  par 


{•) 

x"*-{- piX'"   ' -h /?j a: '"""'-♦-.  . 

' -h pm^i  JC -h  Pm -^  O, 

(2) 

jT^+^iX"   ^-hq7^'*   '  +  •• 

•  -1-  Çn-l  or  -H  yn  =  O. 

Les  coefficients  pi,  ps,  etc.,  ^i,  ^«,  etc.,  sont  des  fonc- 
tions entières  de  ^,  etc. 

Désignons  par  a,  6,  c,...,  Xi,  /  les  m  racines  de  la  pre- 
mière de  ces  deux  équations,  lesquelles  dépendent  de  y  et 
des  autres  variables ,  s'il  y  en  a ,  et  portons-les  dans  la 
seconde  équation  ^  on  aura  ces  m  résultats 

(3)  i  ^+  ^»  c«-' 4- ^a  c*-' -h . .  .4-^»_iC4-yn, 


/«^y,/«-i+  ^^/n-î^     _^_y^_j/^^^^ 


44  TROISIÈME    LEÇON. 

Cela  posé,  si  l'on  multiplie  ensemble  tous  ces  résultats,  et 
que  Ton  désigne  par  Y  leur  produit,  il  est  facile  de  voir  que 

V  =  o 

sera  l'équation  finale  résultant  de  l'élimination  de  x  entre 
les  deux  équations  proposées.  En  effet,  Téquation  finale 
qui  résulte  de  l'élimination  de  x  entre  deux  équations  est 
simplement  la  condition  nécessaire  pour  que  ces  deux 
équations  aient  une  racine  commune ,  et  il  est  bien  évi- 
dent que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les 
équations  (i)  et  (2)  aient  une  racine  commune,  est  que 
l'un  des  résultats  (3) ,  ou  leur  produit  Y,  soit  nul. 

D'ailleurs ,  Y  est  une  fondtion  symétrique  et  entière  des 
racines  de  l'équation  (i),  qui  contient,  en  outre,  rationnel- 
lement les  coefficients  de  l'équation  (2);  on  pourra  donc 
exprimer  cette  fonction  rationnellement  par  les  coeffi- 
cients des  équations  (i)  et  (2). 

En  appliquant  la  méthode  précédente  à  deux  équations, 
dont  les  coefficients  ont  des  valeurs  particulières,  on.ob* 
tient  toujours  la  véritable  équation  finale,  pourvu  que 
ces  équations  contiennent  la  plus  haute  puissance  de  Fin- 
connue  qu'on  élimine  (voir  la  Note  YI  pour  le  cas  des 
équations  incomplètes).  Cette  méthode  a,  en  outre,  l'a- 
vantage de  conduire  à  un  théorème  important,  dont  nous 
allons  présenter  la  démons tration« 

Théorème  sur  le  degré  de  V  équation  finale  y  qui  résulte  de 
r élimination  d'une  inconnue  entre  deux  équations. 

Nous  conserverons  les  notations  employées  dans  le  pré- 
cédent paragraphe,  et  nous  supposerons  toujours  que  les 
deux  équations  (i)  et  (2),  l'une  du  degré  m,  l'autre  du 
degré  n,  soient  complètes,  et  que  leurs  coefficients,  repré- 
sentés chacun  par  une  lettre ,  soient  dans  une  parfaite  in- 
dépendance» Alors  les  quantités  px  et  qx  sont  des  fonc^ 


TROISIÈME    LEÇON.  4^ 

lions  entières  du  premier  degré  par  rapport  aux  variables 
j^  etc.,  qui  entrent  dans  les  équations  proposées^  pa- 
reillementy  p^^  q%  sont  du  deuxième  degré,  et,  en  général, 
le  degré  des  coefficients  de  x  dans  les  équations  (i)  et  (2) 
sera  indiqué  parleur  indice.  Cela  posé,  nous  allons  démon- 
trer le  théorème  suivant  : 

Le  degré  de  Véquation  finale  qui  résulte  de  rélùni- 
nation  d'une  "vaiiable  x  entre  deux  équations  complètes 
dont  les  coefficients  sont  indéterminés  et  indépendants 
les  uns  des  autres  y  est  précisément  égal  au  produit  des 
degrés  des  deux  équations. 

Considérons,  en  effet,  un  terme  quelconque  du  produit 
des  expressions  (3),  par  exemple 

ce  terme  se  trouvera  dans  Y,  ainsi  que  la  fonction  symé- 
trique dont  il  fait  partie.  V  est  donc  la  somme  d'expres- 
sions de  la  forme 

en  observant  qu'il  faut  remplacer  qn—x  par  i,  si  a  =  w , 
et  de  même  pour  les  autres.  Or,  d'après  ce  qui  a  été  dit 
plus  haut,  le  facteur  ^„_a<7n-6. .  •  g^/i-;  est  du  degré 
{n — a)-h(/i  —  S)4-...-t-{« — 1)  on  mn  —  (a -h  6 -h... -h  i) 
par  rapport  aux  variables  y^  etc.  ;  si  donc  nous  faisons 

voir  que  le  second  facteur  ^^a^b  ,  .  ,  l  est,  par  rap- 
porta ces  mêmes  variables  j,  etc. ,  du  degré  a  -h  6  -h . . .  -hi, 
il  s'ensuivra  que  le  terme  de  V  que  nous  considérons  est 
du  degré  mn,  et  que  V  est  lui-même  de  ce  degré.  Les 
coefficients  p^^p^^  etc.,  de  l'équation  (i)  étant,  par  rap- 
port à  y^  etc.,  d'un  degré  égal  a  leur  indice ,  il  en  sera  de 
même  des  sommes  de  puissances  semblables  5i ,  5$ ,  etc., 
de  ses  racines^  cela  résulte  immédiatement  des  formules 
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de  Newton.  Ainsi,  le  degré  d'une  fonction  symétrique 
simple  telle  que  5^  est  le  même ,  soit  que  l'on  considère 
^oe  comme  fonction  de  a,  i,  etc.,  soit  qu'on  la  considère 

comme  fonction  de  y^  etc.  Enfin,    >*  a"i  . . .  Z     peut 

s'exprimer  en  fonction  des  sommes  St^  par  une  formule 
entière  qui  est  du  degré  a  -h  6  -+-...-+-  X  par  rapport  aux 
racines  a,  &,  etc.,  et  qui  est,  par  conséquent,  aussi  du 
même  degré  par  rapport  à  y^  etc.  Le  théorème  est  donc 
démontré. 

Nous  avons  admis  comme  évident  que  les  termes  de 
d^çé  m/i,  qui  se  trouvent  dans  Y,  ne  peuvent  se  détruire, 
tant  qu'on  laisse  indéterminés  les  coefficients  des  équa- 
tions (i)  et  (a).  Voici,  au  surplus,  un  moyen  très-simple 
de  le  démontrer. 

Considérons  les  deux  équations 

(a')  (ar  +  c,  j-f-fl?,)(a:-h  r,j  +  rfj).  ..(j?-f-c„y-|-  fl?„)  =  o, 

entre  les  deux  inconnues  x  et  y^  et  qui  ont  pour  premiers 
membres,  l'une  (i')  un  produit  de  m  facteurs  linéaires, 
l'autre  (2')  un  produit  de  n  facteurs  pareillement  linéaires. 
L'équation  finale  résultant  de  l'élimination  de  x  entre 
les  deux  équations  (1')  et  (2')  aura  évidemment  pour 
premier  membre  le  produit  des  mn  facteurs  linéaires  dont 
l'expression  générale  est 

/i  et  V  pouvant  prendre  toutes  les  valeurs  de  i  à  m  et  de  i 
à  n  respectivement;  et  si  on  laisse  indéterminées  les 
quantités  a^^b^^c^^  dx^  etc.,  cette  équation  finale  sera  du 
degré  mn. 

D'ailleurs,  cette  équation  finale  doit  être  comprise 
dans  l'équation  V  =  o,  qui  est  relative  aux  équations  gé- 
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nérales  (i)  et  (  a)  ;  donc  cette  dernière  ne  saurait  être  d'un 
d^ré  inférieur  à  mn^  à  moins  qu'on  ne  suppose  aux  coef- 
ficients des  valeurs  particulières. 

Si  les  coefficients  des  équations  (i)  et  (a)  ont  des  valeurs 
déterminées ,  on  pourra  toujours  appliquer  le  raisonne- 
ment qui  précède,  pourvu  que  ces  équations  contiennent 
la  plus  haute  puissance  de  l'inconnue  qu'on  élimine.  On 
est  alors  conduit  à  la  proposition  suivante,  qui  est  gêné* 
raie  : 

Le  degré  de  l'équation  finale  résultant  de  Vélùnina-^ 
tion  dune  inconnue  entre  deux  équations  qui  en  con-- 
tiennent  plusieurs  y  est  au  plus  égal  au  produit  des  degrés 
de  ces  équations. 

Ce  théorème  a  lieu  encore  si  les  équations  que  l'on 
considère  manquent  de  la  plus  haute  puissance  de  l'in- 
connue qu'on  élimine. 

Soient,  en  effet,  deux  équations  entre  deux  variables  x 
et  j-,  ayant  respectivement  m  el  n  pour  degrés  et  man- 
quant du  terme  le  plus  élevé  en  x.  En  considérant  xety 
comme  des  coordonnées  rectilignes,  ces  deux  équations 
appartiendront  à  deux  courbes,  et  le  degré  de  l'équation 
finale  résultant  de  l'élimination  de  y  sera  égal  au  nombre 
des  points  d'intersection  réels  ou  imaginaires  de  ces 
courbes.  Par  conséquent ,  ce  nombre  ne  changera  évidem- 
ment pas ,  si  l'on  rapporte  les  deux  courbes  à  d'autres  axes 
de  coordonnées  ;  mais  alors  les  nouvelles  équations  de  ces 
deux  courbes  se  déduisent  des  anciennes ,  en  remplaçant  x 
et  y  par  des  fonctions  linéaires  nx  -h  i/,  /l'jc  -h  b'y^  et 
contiendront  évidemment,  Tune  un  terme  en  Jt",  l'autre 
un  terme  en  x",  à  cause  de  l'indétermination  de  a  et  a'  ; 
le  degré  de  l'équation  finale  en  y  résultant  de  l'élimi- 
nation d«  X  entre  ces  nouvelles  équations  sera  donc  au 
plus  égal  à  mn  :  par  suite^  le  nombre  des  points  d'inter- 
section des  deux  courbes  ne  pourra  surpasser  mn ,  et  il  en 
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sera  de  même  du  degré  de  l'ëquation  finale  qui  résulte^ 
rait  de  l'élimination  de  y  entre  les  deux  proposées. 

La  même  démonstration  s'applique  au  cas  où  les  deux 
équations  proposées  contiennent ,  outre  x  et  y^  d'autres 
variables  u^  z^..,.  En  effet ,  si  Ton  pose 

et  que  Ton  considère  A,  k'^  etc.,  comme  des  paramètres,  le 
raisonnement  précédent  s'appliquera  aux  deux  équations 
proposées  qui  ne  renferment  plus  que  x  et  y.  Par  où  l'on 
voit  que  Téquation  finale  en  r?  ^^  u^  etc. ,  résultant  de  l'é* 
liminalion  dex,  sera  au  plus  du  degré  m/z,  si  Ton  y 
remplace  z,  m,  etc.,  par  ky^  k'y^  etc.,  et  cela,  quels  que 
soient  A,  V^  etc.;;  mais  cette  substitution  ne  change  évi- 
demment pas  son  degré ,  lequel  ne  pourra  donc ,  en  aucun 
cas,  surpasser  mn. 

On  peut  au  reste,  dans  chaque  cas  particulier,  fiyer 
avec  précision  le  degré  de  Téquation  finale  qui  résulterait 
de  Féliminalion  d'une  inconnue  entre  deux  équation» 
données.  On  trouvera  dans  la  Note  VI  une  règle  très- 
simple  pour  résoudre  cette  question. 

La  méthode  d'élimination  par  les  fonctions  symétri- 
ques, telle  que  nous  T avons  exposée,  ne  donne  pas  le 
moyen  de  déterminer,  dans  la  résolution  de  deux  équa- 
tions simultanées,  la  valeur  delà  seconde  inconnue,  qu^il 
faut  joindre  à  chaque  racine  de  l'équation  finale.  M.  Liou- 
ville  a  cherché  à  combler  cette  lacune ,  et  il  y  est  parvenu 
(tome  XII  du  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appli^ 
quées)^  comme  nous  l'indiquerons  dans  là  leçon  suivante. 
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Méthode  de  M.  LiouvUle  pour  la  résolution  de  deux  équations  à  deux  in- 
'Connues.  —  Extension  au  cas  d'un  nombre  quelconque  d*équationâ 
entre  un  même  nombre  d'inconnues. —  Méthode  d'Abel  pour  déterminer 
la  racine  commune  à  deux  équations.  —  Théorème  de  Lagrauge  sur  les 
conditions  nécessaires  pour  que  deux  équations  aient  plusieurs  racines 
communes. 


Méthode  de  M.  Lioui^ûle  pour  la  résolution  de  deux 

équations  à  deux  inconnues» 

Soient  deux  équations 

(1)  /(x,/)  =  0,      F{x,  /)=r0, 

entre  deux  inconnues  x  et  j^  5  nous  introduirons  une  autre 
variable  t ,  telle  que  l'on  ait 

(2)  /  =  jc-haj     ou     X  =:  t — xy-y 

a  désignant  un  paramètre  indéterminé.  En  mettant ,  au 
lieu  de  X ,  sa  valeur  t  —  olj^  les  équations  proposées 
deviennent 

(3)  /('—«r.  r)  =  o>     F(f— aj,  j)=o. 

Cela  posé,  nous  éliminerons  j  entre  les  équations  (3)  *, 
nous  obtiendrons  ainsi  une  équation  finale  en  t,  renfeFr 
mant  le  paramètre  a ,  et  nous  la  représenterons  par 

(4)  4(^a)  =  o; 

comme  pour  a  =  o,onait=a:,  l'équation  finale  en  x  qui 
résulterait  de  l'élimination  de  y  entre  les  équations  (1) 

4 
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sera  d*abord 

(5)  ^{x,o)=io. 

Voici  maiQtenani  commentai!  obtiendra  la  valeur  dej- 
qui  correspond  à  chaque  racine  a:  de  cette  équation  finale» 
C<nisidérons  t  et  a  comme  des  coordonnées  rectangu- 
laires; l'équation  (4)  appartiendra  à  un  lieu  qui  n'est 
autre  chose  qu'un  système  de  droites  réelles  ou  imagi- 
naires ,  lesquelles  seront  aussi  représentées  par  Téquation 
linéaire 

où  Ton  doit  remplacer  x  et  y  successivement  par  les  divers 
couples  de  solutions  communes  aux  équations  (i). 

Considérons ,  en  particulier^  un  couple  de  valeurs  de  x 
et  y  satisfaisant  aux  proposées ,  et  la  droite  correspon- 
dante t  =  x-i-  aj",  dont  Tordonnée  à  l'origine  est  0M= jr 
(fis*  1  )>  et  le  coefficient  angulaire  tang  MAO  =  y. 

Supposons  d'abord  qu'à  la  valeur  x  que  nous  considé- 
rons ne  corresponde  qu'une  seule  valeur  dey  ;  la  droite  AB 
sera  la  seule  des  droites  représentées  par  l'équation  (4), 
qui  passera  par  le  point  M  :  en  d'autres  termes,  la  droite  A  B 
sera  la  seule  tangente  au  point  M  du  lieu  que  représente 
l'équation  (4)*  Mais  le  coefficient  angulaire  delà  tangente 
en  un  point  quelconque  (f,  a)  de  ce  lieu  s'obtient  en  dîf^ 
férentiant  l'équation  (4)^  ce  qui  donne 


(6) 

d-^    ^    d'^  dt 
da'^  dt  da^^' 

d'où 

d^ 

dt              '^a         .    /        , 

da=        ./+=+•(''«)' 

dt 

équation  qui  ne  sera  en  défaut  que  si  l'on  a  en  même 
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temps  — ^  =;  o  5  -j-  =  o  5    ce  qui  n'a  lîeu  que  pour  les 

points  singulier$^.  Nous  savons,  d'ailleurs,  qu'au  point  M, 
qui  a  pour  coordonnées  a  =  o  et  f  =  x  9  la  tangente  a 
pour  coefficient  angulaire  j^;  on  a  donc 

r  =+i(^>  o), 

et  notre  problème  est  résolu. 

L'application  de  cette  méthode  exige  un  calcul  plus 
long  que  si  l'on  se  proposait  seulement  l'élimination  déc- 
entre les  deux  équations  proposées;  car  le  premier  mem- 
bre de  l'équation  finale  (5)  n'est  que  le  premier  terme 
de  l'équation  (4)  ordonnée  par  rapport  à  a  :  mais  on  peut 
démontrer  qu'il  n'est  pas  nécessaire  de  calculer  l'équa  - 
tion  (4)  tout  entière,  et  qu'il  suffit  d'en  connaître  les 
deux  premiers  termes .  Imaginons ,  en  effet ,  que  le  po- 
lynôme ^{t^ct)  soit  ordonné  par  rapport  aux  puissances 
de  âr ,  de  sorte*que  l'on  ait 

(7)  +(^  a)=CT(0-f-a<»i(^)4-a'wa(0-^-"-» 

et  qu'on  connaisse  les  deux  premiers  termes  a  (^)  et  i7i(f  ); 
l'équation  finale  en  x  sera  d'abord 

m[x)  =  o. 

Ensuite  on  tire,  en  différentiant  l'équation  {7) ,  et  déno- 
tant les  dérivées  à  la  manière  de  Lagrange, 


(8) 


d'où 


-i  =  w,(f)-l-2«i»,(0+..., 


et,  par  consé(fuent. 


4. 
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L'équatîon  précédente  fera  connaître  la  valeur  de  y  qui 
correspond  à  chaque  racine  x ,  et  elle  ne  sera  en  défaut 
que  pour  les  valeurs  de  x  auxquelles  correspondent  plu- 
sieurs valeurs  de  y.  C'est  le  cas  que  nous  allons  actuelle- 
ment examiner. 

Supposons  qu'à  une  même  racine  x  de  l'équation  (5) 
correspondent  deux  valeurs  de  y  que  nous  désignerons 
par  y  et  y^  •,  alors  les  droites  AB,  AiB^  (^fig*  2),  repré- 
sentées par  les  équations 

f  =  j?  +  a  j,      t-zzix  ^  OLXx , 

passeront  par  un  même  point  M  de  Taxe  OT  :  autrement 
dit ,  au  point  M ,  qui  est  un  point  de  la  ligne  représentée 
par  l'équation  (4)  5  il  y  a  deux  tangentes  à  cette  ligne , 

AB  et  AiBi  \  on  a  donc  en  ce  point  —^  =  o  ^  --I  =  o ,  et 

Jm, 

pour  avoir  la  valeur  de  —  ?  il  faut  difTérentier  l'équa- 
tion (6) ,  ce  qui  donne,  à  cause  de  -j-  =  o , 

En  faisant  «  =  o  et  i  =  a: ,  on  tirera  de  cette  équatioa 

deux  valeurs  de  y-  9  qui  seront  précisément  celles  de  y 

et  j*!  5  et  Ton  peut  voir  aisément  qu'il  suffit  de  connaître 
les  trois  premiers  termes  de  ^  (  ^ ,  a  ) .  Différentioîis ,  en 
effet,  les  équations  (8)  -,  on  aura 

^    =   rn"{t)   -Ha<(r)-h..., 

-^^=:   iir.(0    -H2at:T,(0  +  ..., 

-—--    =  2CT2(/)  -f-.  .  .  . 
dct} 
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Diaprés  cela,  faisant  dans  Téqualion  (9),  a  =  o,  tz=zx^ 

dt 

-—  :=  V,  on  aura 

xs"  [x)  ^'+  2ct,  (^)/  -h  2CT,(a:)  =  o, 

équation  dont  les  racines  sont  les  deux  valeurs  y  et  jTi, 
qui  correspondent  à  x. 

On  voit,  par  là,  comment  il  faudra  opérer,  si  à  une 
même  valeur  de  x  correspondent  trois  ou  un  plus  grand 
nombre  de  valeurs  àe  y.  Je  ne  crois  pas  qu'il  soit  néces- 
saire d' insister  davantage.  Remarquons  seulement  que , 
pour  qu'à  une  valeur  de  x  correspondent  deux  valeurs 
de  y^  il  faut  que  l'on  ait  en  même  temps 

xs'[x)  =  Oy      cr,  {.r)  =  o; 

pour  qu'il  y  ait  trois  valeurs  de  y  correspondantes  à  la 
valeur  de  j:,  il  faut,  de  plus,  que  Ton  ait 

T3"{x)=zOy      x3\[x)-=zOy      i!r2(j?)=:o, 

et  ainsi  de  suite.  Ces  cas  particuliers  ne  pourront  donc 
jamais  se  présenter  que  si  l'équation  finale  a  des  racines 
égales. 

Extension  au  cas  d'un  nombre  quelconque  (T équations 
entre  un  même  nombre  d'inconnues, 

La  même  méthode ,  où  l'on  peut  éviter  les  considéra- 
tions géométriques  que  j'ai  cru  devoir  employer  pour  plus 
de  clarté,  s'applique  au  cas  d'un  nombre  quelconque 
d'équations  entre  un  pareil  nombre  d'inconnues. 

Soient,  par  exemple,  trois  équations  à  trois  inconnues 
x^  y  y  z^  savoir  : 

(0  /(^,r, 2)  =  Oï    F(^,r, «)  =  o,    tC-^,  j,2j)=:o; 

on  posera 

(2)  Z' =  a; -f- a/ -h  62, 

en  désignant  par  t  une  nouvelle  variable,  et  par  a,  ê  deux 
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indéterminées,  puis  on  portera  dans  les  équations  (i)  la 
râleur  de  x ,  tirée  de  Téquation  (  2  )  :  on  aura  ainsi  trois 
équations , 

(3)  (•^(^'^"•^""^*»-^**)'=^'   F(f  — ajr— ê«,  j,;f)  =  0/ 
l  (p{/— aj  — 6z,  JTy  «)=0, 

entre  lesquelles  on  éliminera  y^z  ('*').  Soit 

(4)  iKf,  a,  6)=fo 

l'équation  finale  en  t  ainsi  obtenue;  on  aura  d'abord  Fé- 
quation  finale  résultant  de  l'élimination  de  j*  et  js  entre 
les  proposées,  en  faisant  iz=zXy  a=o,  S  =  o;ce  sera 
donc 

(5)  "K^f  o>  o)  =  o. 

Maintenant,  pour  avoir  les  valeura  j^  et  ^  qui  corres- 
pondent à  chaque  racine  x  de  cette  équation  finale ,  on 
différentiera  l'équation  (4)  par  rapport  à  oc,  puis  par  rap- 
port à  6  ;  on  obtiendra  ainsi 

dt  da, 

dt 

dt  df,        ^    ,  ^. 

dt 

D^ailleurs,  en  difi'érentiant  l'équation  (2),  on  a 

dt  __  dt  

faisant  donc  dans  les  équations  (6)  a  =  o,  ^:=iQ^t's^x^ 

C^)  La  méthode  d'élimination  par  les  fonctions  symétriques  sera  éten- 
due, dans  la  huitième  leçon,  au  eas  d'un  nombre  quelconque  d'équations* 
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on  aura 

Jr  =  ^^l(J?,  e,  o),     Z  =  ^^(Xj  o,  o). 

Comme  dans  le  cas  de  deux  équations ,  il  ne  sera  pas 
nécessaire  de  connaître  les  termes  de  ^  (t^  aj  S)  qui  dé- 
passent le  premier  degré  en  ât  et  ê  ;  car,  si  Ton  suppose 

4»  (f ,  a,  6)  =  o  (f)  4- acT,  (f)  H- 6a,(r)  4- . .  ., 

on  aura 

d'il 

par  conséquent,  Téquation  finale  en  x  sera 

o  [x)  =  o , 

et  les  valeurs  de  ^  et  z  seront 

Si  à  une  même  valeur  x  correspondaient  deux  valeurs 
dej^  et  de  z,  les  formules  précédentes  seraient  en  défaut^ 
il  faudrait  alors  opérer  comme  nous  l'avans  fait  dans  le 
cas  de  deux  équations.  Ces  cas  d'exception  n^oflrent  au-- 
cune  difficulté ,  et  je  ne  crois  pas  nécessaire  de  nous  y  ar- 
rêter davantage» 

Au  lieu  d'employer  deux  indéterminées  a  et  S ,  comme 
nous  l'avons  fait,  on  peut  se  borner  à  une  seule ,  et  poser 

(7)  /=  j?-f-a7--|- «'a; 

on  remplacera  dans  les  équations  proposées  x  par 
t  —  ay  —  a^z  et  on  éliminera  ensuite  ^  et  z  5  on  obtiex^- 
dra  ainsi  une  équation  finale 

(8)  +(^«)  =  o. 
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L'équation  finale  en  x  s'en  déduira,  comme  précédem- 
ment ,  en  faisant  a  =  o ,  t=LX\  cette  équation  sera  donc 

•»[;  (a:,  o)  =  G. 

Pour  avoir  j  et  z,  on  différentiera  deux  fois  l'éqUation  (7), 
par  rapport  à  a ,  ce  qui  donnera 

dt  du 


Cela  posé,  en  différentiant  l'équation  (8),  on  trouve 

d^ 
dt  doL        ,    ,        . 

dt 
d'où 

(10)  r  +  2a3  =  >j/,(^,  a); 

différentiant  aussi  cette  équation  (10)  par  rapport  à  «,  on 


aura 


fl?\j;,         d-^x   dt 
dcL  dt    aoL 

rit 

OU,  en  remplaçant  —  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (9), 

Enfin,  faisant  a=  o,  i  =  JC,  dans  les  équations  (10)  et 
(11),  on  aura 

jr=:4,(A',  o),       i2;=^2(^,  o). 

Il  est  facile  de  voir  qu'il  n'est  pas  nécessaire  de  calculer 
Téquation  (8)  entièrement,  et  qu'il  suflSt  d'en  connaître 
les  trois  premiers  termes. 

Le  problème  dont  nous  venons  de  donner  la  solution , 
d'après  M.  Liouville ,  est  compris ,  du  moins  lorsqu'il  ne 
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s'agit  que  de  deux  équations,  dans  un  autre  problème 
plus  général  traité  par  Abel.  Supposons  qu'on  ait  deux 
équations 

f{x,x)=^o,     F(x,j)=o, 

et  qu'ayant  éliminé  j^,  on  ait  trouvé  cette  équation  finale 

TS  [x)  =r  G, 

cette  dernière  exprimant  la  condition  pour  que  les  deux 
proposées  où  y  sera  alors  Finconnue  aient  une  racine 
commune,  la  reclierclie  de  la  valeur  de  j^  qui  correspond 
à  une  racine  de  l'équation  finale  en  or,  est  ramenée  à 
trouver  la  racine  commune  y  aux  deux  équations  pro- 
posées. C'est  précisément  la  question  qu'Abel  a  résolue 
dans  un  Mémoire  publié  dans  les  Annales  de  Mathéma- 
tiques de  Gergonne ,  tome  XVII ,  et  qui  ne  fait  pas  partie 
du  Recueil  de  ses  œuvres  complètes.  Nous  allons  exposer 
sommairement  l'analyse  de  ce  grand  géomètre. 

Méthode  d'Abel  pour  déterminer  la  racine  commune 

à  deux  équations. 

Quand  deux  équations  ont  une  racine  commune ,  on 
pput  déterminer  cette  racine  parla  méthode  du  plus  grand 
commun  diviseur  5  mais  on  peut  aussi ,  comme  Abel  Ta 
fait  voir,  former  immédiatement  l'expression  de  celte  ra- 
cine commune  par  la  méthode  des  fonctions  symétri- 
ques :  on  peut  encore ,  par  le  même  procédé ,  déterminer 
une  fonction  rationnelle  quelconque  de  cette  racine  com- 
mune. 

Soient  les  deux  équations 

qui  ont  une  racine  commune  ji ,  mais  qui  n'ont  que  cette 


58  QUATRIÈME   LEÇON. 

seule  racine  coiîltaUDe,  et  proposons-nous  de  calculer  une 
fonction  rationnelle  et  entière  (f  (fi)  de  cette  racine. 

Désignons  par  ^j,  j^,,...,  j^„  les  n  racines  de  Téqua- 
tion  (  a),  et  portons-les  dans  le  premier  membre  de  Téqua- 
tion  (i)  f  (y)  5  on  aura  ces  n  résultats 

dont  le  premier  est  nul.  Faisons  ensuite  les  produits 
n  —  I  k  n  —  ide  ces  n  quantités,  et  désignons  générale- 
ment par  R^  celui  de  ces  produits  qui  ne  contient  pas 
le  facteur  f  [jfi)  5  les  quantités 

seront  toutes  nulles ,  à  l'exception  de  la  première.  Cela 
posé ,  on  aura  identiquement 

R,y  (^,)  =  R»  ç(/,)  +  R,ç(^,) -|-R,ç{jr3)-f., .  .+ R,Y(^„) 

R,  =  R,  -f-  R,  +  R.  -h   .  H-  R«  =  2  ^  ' 
d'où,  par  la  division, 

^(•^'^-      2R      ' 

le  signe  ^  s'étendant  à  toutes  les  racines  de  l'équa- 
tion (a).  On  voit  (jue  cette  expression  de  (f  {y^)  est  une 
fonction  symétrique  et  rationnelle  de  toutes  les  racines  de 
Féquation  (!2i),  et,  par  conséquent,  on  pourra  la  calculer 
par  l'une  des  méthodes  que  nous  avons  exposées. 

Tel  est  le  principe  de  la  méthode  d'Abel  ]  mais  on  peut, 
par  un  artifice  ingénieux  qu'il  a  indiqué ,  simplifier  no- 
tablement le  calcul  de  la  fonction  (f  (j^i).  Soit  6  (y)  une 
fonction  rationnelle  quelconque  dont  nous  nous  réser- 
vons de  déterminer  ultérieurement  la  former  on  aura,  d« 
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même  que  précédemment  ^ 

».8(7.)T{r.)  =  R.9tr.)f(r.)  +  R.«(r.)TCr.)  +  -.- 
R.e{r.)=R.9(/.)4-a.9{r,)+...-*-B.e(j.) 

d'où,  par  la  division, 

Cette  nouvelle  expression  de  (f  {jTi)  est,  comme  la  précé- 
dente, une  fonction  symétrique  des  racines  de  l'équa- 
tion (2)  et  pourra  être  calculée  de  la  même  manière*,  mais 
elle  devient  plus  simple ,  comme  on  va  le  voir,  en  dispo- 
sant convenablement  de  la  fonction  indéterminée  6  (y). 
Nous  désignerons  par  F'  (jr)  la  dérivée  de  F  (y) ,  et  nous 
poserons  avec  Abel , 


la  valeur  de  (f  (ji)  sera  alors 

2Ry(r) 
Z  r(r) 

Cela  posé ,  les  quantités  Ri ,  Rt , . . . ,  R»  peuvent  s'exprimer 
rationnellement,  la  première  en  fonction  de  j^i,  la  seconde 
en  fonction  de  jt ,  etc. ,  la  dernière  en  fonction  de  y^* 
En  effet,  R^  est  une  fonction  symétrique  des  quantités 
/, ,  Xî  5 .  •  •  »  J^n  î  excepté  jTfi ,  c'est-à-dire  une  fonction  sy- 
métrique des  racines  de  l'équation 

r  —  Yii. 
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OU 


yn-i  _j.  ^ 


//* 


r"~'  +  q2 


^n— 3 


J"-^  -I-   .    .    .  =  O. 


R^  pourra  donc  s'exprimer  sous  forme  rationnelle  et 
entière  en  fonction  de  y^  et  des  quantités  connues  qui 
entrent  dans  les  équations  (i)  et  (2) ,  de  la  manière  sui- 
vante : 

R^  =  p„  +  p.j^  -H  p^j^  + .  . .  -4-  pp/^. 

En  outre ,  par  l'un  des  procédés  indiqués  dans  la  troisième 
leçon  5  on  pourra  chasser  de  l'expression  de  R^a  toutes  les 
puissances  dey^  supérieures  à  la  [n — i)'*'"*,  en  sorte  que 
la  valeur  de  R^  aura  finalement  cette  forme  : 


n—l 


(3)        R/t=po+i>ir/x+pîr^4-...-f-pn-ir;tA    ; 

et  l'on  déduira  de  cette  équation  les  valeurs  de  Ri , 
Rs, .  •  •  )  R/A  5  ^^  donnant  successivement  à  l'indice  fx  les 
valeurs  1,2, 3,. ..,/?. 

La  quantité  R/*?(y/A)  pourra  également  s'exprimer 
par  un  polynôme  entier  et  rationnel  par  rapport  à  y-fj^  de 
degré  n  — i,  et  qu'on  calculera  aisément  quand  Ry^  sera 
trouvé  :  soit  donc 


n — I 


Ry-  ?  (  r/*  )  =  ^0  -4-  ^,  y  y.  ■+•  ^^  r^  -+-•••  -I-  '«-«  7/*  •    . 

Mais  par  un  théorème  connu  (*),  si  ^  (y)  désigne  un 
polynôme  quelconque  du  degré  n  — i ,  la  somme 


{*)  Ce  théorème,  qui  résulte  de  la  théorie  de  la  décomposition  d'une 
fraction  rationnelle  en  fractions  simples,  sera  démontré  dans  la  leçon 
ftuiyante. 
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étendue  aux  racines  /i ,  J^t  ?  •  *  •  5  ^n  ^^  Tëquation 

F(j')  =  o, 

a  pour  valeur  le  coefficient  de  j'""'  dans  t|i (y)  5  on  aura , 
d'après  cela, 

2é  F'(j')  -'"-" 


^  F'fr^ 


F'(r)      ''"-' 

et,  par  suite, 

(4)  f(r.)  =  7^- 

Pn-i 

Il  suffît  donc ,  pour  avoir  la  valeur  de  notre  fonction  en- 
tière (p  (^1),  de  calculer  les  coefficients  dej^"~*  dans  R»  et 
RjmÇ  [y a)'  Pour  une  autre  fonction  entière  4>  (yi),  on 
aurait  pareillement 

pu— 1 

T„.i  désignant  le  coefficient  de  y^'~^  dans  Ry»  <ï>  (j^/«);  et, 

par  suite,  pour  une  fonction  rationnelle  ,y  on  aura 

4>  (  j,  )       T„^. 
t  (ri }        ^n-i 

Si  Ton  veut  seulement  calculer  y^^  il  faudra  faire 
(^(y\)  =  J^i  dans  l'équation  (4)i  '«-i  sera  alors  le  coeffi- 
cient de  y^^  dans  R„y„  •  or,  en  multipliant  l'équa- 
tion (3)  par  y-fj,^  on  trouve 


n—i 


et,  en  chassant  j^^  à  l'aide  de  l'équation  (2), 
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on  a 

et,  par  suite, 

la  Taleor  de  yt  sera  donc 

_  P— a  ^  y»  P«-t  _  P»-»        ^ 

P«_,  p„„» 

Par  où  l'on  voit  qu'il  suffit,  pour  avoir  j^i,  de  calculer 

dans  R    les  coefficients  de  y^^  et  de  J^"~"^. 

C'est  ici  l'occasion  de  mentionner  un  beau  théorème 
que  Lagrange  a  démontré  dans  son  célèbre  Mémoire  in- 
séré parmi  ceux  de  l'Académie  de  Berlin  pour  1770  et 
1 771,  et  qui  est  relatif  aux  conditions  nécessaires  pour 
que  deux  équations  aient  plusieurs  racines  communes. 

Théorème  de  Lagrange  sur  les  conditions  nécessaires 
pour  que  deux  équations  aient  plusieurs  racines  com- 
munes. 

L'objet  de  ce  théorème  est  de  faire  connaître  les  condi- 
tions pour  que  deux  équations  algébriques  aient  deux , 
trois ,  etc.,  racines  communes,  quand  on  connaît  la  con- 
dition pour  qu'elles  en  aient  une.  Voici  en  quoi  il  con- 
siste. 

Si  V  =  o  exprime  la  condition  pour  que  deux  équa- 
tions algébriques 

(i)   /(^)  =  a:^-+-/7,x*-'  +  ^,«^«H-...4->3«.~iJC-l-/?«=o, 

aient  une  racine  commune  y  V  désignant  une  fonction 
entière  des  coefficients -pi ,  /^i ,  • . . ,  ^i,  ^i , . .  • ,  /e^  condi- 
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lions  nécessaires  pour  deux  racines  communes  seront 


ou  bien 


V  =  o      et      -r—  3=  o 

dpm 


V  =  o     et     -—  =  o  ; 


dq, 


pareillement  les  conditions  nécessaires  pour  trois  racines 

communes  seront 

d\  rf»V 

àpm  dpi, 

ou  bien 

dY  d'Y 

et  ainsi  de  suite;  en  sorte  qu^on  obtiendra  les  conditions 
nécessaires  pour  fi  racines  communes,  en  joignant  à  l'é^ 
quation  nécessaire  pour  une  seule  racine  commune  les 
(i — I  équations  qu'on  en  déduit  en  la  différentiant  [i — i 
fois  par  rapport  au  dernier  terme  de  l'une  des  deux 
équations  proposées. 

Tel  est  renoncé  qneLagrange  a  donné  de  son  théorème  ; 
mais  il  est  nécessaire  d'ajouter  quelques  mots  sur  la  ma- 
nière dont  cet  énoncé  doit  être  entendu.  Ainsi  les  équations 

dY               d^Y                  rf^-'V 
V  =  o,     3 —  =  o,     -rT  =  o>'-->    =  o, 

dpn.  dpl  ^^M-« 

expriment  simplement  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes pour  que  /x  racines  de  Féquation  (2)  satisfassent  à 
l'équation  (1),  en  sorte  que  si  l'équation  (  s)  a  des  racines 
égales ,  il  sera  possible  de  satisfaire  aux  jx  équations  de 
condition  écrites  plus  haut ,  sans  que  les  premiers  mem- 
bres des  équations  (i)  et  (2)  aient  un  diviseur  commun  du 
degré  fA,  ce  qui  serait  la  condition  nécessaire  pour  que  les 
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équations  (i)  et  (2)  eussent  réellement  |x  racines  com- 
munes. Pareillement  les  équations 

expriment  les  conditions  nécessaires  pour  que  fx  racines  de 
l'équation  (i)  satisfassent  à  l'équation  (2),  en  sorte  que  si 
l'équation  (i)  a  des  racines  multiples,  on  pourra  satisfaire 
aux  équations  de  condition  précédentes,  sans  que  les 
équations  (i)  et  (  2)  aient  réellement  [l  racines  communes. 

Il  faut  remarquer ,  en  outre ,  que  le  dernier  terme  p.^ 
ou  <7„,  par  rapport  auquel  sont  prises  les  dérivées  de  V, 
doit  être  considéré  comme  un  paramètre  indéterminé  dont 
tous  les  autres  coefficients  sont  indépendants. 

Cela  posé,  passons  à  la  démonstration  du  théorème. 
Soient  a,  &,  c, . . .  ft,  /  les  «  racines  de  l'équation  (2),  et 
posons 

V=/(«)/(*). ../(*)/(/); 

V  est  une  fonction  symétrique  des  racines  de  l'équa- 
tion (2),  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  entières 
des  coefficients  de  l'équation  (i)  5  on  pourra  donc  exprimer 
cette  quantité  par  une  fonction  entière  des  coefficients  des 
équations  (i)  et  (2). 

Les  racines  a,5,c,...,Â:,/  étant  indépendantes  de  ^„, , 
les  dérivées  des  quantités  f  {a)^/ {h)^*^.^f{l)  par  rap- 
port à  pfn  sont  toutes  égales  à  Tunité;  donc  — —  est  égale 
à  la  somme  des  produits  m — i  à  m—i  des  quantités 

f{a),    /{^),...,    f{k),    f{l}; 

pareillement r  est  égale  à  la  somme  des  produits 

'  •  2  dpm 

m  —  2km — 2  des  mêmes   quantités,   et  généralement 
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:  -rj-  est  égale  à  la  somme  de  leurs  produits  m  —  i 

'm 

à  m — i. 

Par  conséquent,  l'équation  qui  a  pour  racines  les  n 
quantités 

est 

1  £/"-»V  I      ^'V 

X» -: ^^   -X»-' 


I  .2.  .  .  (/ï—l)  dp^~^  *     '"*"  1.2.3  flf/?i 

±-^^X'q:  5l.x±V  =  o. 

Or,  pour  que  \k  racines  de  Téquation  (2)  satisfassent  à 
Téquation  (1)9  il  faut  et  il  suffit  que  Téquation  en  X  ait  ^ 
fil  racines  nulles,  c'est-à-dire  que  Ton  ait 

rfV  d-^y  </^""'  V 

V  =  0,       ——=0,        =0,.     .,         =:0, 

dp^  dp"  dp^-' 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

La  démonstration  qui  précède  est  plus  claire  et  plus 
précise  que  celle  qui  a  été  donnée  par  Lagrange.  Il  sem- 
ble effectivement  au  premier  abord ,  par  le  raisonnement 
de  Fauteur,  qu'il  est  permis,  dans  l'énoncé  du  théorème, 
de  substituer  aux  dérivées  de  V,  prises  par  rapport  au 
dernier  terme  de  l'une  des  équations  proposées ,  les  déri- 
vées prises  par  rapport  à  un  coefficient  quelconque,  ou 
même  par  rapport  à  un  paramètre  dont  un  ou  plusieurs 
de  ces  coefficients  seraient  fonctions.  Mais  il  est  aisé  de 
voir  qu'on  obtiendrait  de  cette  manière  des  équations  de 
condition  trop  générales. 

Par  exemple,  p„_;  étant  le  coefficient  de  a:*  dansy*(a:), 
et  tous  les  autres  coefficients  étant  indépendants  de  pm--i^ 

S 
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les  équations 


peuvent  avoir  lieu,  quoique  les  équations  (i)  et  (2)  n'aient 
qu'une  seule  racine  commune.  En  effet,  les  dérivées  de 
f{a),  /(i)v)  /(')î  P^ï*  rapport  à  /^m-,)  ont  respecti- 
vement pour  valeurs  a%  iV**9  ^'9  donc ,  à  cause  de 

on  aura 

^^    =««/(^).../(/)4-*'/l«).../(/)-h   ... 


Il  est  évident ,  d'après  cela ,  que  les  équations 

seront  vérifiées  si  chacune  des  équations  proposées  a  une 
racine  nulle. 

Exemple.  —  Appliquons  le  théorème  de  Lagrange  aux 
deux  équations 

x^  -h  gtx  -h  Ci  !=  o. 

En  appelant  a  et  &  les  racines  de  la  seconde  équation^ 
on  a 

Y  =? {a^ -h pia^-h p^a  -h Pz)  {l>' -i- Pi  b' -h  p^b  -^ Pi) 
et 
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La  condition ,  pour  que  les  proposées  aient  une  racine 
commune,  est  Y  =  o  ^  par  suite,  les  conditions  pour  deux 
racines  communes  sont 

V  =  o,        ;t-  =  o. 
En  éliminant  p^  entre  celles-ci ,  il  vient 

cette  dernière  se  décompose  en  deux  autres.  En  prenant 

on  exprime  que  les  deux  racines  de  l'équation  du  second 
degré  sont  égales  entre  elles,  et  ces  racines  satisfont  à 
l'équation  du  troisième  degré  en  vertu  de  la  condition 
V  =:  o.  En  prenant,  au  contraire, 

yj  — ^2  — fi/?,  H-/»,  =  o, 
l'équation  —  =  o  se  réduit  à 

^iÇi —  q2pi-hPi=  O. 

Les  deux  équations  précédentes  expriment  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la  première  des  équa- 
tions proposées  soit  divisible  par  la  seconde. 


5. 
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CINQUIÈME  LEÇON. 

Décomposition  en  fractions  simples ,  d'une  fraction  rationnelle  dont  le 
dénominateur  n*a  pas  de  facteurs  multiples.  —  Démonstration  d'une 
formule  d'analyse.  —  Méthode  de  M.  Liouville  pour  décomposer  une 
fraction  rationnelle  en  fractions  simples.  —  Cas  des  fractions  ration- 
nelles dont  le  dénominateur  a  des  facteurs  multiples. 


Nous  nous  sommes  appuyé ,  dans  la  dernière  leçon , 
sur  une  formule  que  l'on  peut  déduire  de  la  théorie  de 
la  décomposition  des  fractions  rationnelles  en  fraction» 
simples,  ou  qui,  inversement,  peut  être  prise  pour  le 
point  de  départ  de  cette  théorie.  Nous  alloùs  étudier  en 
détail  ce  double  point  de  vue.  Nous  commencerons  par 
établir  un  procédé  pour  décomposer  en  fractions  simples 
une  fraction  rationnelle  dont  le  dénominateur  n'a  pas  de 
facteurs  multiples ,  et  nous  en  déduirons  la  formule  dont 
nous  venons  de  parler.  Nous  donnerons  ensuite,  de 
cette  même  formule,  une  démonstration  directe  due  à 
M.  Liouville ,  et  nous  exposerons  la  méthode  qu'il  en  a 
déduijte  pour  former  les  fractions  simples  dans  lesquelles 
peut  se  décomposer  une  fraction  rationnelle.  Nous  ferons 
voir,  enfin,  comment  on  peut  passer  du  cas  des  fractions 
rationnelles  dont  le  dénominateur  n'a  que  des  facteurs 
simples ,  au  cas  des  fractions  dont  le  dénominateur  a  des 
facteurs  multiples. 

Décomposition  en  fractions  simples,  d'une  fraction 
rationnelle  dont  le  dénominateur  n'a  pas  de  fac- 
teurs  multiples. 

Théorème. — Soient 

f[x)  z=z  [x  —  «)  («ï"  —  b)  [x  —  c)  .  .  .  (x  —  /) 
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un  polynôme  du  degré  m  dont  toutes  les  racines  a,  b  ^ 
c,...?  l  sont  inégales ^  etF  (x)  un  polynôme  du  degré 
m —  1  au  plus^  il  y  aura  un  système  de  'valeurs  des 
constantes  Â,  B,  C,...yL,  tel  ffue  Von  aura  identi- 
quement 


L 


,  ,     F(^)  A  B 

(i)     77—;  = 1 7-f-  .....  , 

f\x)       X  —  a       X  —  b       X — c  X  —  / 

et  il  n'y  en  aura  quun  seul, 

L'équadon  (i)  peut  sMcrîre  ainsi  : 

(,)  F(.)  =  é^H-M^)+.-..-HÎ^, 


X  —  a 


^b  ^-'^  jo^r 


et  si  l'on  admet  qu'elle  soit  identique,  elle  sera  satisfaite 
quand  on  donnera  à  x  les  valeurs  a,  b^  c,...,  l\  mais 
pour  x  =  a<f  tous  les  termes  du  second  membre  sont  nuls . 

à  Texception  du  premier  A  qui  se  réduit  à  Kf  (a): 

on  a  donc 

F(a)  =  A/'(a),     d'où     A=L1^. 

L'équation  (2) ,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  l'équa- 
tion (i)  ne  peut  donc  avoir  lieu  identiquement  que  si 
l'on  a 

ces  valeurs  de  A,  B,  etc.,  sont  les  seules  qui  puissent 
remplir  la  condition  demandée.  Pour  prouver  qu'elles  la 
remplissent  en  effet,  remarquons  qu'en  les  adoptant,  Té- 
quation  (2)  sera  satisfaite  pour  les  m  valeurs  a ,  b  ^,,:^l 
de  a; ,  et  sera  par  conséquent  identique ,  puisque  son  de- 
gré est  /»  —  I  au  plus  :  d'ailleurs ,  les  valeurs  trouvées 
pour  A9  B,  etc.,  sont  finies,  car  les  racines  a ,  i,  etc., 
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sont  inégales.  On  a  donc  la  valeur  suivante  de  la  fraction 


rationnelle 


F(a?)_F(fl)       1  F(6)       I  F(/)       I 

Supposons  maintenant  que  le  numérateur  de  la  fraction 

rationnelle  jj—r  soit  d'un  degré  égal  ou  supérieur  à  celui 

du  dénominateur.  Désignons  par  E  (x)  le  quotient  de  la 
division  de  F  (a:)  par  y(a:),  et  par  (f{x)  le  reste  :  on 
aura 

mais,  à  cause  de  F  (a:)  =  E  (x)  •f{x)  -H  ç  (a:) ,  on  a 

y(a)  =  F(a),     ç(^)  =  F(6),..., 
donc 

F(A)      I  F(/)     I 


Yix)      „,    ,       Fia)      I 


f[x)         ^    '  •  f'{a)x-^a  •  f\b)x^h f{l)x-^l 

On  voit  que  les  fractions  simples,  dans  lesquelles  se  dé- 
compose la  fraction  rationnelle ,  sont  les  mêmes  que  dans 
le  premier  cas  5  il  faut  seulement  ajouter  le  quotient  entier 
de  la  division  du  numérateur  par  le  dénominateur. 

Démonstration  cPune  formule  d^ analyse. 

L'équation 

p/^N-.  F(«)  /(x)        F(b)_  f[x)  F(/)  f{x) 

ayant  lieu  identiquement  si  F  est  de  degré  inférieur  à  f^ 
les  coefficients  de  or*"^^  sont  égaux  dans  les  deux  membres  ^ 
si  donc  on  désigne  par  P  le  coefficient  de  x"^"^  dans  F  [x)^ 
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on  aura 

OU 


2 


=  p. 


Dans  cette  formule,  J'  (x)  désigne  la  dérivée  d'un  po- 
lynôme quelconque  f  {x)  de  degré  m,  dont  le  premier 
terme  a  pour  coefficient  Puni  té,  et  F  (x)  est  un  polynôme 
quelconque  de  degré  inférieur  à  m ,  dans  lequel  le  coeffi- 
cient de  a:""*  est  égal  à  P.  Quant  au  signe  2,  il  s'étend 

à  toutes  les  racines  de  ^ (x)  =  o.  Cette  formule  est  celle 
sur  laquelle  nous  nous  sommes  appuyé  dans  la  leçon  pré- 
cédente, et  que  nous  avions  admise  sans  la  démontrer.  Si 
le  polynôme  F  ( x)  est  du  degré  m  —  a  au  plus ,  on  aura 
P  =  o ,  et ,  par  suite , 

Méthode  de  M,  Liouvïlle  pour  décomposer  une  fraction 
rationnelle  en  fractions  simples* 

M.  Liouville  a  déduit  de  l'équation  précédente  un 
moyen  ingénieux  de  présenter  la  théorie  de  la  décomposi- 
tion des  fractions  rationnelles  (*).  Nous  allons  exposer  ici 
cette  méthode. 

Soient  f{x)  et  F  [x)  deux  polynômes  des  degrés  m  et 
m — I  respectivement,  ayant  pour  valeurs 

F(x)  =  Pa?'"-'  -f-..  .  , 
et  considérons  l'équation 

(i)  f[x)^oLY{x)  =  o, 

(*)  Journal  de  Mathématiques  pures  cl  appliquées,  tome  Xl,  page  46a. 
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OÙ  «  désigne  une  indéterminée  qui  n'entre  ni  dans  f^  ni 
dans  F  5  représentons  par  la  notation  ^^  x  la  somme  des 
racines  de  Téqualion  (i),  on  aura 

(2)  y47=— /?^Pa, 

et  ces  racines  étant  des  fonctions  de  a ,  on  aura ,  en  difie- 
rentiant  l'équation  (2)  par  rapport  à  a, 

On  a  aussi,  en  différentiant  l'équation  (i)  par  rapport 
a  a ,  et  dénotant  les  dérivées  à  la  manière  ordinaire , 

[/'(*)  +  «F'(x)]g-4.F(x)  =  o; 

d'où 

dx  F(«) 


On  pourra  donc  écrire  l'équation  (3)  de  la  manière  sui- 


vante : 

F(«) 


2 


/'(x)-4-aF'(*) 


=  P. 


Dans  cette  équation ,  le  signe  \^  s'étend  à  toutes  les  ra- 
cines de  l'équation  (i),  et  l'on  peut  considérer  a  comme 
une  quantité  entièrement  arbitraire*,  faisant  donc  a  =  o, 
on  aura 

le  signe  ^  s'étendant  alors  aux  racines  de  l'équation 

/(*)  =  o. 
Si  y  étant  toujours  du  degré  m,  F  n'est  que  du  degré  m —  2 
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au  plus,  P  sera  uni,  et  l'on  aura 

y  F(x) 


=  o. 


Voici ,  maintenant ,  comment  M.  Liouville  déduit  de 
cette  dernière  formule  le  théorème  relatif  à  la  décomposi- 
tion des  fractions  rationnelles. 

Soient  F  (x)  un  polynôme  du  degré  m — i  au  plu8,y(j:) 
un  polynôme  du  degré  m ,  tel  que 

et  posons 

?(*)  =  (*  — 0/(*); 

le  degré  du  polynôme  (f  [x)  surpassant  de  deux  unités  au 
moins  celui  de  F(x)9  on  aura,  d'après  le  théorème  qui 
vient  d'être  établi , 

ou,  coinmea,i,c,...,/etf  sont  les  racines  de  f(x)  =o, 
//x  F(/)       F(a)      F(^)  F(/) 

Cela  posé ,  en  différentiant  l'équation 
on  trouve 

on  aura  donc 
et 

f(«)=(«-0/'(«),    f'(b)  =  {b-t)/'(b),.... 

D'après  cela,  l'équation  (4)  donnera 

F(0_F(a)        I  F(^)        I  F(/)       I 
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ce  qui  est  précisément  la  formule  à  laquelle  nous  avons 
été  conduit  par  la  première  méthode. 

Cof  des  fractions  rationnelles  dont  le  dénominateur  a 

des  facteurs  multiples. 

Du  cas  d'une  fraction  rationnelle  dont  le  dénominateur 
n'a  que  des  facteurs  simples ,  on  peut  passer  à  celui  d'une 
fraction  dont  le  dénominateur  a  des  facteurs  multiples , 
en  employant  un  artifice  qui  nous  a  déjà  servi  dans  une 
précédente  leçon. 

Supposons,  par  exemple,  que  parmi  les  m  racines  a,  6, 
c, . . . ,  A,  /  de  l'équation  f  (x)  =  o,  deux  soient  ^ales  entre 
elles ,  que  l'on  ait  b  =  a^  mais  que  toutes  les  autres  ra- 
cines soient  inégales  et  différentes  de  a ,  et  soit  toujours 
F  {x)  un  polynôme  de  degré  inférieur  au  degré  def(x)'^ 

il  s'agit  de  décomposer  la  fraction  -tA— r  en  fractions  sim- 
ples. Nous  prendrons  d'abord ,  au  lieu  def{x),un  poly- 
nôme <f  (jc),  qu'on  déduira  def(x)  en  remplaçant  Tune 
des  deux  racines  a  par  une  racine  peu  différente  a  -h  A  ; 
nous  poserons ,  en  un  mot  y 

'f\^)  — z — ~ ' 

et  alors  nous  aurons  cette  valeur  de  la  fraction  -t^;> 

F(^)^F(a)      I       ^Y[a^h)  I  I..,  1^(0      I 

ç(x)      ^'{a)x  —  a      (^'{a-\'h)x  —  a  —  h      "'      f'(/)x  —  /' 

On  a  d'ailleurs 


+  r: — zn-^rz — iû+---i 


X — a — h       X  —  a       (x  —  «)'       [x  —  a) 
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donc 

7(^)""  L?'(«)       ?'(«-»-  A)Jx  — Il 

.F(r)       I  F{/)       I 


Mais  la  dérivée  (f'  {x)  de  (f{x)  sl  pour  valeur 

,,.  ^  f'{x){x-a-h)  _^  f(xl  _  f{x)(x-a-h), 

X  —  a  X  —  a  (j:  —  a)*  ' 

d'où ,  en  faisant  successivement  x=^a^  a:  =  a  -f-  A ,  et  se 
rappelant  €^ef[x)  =  o  a  deux  racines  égales  à  a, 

<f\a)— — ,      if\a-{-h) , 

on  aura ,  d'après  cela, 

F(x)  _  rhY{a  +  h)  _  aF(a)'1       i 

ff' i^c)  X — c        **'        ^' [l)  X / 

Or 

AF(fl^-A)      2F(fl)  _A»/^(fl)F(g+A)— 2F(fl)/(g4-^) 

en  développant  F  (a  -H  A)  et/^la  -+-  h)  par  la  formule  de 
Taylor,  et  se  rappelant  que  f{a)  et/'  (a)  sont  nulles, 
on  trouve  que  le  second  membre  se  réduit  à 
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On  aura  donc,  pour  A  =  o, 

rh¥(a  +  h)       2¥{a)-]  _6r(a)/"(a)-:,F(a)r(a)  _ 


on  a  aussi 


2  2.3 

Faisant  donc  A  =  o ,  dans  la  valeur  de     ;    ,  écrite  plus 
haut,  on  aura  la  valeur  suivante  de  >7— ^  • 

F(:c)_6F'(û)/''(û)-2F(fl)/'"(a)       i        .    2F(fl)        i 


¥(c)      I  .   F(/)       I 

H-  7TT— : h 


On  voit  aisément  comment  il  faudrait  opérer  dans  le  cas 
ovif{x)  aurait  trois  ou  un  plus  grand  nombre  de  racines 
égales  à  a.  Mais  nous  n'insisterons  pas  davantage  sur 
cette  méthode ,  de  laquelle  il  ne  semble  pas  qu'on  puisse 
déduire  un  procédé  commode  pour  déterminer  générale- 
ment Fexpression  algébrique  des  différents  termes  dans 
lesquels  peut  se  décomposer  une  fraction  rationnelle  ;  il 
nous  suffit  d'avoir  montré,  par  ce  qui  précède,  que  la 

F  (/e\ 

formule  relative  au  cas  d'une  fraction  rationnelle -^^t—t» 

dont  le  dénominateur  y  (j?)  n'a  pas  de  racines  égales, 
n'est  pas  aussi  particulière  qu'on  aurait  pu  le  croire,  et 
qu'elle  renferme  implicitement  tous  les  cas. 
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Théorie  générale  de  la  décomposition  des  fractions  rationnelles  en  frac- 
tions simples.  —  Théorèmes  sor  la  possibilité  de  décomposer  une  frac- 
tion rationnelle.  '~  Méthodes  pour  effectuer  la  décomposition  d*ane 
fraction  rationnelle  en  fractions  simples. 


Théorie  générale  de  la  décomposition   des  fractions 
rationnelles  en  fractions  simples. 

Nous  avons  été  conduit  naturellement,  par  une  ques- 
tion incidente ,  à  nous  occuper  de  la  décomposition  des 
fractions  rationnelles  en  fractions  simples.  Les  détails 
dans  lesquels  nous  sommes  entré  à  ce  sujet,  suilBsent 
pour  l'objet  que  nous  avions  en  vue  ;  mais  la  tliéorie  des 
fractions  rationnelles  est  si  importante,  et  ses  applications 
dans  l'analyse  mathématique  si  variées,  que  je  crois  utile 
de  la  reprendre  ici ,  en  lui  donnant  tous  les  développe- 
ments qu'elle  comporte. 

Nous  commencerons  par  établir  qu'une  fraction  ra- 

F  ix) 
tionnelle  ^     ^?  dont  les  deux  termes  sont  des  polynômes 

quelconques  premiers  entre  eux,  est  décomposable  en 
une  partie  entière  (qui  peut  être  nulle),  et  en  plusieurs 
fractions  simples  à  numérateurs  constants,  ayant  pour 
dénominateurs  les  diverses  puissances  des  facteurs  li- 
néaires qui  peuvent  diviser  le  polynôme  f{x:).  Nous 
démontrerons  ensuite  qu'une  fraction  rationnelle  n'est 
décomposable  ainsi  que  d'une  seule  manière,  et  nous 
indiquerons  enfin  le  moyen  d'effectuer  la  décomposition. 
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Théorèmes  sur  la  possibilité  de  décomposer  une 
.  fraction  rationnelle. 

Théorème  I.  — Si  a  désigne  une  racine  de  r équation 
y  (x)  =  o,  a  son  degré  de  multiplicité,  en  sorte  que 
Ton  ait 

fx  (^)  étant  un  polynôme  non  divisible  par  x  —  a  y  la 

fraction  rationnelle  ^    ^,  supposée  irréductible,  pourra 

toujours  être  décomposée  en  deux  parties  de  la  manière 
suivante  : 

F(x)_        A  ^  F.(^) 

/W        (or  — «)«       (x^af-'f{xy 

A  étant  une  constante,  et  Fi  (x)  un  polynôme  entier 
et  rationnel. 

En  eâèt,  on  a  identiquement,  et  quelque  soit  A, 

F(x)  _  F(x)  _        A  Ffx)-A/.(x) 

/(*)     (x-«)«/;(x)     (x-«r      (^ -«)"/(*)' 

et  pour  que  le  deuxième  terme  du  second  membre  ne 
contienne  à  son  dénominateur  que  la  puissance  a  —  i 
du  facteur  x  —  a ,  il  faut  et  il  suffit  que  le  numérateur 
F  (x)  —  Afi  (x)  s'annule  pour  x  =  a.  Posons  donc 

F(«)-A/.(a)  =  o,     d'où     A  =  ^!^ 

cette  valeur  de  A  sera  finie  et  différente  de  zéro ,  puisque 
yi  (a)  et  F  (a)  ne  sont  pas  nuls  :  or,  si  Ton  fait 

F  {x)  —  A/  (x)  =  (jç  —  «)  F.  (x), 
on  aura 

¥(x)  __        A  F,(x) 

f[x)  ~(^_«)«        [jo^af-'fixY 

ce  qu'il  fallait  démontrer 
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Corollaire.  —  En  appliquant  le  même  théoième  à  la 
fraction î-^— ^ ,  on  pourra  la  mettre  sous  la 

forme 

A,  .  F,(t) 


Af  étant  une  constante  et  Ft  (x)  une  fonction  entière; 
seulement  ici  Ai  peut  être  nulle,  car  Fi  (:r:)  peut  admettre 
le  facteur  x  —  a.  En  continuant  ainsi,  on  voit  que  la 

fraction  rationnelle  j.  peut  être  décomposée  de  la  ma- 
nière suivante  : 

F(x)_  F(x)  _        A  A, 

/(^)~"(x— fl)«/,(ar)"~(x  — a)«       (x  — «)«-' 

or  — a        /i(^)' 

A ,  Al ,  Aa  ,  etc.,  étant  des  constantes  finies  et  détermi- 
nées dont  la  première  n'est  pas  nulle,  et  F»  (x)  une  fonc- 
tion entière. 

Soient  maintenant  b  une  seconde  racine  de  f{x)  =  o 
et  S  son  degré  de  multiplicité,  en  sorte  que  l'on  ait 

F  (jp) 
en  appliquant  la  formule  précédente  à  la  fraction    "^    ^ , 

on  aura  une  valeur  de  la  forme 

/  (or)         (a:  _  bff,  (x)       (x  -  bf  "^  (x  -  bf^'   ^'" 
X  —  b         /a(x)' 


8o 

et,  par  suite, 

B 
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^'         1 

a— 1 

.    f    - 

X  —  a 

^'                       . 

x-bf-'    '■• 

B,  Bi ,  etc.,  étant  des  constantes  déterminëes  dont  la  pre- 
mière n'est  pas  nulle,  et  F^  (x)  une  fonction  entière. 

Il  résulte  de  là,  qu'en  général,  si  l'on  suppose 

/{x)  =  (*  -  af  {x-bf..,[x^  c)y, 

« 

la  fraction  rationnelle  77— r  pourra  être  décomposée  de  la 
manière  suivante  : 

F  (or)  A  A,  K-i 


B  B.  B 


ê  — I 


(x^bf        (x  — 6) 


— ^ -H ^^ -  +  •••-»- ^^^^  +  E(x), 

(x  — c)y     (x  — c)y-'  *  —  <? 

A ,  Âi , . .  • ,  B ,  Bi ,  •  •  • ,  G ,  Cl , . . . ,  étant  des  constantes 
finies,  et  E  (x)  une  fonction  entière. 

Au  lieu  de  s'occuper  d'abord  des  fractions  simples  re- 
latives à  la  racine  a ,  on  aurait  pu  commencer  par  celles 
qui  se  rapportent  à  une  autre  racine,  b  par  exemple  ;  mais, 
comme  nous  allons  le  faire  voir,  on  aurait  toujours  trouvé 
le  même  résultat. 

Théorème  II.  —  Une  fraction  rationnelle  n'est  dé- 
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tomposable  que  d*une  seule  manière  en  une  partie  en- 
tière et  en  fractions  simples» 
Supposons  qu'on  ait  trouvé  ces  deux  valeurs  d'une 

F(x) 
même  fraction  rationnelle  -rr-if 

'    /(^) 
A  B 


€ 


et 


[x  —  a)''  (*  — ^)' 

-^'.^-^ -7-r...-*-E'(a;); 


(jr  — fl)«  (^  — ^) 


6' 


on  aura 


+  .  .  .H-E^J-j-^  7  -»-...-f-E'(j:). 


Cela  posé,  a  et  a'  étant  respectivement  les  exposants  des 
plus  hautes  puissances  de  x  —  a^  dans  les  deux  membres , 
je  dis  que  a  =  a'  et  A  =  A'.  Supposons,  en  effet,  que  a 
et  a' soient  inégaux  et  que  a  soit  le  plus  grand  \  tirons  de 

l'équation  précédente  la  valeur  de ,  et  réduisons 

tous  les  autres  termes  au  même  dénominateur  *,  on  aura 

A        __  <p(j^) 

ou 

f  et  ^  désignant  des  polynômes  dont  le  second  n'est  pas 
divisible  par  j: — a.  D'ailleurs,  A  est  une  constante  5  il  faut 
donc  qu'elle  soit  nulle ,  car  l'équation  précédente  donne 
A  =  o  pour  a:  =  a.  Si  donc  A  n'est  pas  nul ,  on  ne  peut 
supposer  oL  >  a',  et  Ton  ferait  voir  de  même  que,  si  A' 
n'est  pas  nul ,  on  ne  peut  supposer  non  plus  a  <  a'  ;  on  a 
donc  «  =  a'.  Je  dis  maintenant  que  A  =  A'.  En  effet,  de 

6 
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réquadon  entre  les  deux  valeurs  de  -j^t^.j  on  tirera,  a' 
étant  égal  à  a, 

A  — A'    ___  <f{x) 

9 


OU 

f 

(f  et  i{/  étant,  comme  précédemment,  des  polynômes  dont 
le  second  n'est  pas  divisible  par  x  —  a '^  comme  A  —  A' 
est. constant,  et  que  sa  valeur  est  nulle  pour  x=:a^ 
diaprés  l'équation  précédente ,  on  aura  A  =  A'. 

Les  termes  qui  renferment  la  plus  haute  puissance  de 
X  —  a  en  dénominateur,  dans  les  deux  valeurs  de  la  frac- 
tion rationnelle,  étant  égaux  entre  eux,' on  pourra  les 
oter  de  part  et  d'autre ,  et  les  deux  restes  seront  égaux.  En 
raisonnant  de  même  sur  ces  deux  restes ,  on  fera  voir  que 
les  termes  qui  contiennent  en  dénominateur  la  plus  haute 
puissance  du  même  binôme  x  —  a,  ou  d'un  autre  binôme, 
sont  aussi  égaux  entre  eux*  et  en  continuant  ainsi,  on 
prouvera  que  les  fractions  simples  des  deux  valeurs  de 

.,}   {  sont  éfi;ales  chacune  à  chacune  :  il  en  résultera ,  par 

conséquent,  l'égalité  des  parties  entières  E  (x)  et  E'  (x). 
Corollaire.  —  La  partie  entière  qui  entre  dans  la  va- 

leur  d'une  fraction  rationnelle  -rr, — r  décomposée  en  frac- 

tions  simples  étant  indépendante  du  moyen  qu'on  emploie 
pour  effectuer  la  décomposition,  on  obtiendra  cette  partie 
entière  en  faisant  la  division  de  F  (x)  ^ar  f[x)  5  car  si 
<f  (x)  désigne  le  reste  de  cette  division ,  E  (x)  le  quotient, 
on  aura 
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Or,  le  degré  de  (f  (x)  £tant  moindre  que  celui  dey(x),  la 
valeur  de  ^j — i  ^^  contiendra  évidemment  pas  de  partie 
entière  5  donc ,  etc. 

Méthodes  pour  effectuer  la  décomposition  d' une  fraction 
rationnelle  en  fractions  simples. 

Le  corollaire  du  lliéorème  I  ^  par  lequel  on  démontre 
la  possibilité  de  la  décomposition ,  donne  aussi  le  moyen 
de  l'eiTectuer.  Ainsi,  dans  le  cas  où  les  exposants  a,  S,. . . ,  y 
se  réduisent  tous  à  l'unité ,  on  en  déduit  aisément  la  for- 
mule que  nous  avons  obtenue  dans  La  leçon  précédente^ 
mais,  ce  cas  simple  excepté,  Temploi  de  ce  procédé  exi- 
gerait des  calculs  fort  pénibles. 

On  peut  aussi  employer  la  méthode  des  coefficients 
indéterminés;  il  faut  alors  calculer  la  partie  entière  en 
divisant  le  numérateur  de  la  fraction  proposée  par  le  dé- 
nominateur, ainsi  que  nous  l'avons  déjà  dit  plus  haut; 
on  n'aura  plus  ensuite  qu'à  décomposer  une  fraction, 
dont  le  numérateur  est  de  degré  inférieur  à  celui  du  déno- 
minateur; on  égalera  cette  fraction  à  la  somme  des  frac- 
tions simples  dans  lesquelles  elle  est  susceptible  de  se  dé- 
composer, et  dont  les  numérateurs  constants  sont  les 
seules  inconnues;  on  chassera  les  dénominateurs,  et  en 
•  égalant  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x  dans 
les  deux  membres,  on  obtiendra  une  série  d'équations  qui 
serviront  à  déterminer  les  inconnues. 

Exemple.  —  Soit  à  décomposer  la  fraction  rationnelle 

-7- en  fractions  simples. 

On  posera 

I  A        B        C  D 

JO^  [jC  Ij  JC^  x'  X  K  I 

6. 
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d'où,  en  chassant  les  dénominateurs, 

,~A(a:— i)-h.B(x'— ar)-fC(a:*  —  a'2)  +  Dx^ 
=  —  A  -h(A  — B)a:-h{B  — C)a:'-j-(C-hD).r% 

et ,  par  conséquent , 

--A=iy     A— B  =  o,     B  — C  =  o,     CH-D  =  o, 

d'où 

A=  —  I,     B=:  —  î,      C=  —  I,      D=i, 

et,  par  suite, 


x^  [x  —  l)  X^         X^         X         X I 

Nous  allons  indiquer  une  autre  méthode  qui  n'exige 
que  l'emploi  de  la  division  algébrique. 

Soit  la  fraction  rationnelle  >,    ■  t  dont  le  dénomina- 

teury(ar)  a  pour  valeur 

f{x)  z={x--af{x—bf,.  .{x  —  c)^ 

cette  fraction  n'étant  susceptible  que  d'une  seule  décom- 
position ,  on  peut  chercher,  à  part  la  partie  entière ,  les 
fractions  simples  qui  répondent  à  la  racine  a,  puis  celles 
qui  répondent  à  la  racine  b^  etc.,  et  faire  ensuite  la 
somme  de  tous  les  résultats  partiels  ainsi  obtenus. 

La  partie  entière  E  [x)  s'obtiendra  par  la  division  de 
¥  [x)  pary(a:)5  voyons  comment  on  peut  obtenir  les 
fractions  simples  qui  répondent  à  chaque  racine,  à  a  par 
exemple.  Soit 

f{x)  =  {x-aff,{x). 

Posons  a:  =  a  -f-  A ,  ordonnons  les  polynômes  F  (a  +  /^  ) 
etyi  (a  -f-  /-i)  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  /i, 
et  faisons  la  division  du  premier  par  le  second,  en  arrê- 
tant le  quotient  au  terme  du  degré  «  —  i  en  h  -,  soient 

A -h  A,/* -f- A,/j'-+-.    .-hA«-iA"~' 
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ce  quotient ,  et  /i^  R  le  reste  qui  contient  h^  à  tous  ses 
termes,  en  sorte  que  R  désigoe  ici  une  fonction  entière 
de  A  ^  on  aura 


^i^^!=A-HA,A,-+.A,A»+...-+-A«-^,Ar«-«-+-7- 

r   .'/i      '      h\  •  #    I 


A^R 


Remplaçons  dans  cette  égalité  h  par  sa  valeur  x  —  ^ , 

puis  divisons  les  deux  membres  par  [x  —  ^  )"  ,,et  remar- 
quons enfin  que  R  se  réduira  à  une  fonction  entière  de  x, 
F«  [x)  \  on  aura 

F(x)^  V(x) 

/(*)        (*-a)«/(x) 

Al  Aj  Aa  — I       F«(jp)^ 


,  ,•  .        .  .  F  ix) 

d'où  il  suit  que  la  partie  de  la  valeur  de      .   S  qui    est 

relative  à  la  racine  a ,  sera 

A  Af  A«— I 


On  pourrait  déterminer  ainsi ,  indépendamment  les  unes 
des  autres ,  les  fractions  qui  se  rapportent  aux  diverses 
racines ,  mais  il  sera  plus  simple  d^appliquer  la  même 

méthode  à  la  fraction   ^^  ^  qui  complète  les  termes  déjà 

trouvés  \  on  obtiendra  ainsi  les  termes  qui  se  rapportent 
à  une  seconde  racine,  et  une  troisième  fraction  sur  la- 
quelle on  continuera  l'opération. 

La  méthode  précédente  a  surtout  Tavantage  de  faire 
connaître  l'expression  algébrique  des  numérateurs  des 
diverses  fractions  simples  dans  lesquelles  se  décompose  la 
fraction  rationnelle  proposée.  En  effet,  la  division  des 
polynômes  F  («  4-  h)  etjfj  [a  -f-  A),  que  nous  avons  effec- 
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lti€e,  dans  le  but  d'obtenir  les  coefficients  At,  At,.-*?  A^^ , 

revient  évidemment  à  développer  la  fonction  -z^. — 

en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  h, 
et  comme  une  fonction  n'est  développable  que  d'une  seule 
manière  en  une  série  de  cette  espèce,  on  obtiendra  le 
même  résultat  en  faisant  usage  de  la  formule  de  Ma- 
claurin.  Si  donc  on  pose 

on  aura 

-+-  /!«-'  —^ 7^-^  -h  A«  R. , 

Ï.2.  .  .(a  —  l) 

en  désignant  par  h^  R|  le  reste  de  la  série  ^  ici  R|  est 
une  fonction  rationnelle  de  h  qui  n'est  point  infinie  pour 

A  :=  o ,  et ,  par  conséquent ,  cette  valeur  de  -p- j-   est 

identique  à  celle  trouvée  précédemment.  On  aura  donc 

A«— I   —  ; r  9 

I  .2.  .  .(a  —  l) 

d'où  résulte  ce  théorème  général. 
Théorème.  —  Si  Von  a 

m 

f{x)  —  [x  —  a)''  {x-^bf..,{x^c)y, 

que  F  (,r)   désigne  une  fonction  entière  de  x^  dont  le 
quotient  par  f  [x)  soit  E  (a:),  et  que  Von  fasse^  pour 
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abréger, 

on  aura  la   valeur  suivante  de  la  fraction  rationnelle 


(«-«)«       (x  — a)«-'        i.2(x  — fl)«-2      "*       i.2...(a  — i)(x  — ff) 
J(ft)  4,'(&)  4,'-(6)  >I.«-'(6) 


[x-hf      {x^bf-'        i.2(:r— ^)g_,      "*       i.2...{6  — i)(;r  — ^) 


. 


^^«r(c)     _^      ^^(e)     ^  «,-(c)  ^       ^  ^y-'(0 


Ce  résultat  est  susceptible  d'une  autre  forme  très- 
simple  et  très- élégante  5  ainsi  qu'on  peut  le  voir  dans  ]a 
Note  IV. 

La  théorie  qui  vient  d'être  exposée  subsiste  entièrement 
si  quelques-unes  des  racines  de  f  {x)  =  o  sont  imagi- 
naires, mais  la  valeur  de  -r;^—^  est  alors  compliquée  d'ima- 

ginaires.  On  a  cherché  à  modifier,  dans  ce  cas,  la  manière 
d  effectuer  la  décomposition  de  façon  à  n'introduire  que 
des  quantités  réelles ,  et  on  y  est  parvenu  par  une  mé- 
thode que  nous  exposerons  dans  la  leçon  suivante. 
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Mode  particulier  de  décomposition  des  fractions  rationnelles  dont  le  déno-^ 
minateur  a  des  facteurs  linéaires  imaginaires.  —  Conditions  pour  que 
Tint^rale  d^une  différentielle  rationnelle  soit  algébrique.  —^  D'étermi-' 
nation  du  terme  général  d^une  série  récurrente. 


Mode  particulier  de  décomposition  des  fractions  ration-' 
nelles  dont  le  dénominateur  a  des  fadeurs  linéaires 
imaginaires, 

La  possibilité  du  nouveau  mode  de  décomposition ,  que 
nous  avons  en  vue,  résulte  du  théorème  suivant  : 

Théorème  I.  —  Si  x^  H-  px  +  q  est  le  produit  de  deux 
facteurs  imaginaires  conjugués  du  polynôme  réel  f{x)y 
n  la  plus  haute  puissance  de  ce  trinôme  quidis^ise  f[x)^ 
en  sorte  qu'on  ait 

la  fraction  réelle  et  rationnelle  -^y— r  pourra  se  décom- 
poser en  deux  parties,  de  la  manière  suis^ante  : 

f{x)_^        Pj?4-Q  F.  (jr) 

P  et  Q  étant  des  constantes  réelles ,  et  Fi  [x)  un  pofy-* 
nôme  léeL 

En  effet,  on  a  identiquement 

F(x)_  F(^) 

_         p^4,Q  F(x)-(PxH-Q)/(a:). 

i,x^ -^ px '^- qY  [x^ -^ px -^  qY  f  {x)     ' 
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et  Ton  peut  délerminer  P  et  Q  de  manière  que  le  numé- 
rateur de  la  deuxième  partie  du  second  membre  soit  di- 
visible par  X*  -H  px  H-  q^  c'est-à-dire  de  manière  que  ce 
numérateur  s^ annule  en  remplaçant  x  par  chacune  des 
racines  de  Téquation 

x^  -f-  px  -h  9  =  o. 

1  I     «  .     >■        I 

Soient  /*  +  A  y —  >  et  A  —  A  y  —  i  ces  deux  racines,  et 
posons 

F(i%±AV^)--[p(/*±^\pT)-^Q]/(^*±^V^)==o; 

on  tirera  de  là 

M  et  N  étant  des  quantités  réelles  dont  les  valeurs  sont 
fiaies  et  déterminées,  puisque ,  par  hypothèse ,  f^  [x)  n'est 
pas  divisible  par  x^  +  px  +  q.  L'équation  précédente  se 
décompose  dans  les  deux  suivantes  : 

P/«4-Q=:M,       PA  =  N, 

qui  donnent  pour  P  et  Q  ces  deux  valeurs  réelles  et 
finies , 

„      N        ^      MA  — N// 

^=r    Q  =  — 7 — 

Les  valeurs  de  P  et  Q  étant  ainsi  déterminées ,  nous  po- 
serons 

x^-hpx-hq 
Fi  (or)  désignant  un  polynôme  réel ,  et ,  par  suite ,  on  aura 
¥(x)  _     Px  +  Q      ^ ¥j{x) 


(x'+px  4-  qY/i  (x)      {x'-^-px-hqY      (•ï^'-+-/^-c-l-  7)"""'/  W  ^ 
ce  qu  il  fallait  démontrer. 
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-Corollaire.  — Od  voit  par  là  que  la  fraction  ration- 
nelle -TT — [  pourra  se  décomposer  de  la  manière  suivante  : 

Y{x)  ___        Pr  +  Q  P..r4-Q. 

P,  Q,  Pj ,  Qi ,  etc. ,  désignant  des  constantes  réelles ,  et 
F„  [x)  un  polynôme  réel  aussi.  Et  en  combinant  le  théo- 
rème précédent  avec  le  théorème  analogue  démontré  dans 
la  dernière  leçon ,  on  obtient  celui-ci  : 

Théorème  II.  —  Si  Ton  décompose  le  polynôme  J' [x) 
en  facteurs  réels  du  premier  et  du  second  degré,  en  sorte 
(juon  ait 

f{x)z=[x'-aY'[x--hf...[x--c)  {x*-\'pX'\-qY,..[x*^rx^sYy 

F(x) 
on  pourra  décomposer  la  fraction  rationnelle  ^       de  la 

manière  suivante  : 
¥{x)      ^,    .  A  A,  A«-i 

f[x)  (^— «r   (^— «r~'        '^'"~" 

H- 

r  n  C 


y— I 

H -+...4-    ^ 


/.V/  — >  x  —  c 


[x  —  c}''        (x  —  c) 


{x^ -\- px -Jf  qf        ix^-^px-^qy-'  jc^^px^q 


{x^ -^  rx -{- s)""       (x»  +  rjr4-^)'"-'  x^ -i- rx -h  s    ' 

E  {x)  désignant  une  partie  entière  gui  peut  être  nulle,  et 
A,  Al  5. ..,  Li,  Cl ,.. .,  P,  y,  1 1  ,  (^1  ,.••)  I»^)  S,  Rj  5  Si ,..., 
rfe5  constantes  réelles. 
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TnÉoKÈME  III. — Une  fraction  rationnelle  n  'est  décom^ 
posable  que  d^ une  seule  manière  en  fractions  simples  de 
la  forme  quon  "vient  de  considérer. 

Soient  deux  yaleurs  d'une  même  fraction  rationnelle 

rr — :-•  On  démontrera,  comme  nous  l'avons  fait  dans  la 

/(^) 

leçon  précédente ,  Fégalité  des  fractions  simples  qui  cor- 
respondent aux  facteurs  du  premier  degré  du  dénomina- 
teur, et  quant  à  celles  des  fractions  simples  qui  correspon- 
dent aux  facteurs  du  second  degré ,  elle  peut  se  démontrer 

d'une  manière  analogue ,  comme  nous  allons  voir.  Soient 

p^  -4-  o 
7— ; — r-  le  terme  dont  le  dénominateur  contient  la 

plus  haute  puissance  de  x*  -f-  px  -fr  q  dans  la  première 

valeur  de  J",  '[  t  et  7— r-;  le  terme  analoc'ue  dans 

f[x)  [x^^px-\-qY  ^ 

la  seconde  valeur.  Je  dis  d'abord  que  n'  =:  n.  Supposons, 

en  effet,  que  cela  ne  soit  pas ,  et  que  n^n^  :  ds  l'égalité 

¥(x) 
qui  a  lieu  entre  les  deux  valeurs  de  ■^)   /?  tirons  la  valeur 

de  -, ,  ;  cette  valeur  sera  exprimée  par  une 

(x^'-hpx'hq}''  ^  ^ 

somme  de  quantités  dont  aucune  n'a  en  dénominateur 
une  puissance  de  x*  +•  px  -+-  q  supérieure  k  n  —  i .  En 
réduisant  donc  toutes  ces  quantités  au  même  dénomina- 
teur, on  aura  une  égalité  de  la  forme 


(x^  -^-  px-^q)"*        (x^-^px  4-ç)"~'  ^p  [x) 

ou 

rf{x) 


^S-hQ  —  ix^-hpx-^q) 


^(x) 


^{x)  et  ^  (x)  désignant  des  polynômes,  dont  le  second 
^{x)  n'est  pas  divisible  par  x^-i-  px-hq*  Or  l'égalité 
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précédente  est  impossible;  car,  autrement,  l'équation 
IPx  H-  Q  =  o  devrait  admettre  les  deux  racines  de  Téqua- 
tion  X*  H-  px-^q  =  o,  ce  qui  ne  peut  arriver,  à  moins 
que  P  et  Q  ne  soient  nuls  en  même  temps,  contraire- 
ment à  l'hypothèse.  On  ne  peut  donc  supposer  n^n'  ni 
«'  ^w,  pour  une  raison  semblable;  par  conséquent,  on 


a  n^  =  n. 


Je  dis  maintenant  que  l'on^a  aussi.P'=P,  Q'"=  Q.  Re- 
prenons, en  effet,  l'égalité  qui  a  lieu  par  hypothèse  entre 

¥(x) 
les  deux  valeurs  de  -;r, —  j  mettons  daus  un  même  membre 

,       ,                               Pa:-f-Q                  P'jc-4-Q'  , 

les  deux  termes  7— ^^-r-  et  -r-- ^^^ — :-?  et  dans 

(x'  -+-/?x  H-  q)"        {x^-j-px  H-  qY 

le  second  membre  tous  les  autres  termes  dont  les  dénomi- 
nateurs ne  contiendront  aucune  puissance  de  x*  +px+ç 
supérieure  à  la  {n  —  ij «*"»*.  réduisant  tous  ces  derniers 
termes  au  même  dénominateur,  on  aura  une  égalité  de 
cette  forme 

(P-P^)^  +  (Q-QO^  y(^) 

OU 

(p_p')x  +  (Q- Q')=  (x'+>*+ 7) jij), 

(j)  {x)  et^|/(j:)  désignant,  comme  précédemment,  des  poly- 
nômes dont  le  second  n'est  pas  divisible  par  x^+px  -f-  y, 
et  Ton  fera  voir  aussi ,  comme  plus  haut ,  que  cette  égalité 
exige 

P  =  P',     Q  =  Q'. 

Il  suit  de  là  que  dans  les  deux  valeurs  de  -tV^j  les  termes 

qui  contiennent  en  dénominateur  la  plus  haute  puissance 
d'un  facteur  du  second  degré  sont  égaux;  en  supprimant 


r 
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ces  deux  termes,  les  deux  restes  auront  encore,  pour  la 
mênie  raison,  deux  termes  égaux;  et,  en  continuant  ainsi, 
on  voit  que  les  deux  valeurs  de  la  fraction  considérée  ne 
sont  formées  que  de  fractions  simples  égales  chacune  à 
chacune  :  il  en  résulte  en  même  temps  Tégalité  des  parties 
entières,  s^il  y  en  a. 

Méthode  de  décomposition. — Pour  effectuer  la  décom- 

position  d'une  fraction  rationnelle  -Trr-i  ?  on  déterminera 

la  partie  entière  et  les  fractions  qui  correspondent  aux 
facteurs  réels  du  premier  degré  du  dénominateur,  comme 
on  l'a  vu  dans  la  leçon  précédente.  Quant  aux  fractions 
qui  correspondent  aux  facteurs  réels  du  second  degré,  on 
pourra  les  déterminer  successivement  par  le  procédé 
même  qui  nous  a  servi  à  démontrer  le  théorème  I.  On 
pourra  aussi  faire  usage  de  la  méthode  des  coefficients 
indéterminés. 

Dans  le  cas  où  les  racines  imaginaires  de  Téquation 
f{^x)  =  o  sont  toutes  inégales ,  on  peut  déduire  la  nouvelle 

expression  de  la  fraction  rationnelle  ^rj— ^  de  celle  qui  a 

été  établie  dans  la  cinquième  leçon.   Soient,  en  effet, 

h^k^ — I   et  h  —  k^ — 1  deux  racines  simples  imagi- 
naires et  conjuguées  de  réquatîony(a:)  =  o  ;  l'expression 

de  la  fraction  —rA  contiendra ,  comme  on  l'a  vu  dans  la 

cinquième  leçon,  les  deux  termes  suivants  : 

F  [h  —  k  \l^)  I 


/'(/,  _^^— ,)x  — /«  '\-ksl-^i 
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La  somme  de  ces  deux  termes  est  de  la  forme 

X  —  h  —  ksl^i        X  —  h  -^  ksj—i 

OU,  en  réduisant  les  deux  fractions  au  même  dénomina- 
teur, de  la  forme 

\a:  —  A)»  4-  k'  ' 

d'où  il  suit  que  la  fraction  ^ly^j^i^  où  P  et  Q  dési- 
gnent des  constantes  réelles ,  pourra  remplacer,  dans  l'ex- 
pression  de  77— r»  les  deux  fractions  simples  qui  corres- 
pondent aux  racines  h±k \—i . 


Conditions  pour  que  Vintégrale  d'une  diffeventielte 

rationnelle  soit  algébrique. 

L'une  des  applications  les  plus  Importantes  de  la  théorie 
qui  vient  d'être  exposée,  est  l'intégration  des  différen- 
tielles rationnelles.  Nous  n'avons  point  à  nous  occuper  ici 
des  détails  de  cette  intégration ,  et  nous  nous  bornerons  k 
donner  les  conditions  pour  qu'une  différentielle  ration- 
nelle ait  une  intégrale  algébrique. 

Soit  une  différentielle  rationnelle 

et 

/(^)  =  [x  —  af'  (x-  bf.  .  .{^~  rf, 

a^bj, .  ,^  c  étant  des  quantités  réelles  ou  imaginaires;  on 


K 
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meltra  la  fraction  >  ,    [  sous  la  forme 

y  M       ^,    V  A  A,  A 


a  — I 


B  B.  .    '  Bg_, 


6—1 


[x-^by     [x—bf'  x^b 


4- 


{x—c)y     {x^cy' 


Cy-, 


Pour  avoir  l'intégrale  de  ^     '  dx ,  il  faut  multiplier  par 

rfx  chaque  terme  de  cette  valeur  de  77— (  »  et  intégrer  tous 

les  résultats.  Or,  les  seuls  parmi  ces  résultats  dont  l'inté- 
grale n'est  pas  algébrique  sont  ceux  qui  ont  pour  dénomi- 
nateur la  première  puissance  de  Tun  des  binômes  x  —  a, 
X  —  i,  etc. 
On  a  en  effet ,  si  a'  n'est  pas  égal  à  i , 


h 


Kdx  A 

constante  ^ 


et,  si  a'=  I, 

Kdx 


li 


=  A  log  (x  —  «)  4-  constante 


Donc ,  pour  que  dx  ait  une  intégrale  algébrique ,  il 

faut  et  il  suffit  que,  dans  le  développement  de  -^— ^  en  frac- 
tions simples,  il  n'y  ait  aucun  terme  dont  le  dénominateur 
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soit  du  premier  degré,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

Ao,_,  =  0,     Bg_,  =  o,...,     Cy_|=o. 

Cela  exige  d'abord  que  le  polynôme  f(x)  ne  contienne 
aucun  facteur  linéaire  simple.  Nous  avons  vu,  dans  la 
leçon  précédente ,  qu'en  posant 


y 

is(x)  =  {x  —  c) 


¥(x) 


7» 


on  a 

«-»  1.2. ..(a  —  l)  ^      ^         i.2...(S--i) 

c      -     ^'~'  (")     . 

>■— "■  I.2...(7-l)' 

/"F  ( x^ 
■^r|— ^  dx  soit  algébrique ,  sont 


donc 


y«-'(a)  =  0,      ^I/^-'(A)==0,...,     în'/-^  (c)=:0, 

quelles  que  soient  les  quantités  a,  ^vm  <^î  réelles  ou 
imaginaires. 

Ces  conditions  sont  en  même  nombre  que  les  racines 
a,  i,... ,  c;  mais  si  le  degré  de  F  (x)  est  inférieur  de 
deux  unités  au  moins  de  celui  de/(x),  Tune  d'elles  sera 
comprise  dans  les  autres.  Désignons,  en  effet,  par  m  le 
degré  dey(a:),  et  supposons  que  F  (:c)  soit  au  plus  du 

degré  m  —  2  ;  la  partie  entière  E  (x)  de        -i  sera  nulle , 

et  si  l'on  réduit  au  même  dénominateur  toutes  les  frac- 
tions simples ,  pour  les  ajouter  et  recomposer  la  fraction 


SEPTIEME    LEÇON.  gn 

rrr— (5  Oïl  voit,  sans  peine,  que  le  numérateur  de   la 

/(a:) 

fraction   ainsi  obtenue  contiendra  x™"*  avec  le  coeffi- 
cient 

Ce  coefficient  doit  être  nul ,  puisque  F  (x)  est  du  degré 
m  —  2  au  plus  ;  on  a  donc 

H ; i  =  o  ; 


1.2. ..(a  —  i)        1.2. ..(6 — i)  1.2. ..(y — i) 

et,   par    conséquent,    Tune    des    conditions^  pour   que 

/VT—T  ^  soit  algébrique  rentrera  dans  les  autres. 

L'équation  précédente  comprend ,  comme  cas  particu- 
lier, une  formule  démontrée  dans  la  cinquième  leçon,  et 
sur  laquelle  nous  avons  eu  occasion  de  nous  appuyer. 

Tindiquerai  une  seconde  application  importante  de  la 
théorie  des  fractions  rationnelles  :  elle  est  relative  à  la 
théorie  des  séries  récurrentes. 

Détermination  du  terme  général  d'une  série  récurrente. 

Lorsqu'on  divise  l'un  par  l'autre  deux  polynômes  F  (x) 
eif(x)  ordonnés  par  rapport  aux  puissances  croissantes 
de  a:,  et  que  l'opération  ne  se  termine  pas,  le  quotient 
forme  une  série  dite  récurrente,  que  l'on  obtiendrait  aussi 

en  développant  la  fonction  ji—{  en  série,  par  la  formule 

de  Maclaurin ,  ou  par  tout  autre  moyen  ;  car  on  sait  qu'une 
fonction  n'est  développable  que  d'une  seule  manière  en 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  la  variable.  On 
trouvera  dans  la  Note  I  une  formule  remarquable  de  La- 
grange  dont  on  peut  se  servir  pour  cet  objet.  Mais  le  pro- 
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cédé  que  nous  allons  indiquer  ici  est ,  dans  bien  des  cas  , 
celui  qu'on  devra  préférer. 

Décomposons  la  fraction  yj—i  en  fractions  simples,  ea 

adoptant  le  mode  de  décomposition  indiqué  dans  la  leçon 
précédente,  et  supposons  que  Ton  trouve  de  cette  manière 


=  E(')-^2 


Pour  résoudre  la  question  que  nous  nous  proposons ,  il 
suffit  de  développer  en  série ,  par  la  formule  du  binôme , 

chacune  des  fractions  simples ou  A  (x  —  a)""  ". 

On  a  ainsi 


(^^ar^^^c-^^PM»-^ 


a:^-« 


I   a  i.SL      à"  I 

a(a-H)...(a  +  w-~l)   ^"  |  ' 

1 .2. .    /i  a"  J 

et  si  p„  désigne  le  coefficient  de  x"  dans  £  (x) ,  le  terme 


général  du  développement  de  77-—  en  série  sera 

» 

I^r-        j^\  1.2.3.../»  fl*"^"J 

Dans  le  cas  particulier  où  les  racines  a ,  etc. ,  dey*(a:}  =  o 
sont  toutes  simples ,  on  a  a  =  i  et  A  =  ■— -r  ;  le  terme 
général  se  réduit  à 
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Ainsi  la  série  récurrente  dans  laquelle  se  développe  la 

fraction  ^.    ^  peut  s'obtenir  par  Taddition  de  plusieurs 

séries  provenant  des  développements  de  diverses  puis- 
sances négatives  et  entières  des  binômes  a  — x,  i — x,  etc. 
D'ailleurs  ces  &éries  sont  convergentes  pour  toutes  les  va* 
leurs  de  x  dont  le  module  est  inférieur  au  plus  petit  des 
modules  des  quantités  a,  6,  etc.*,  d'où  résulte  ce  théorème: 
Théorème.  —  Une  série  provenant  du  déuetoppenient 

d'une  fonction  rationnelle  ~ — .  est  convergente  pour 

toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  x  dont  le 
module  est  inférieur  au  plus  petit  module  des  racines  de 
réguationf[x)  =  o. 

Ce  théorème  a  été  généralisé  par  M.  Cauchy  et  étendu 
à  toutes  les  fonctions;  on  trouvera  tous  les  développe- 
ments que  comporte  cette  importante  question  dans  les 
Exercices  de  Mathématiques  de  M.  Cauchy  et  dans  le 
Journal  de  Mathématiques  de  M.  Liouvilfe. 

Nous  terminerons  cette  leçon  par  une  application  de 
la  méthode  qui  vient  d'être  indiquée. 

Exemple.  —  Proposons-nous  de  former  la  série  récur- 
rente dans  laquelle  se  développe  la  fonction 


,(.)=      -'Q- 


I  —  IX  ces  ta  -{-  X^ 


OÙ  P,  Q  et  oi)  désignent  des  constantes  données. 

Décomposant  cette  fraction  en  fractions  simples  et  em- 
ployant, pour  abréger  l'écriture,  la  notation  usuelle  des 
exponentielles  imaginaires,  savoir, 

^itwv—»  ~  coswdb  sj—  I  sîn  w, 
on  a 
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A  et  B  étant  des  constantes  qui  ont  respectivement  pour 
valeurs 


— --.  « 


2  sm  w  V  —  ï  2  sin  w  v^' 

Développant  en  série  chacune  des  parties  de  9(^),  on 
trouve 

(j,  (or)  =  A  2]  -^^  ^"  ""  ^  —  B  2  x"  g-  "  ^^^"-^^ 
ou  ,  en  remplaçant  A  et  B  par  leurs  valeurs , 

?(^)—Zt ^ ' r= •^'"• 

*^  2  sin  &)  y — I 

En  remettant  à  la  place  des  exponentielles  imaginaires 
leurs  valeurs ,  on  a  ,  toutes  réductions  faites , 


P-f-Qj  __  yn  Psin(7H-i)w-hQsin/ïw 


I  —  2  X  CCS  ft>  +  X'         'ébd  sm  6> 

Le  terme  général  du  développement  est  donc 


jf. 


V  smw  ^  sm«  / 
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Des  fonctions  symétriques  et  rationnelles  des  solutions  communes  à  pTu«- 
sieurs  équations.  —  Extension  de  la  méthode  d^élimination  par  les 
fonctions  symétriques,  au  cas  d'un  nombre  quelconque  d'équations.  — 
Théorème  de  Bezout  sur  le  degré  de  Téquation  finale.  —  Méthode  d^ 
Tschirnaûs,  pour  faire  disparaître  autant  de  termes  que  Ton  veut  d'une 
équation.  —  Application  aux  équations  du  troisième  et  du  quatrième 
degré. 


Nous  ayons  exposé  dans  la  troisième  leçon  une  mé- 
thode fondée  sur  la  théorie  des  fonctions  symétriques, 
pour  l'élimination  d'une  inconnue  entre  deux  équations^, 
et  nous  en  avons  déduit  que  le  degré  de  l'équation  finale 
est,  au  plus,  égal  au  produit  des  degrés  des  deux  équa- 
tions données.  Bezout  a  généralisé  cette  proposition  en 
démontrant  que  le  degré  de  V équation  finale  résultant 
de  F  élimination  de  h — i  inconnues  entre  k  équations  est^ 
au  plus,  égal  au  produit  des  degrés  de  ces  équations. 
Pour  établir  ce  théorème,  nous  suivrons  la  marche  indi- 
quée par  Poisson  dans  le  onzième  cahier  du  Journal  de 
l'École  Polytechnique,  Nous  commencerons  par  étendre 
au  cas  d'un  nombre  quelconque  d^équations  la  méthode 
d'élimination  par  les  fonctions  symétriques,  précédem- 
ment exposée  pour  le  cas  de  deux  équations  seulement. 
Cette  extension  repose  sur  la  considération  des  fonctions 
symétriques  des  solutions  communes  à  plusieurs  équa- 
tions ,  fonctions  dont  nous  allons  d'abord  nous  occuper. 

Pour  éviter  les  difficultés  que  peuvent  présenter  quel- 
ques cas  particuliers ,  je  préviens ,  une  fois  pour  toutes , 
que  nous  raisonnerons  toujours,  dans  cette  leçon,  sur  des 
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équations  générales  dont  les  coefficients  demeurent  indé- 
terminés. 

Toutes  les  conséquences  auxquelles  nous  serons  con- 
duit auront  lieu,  en  général,  si  l'on  attribue  aux  coeffi- 
cients des  valeurs  déterminées;  mais  nos  raisonnements 
pourront  être  en  défaut  dazis  quelques  cas  particuliers. 

Des  fonctions  symétriques  et  ratéonneUes  Hes  solutions 
communes  à  piusienrs  équations. 

Cas  de  deux  équations,  —  Soient  deux  équations 

/(•^>  x)  =  «>     ^(^^  y)  =  o» 

entre  les  deux  inconnues  x  et  y^  et 

les  couples  de  solutions  communes  a  ces  deux  équations. 
On  nomme  fonctions  symétriques  de  ces  solutions  corn- 
munes  toute  fonction  qui  ne  change  pas  de  valeur,  quand 
on  y  permute  les  groupes  [x^y^)^  (^«  J^a)?  etc.,  les  uns 
dans  les  autres ',  nous  considérerons  seulement  les  fonc- 
tions symétriques  rationnelles.  Une  fonction  de  cette 
espèce  est  toujours  exprimable  rationnellement  par  les 
coefficients  des  équations  proposées. 

Par  un  raisonnement  tout  semblable  à  celui  que  nous 
avons  fait  au  sujet  des  fonctions  symétriques  des  racines 
d'une  équation  à  une  inconnue,  on  fera  voir  que  la  déter- 
mination d'une  fonction  rationnelle  et  symétrique  des 
solutions  {xxy\)^  (^«J^s)î  ^^-^'j  ^®  ramène  à  celle  de  fonc- 
tions symétriques  entières ,  bomogènes ,  et  dont  les  diffé- 
rents termes  se  déduisent  les  uns  des  autres,  en  changeant 
les  indices  des  lettres  x  et  y^  mais  sans  changer  leurs 
exposants.  Les  fonctions  symétriques  auxquelles  on  est 
ainsi  ramené  seront  dîtes  simples  ou  du  premier  ordre, 
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doubles  ou  du  deuxième  ordi>e,  etc.,  suivant  que  chacun 
(k  leurs  termes  contiendra  les  lettres  d'un,  de  deux,  etc., 
^upes  (^ij'i)?  [x^yt)^  etc.  La  forme  générale  des 
fonctions  simples  sera 


X 


;r;+<rî-H...-+-^:7^ 


pouq  pouvant  être  nul.  Nous  représenterons  une  pareille 

fonction  par  51  •^'/f*  ^  forme  des  fonctions  doubles 
sera 

Nous  la  représenterons  par  ^V  x^  ï\  ^  j\^  ^^  ainsi  de 

suite. 
Voici  la  méthode  imaginée  par  Poisson  pour  calculer  la 

fonction  simple  "^jcf  y]» 

Désignons  par  t  une  nouvelle  variable,  par  a  une  indé- 
terminée ,  et  posons 

/  =  X  4-  ajr>     d'où     X  z=zt  —  OLX'j 

en  substituant  cette  valeur  de  x  dans  les  équations  pro- 
posées^ celles-ci  deviennent 

et,  en  éliminant^,  on  a  une  équation  finale  en  /, 

i];(^,a)  =  0, 

qui  contient  dans  ses  différents  termes  l'indéterminée  a. 
Cette  équation  en  £  a  pour  racines  * 

et  elle  est,  par  conséquent,  du  degré  n.  D'ailleurs,  la 
somme  des  puissances  semblables  de  degré  /ut  des  racines  de 
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l'équation  eu  <  peut  s'exprimer  rationnellement  (première 
leçon)  par  les  coef&cients  de  cette  équation,  c'est-à-dire  en 
fonction  de  a  et  des  coefficients  des  équations  proposées. 
On  aura  donc 

=  Ao  -h  Al  a  -4-  Aj  a*  -f- .  .  .  , 

où  Aof  Al,  etc.,  désignent  des  quantités  connues  et  expri- 
mées rationnellement  par  les  coefficients  des  équations 
proposées.  Cette  équation  ayant  lieu  quel  que  soit  a,  les 
coefficients  des  mêmes  puissances  de  a  doivent  être  égaux 
dans  les  deux  membres;  d'où  résulte  cette  suite  d'éga- 
lités : 

Jt;   H- d?;  4- . . .  H- a:;  =  Ao, 


I  .2 


qui  feront  connaître  les  fonctions  simples^  x^^  y\Ae  degré 

Le  calcul  des  fonctions  doubles,  triples,  etc.,  se  fait  de 
la  même  manière  que  pour  les  fonctions  symétriques  or- 
dinaires. Par  exemple,  pour  avoir  la  fonction  double 

5!"^f  y\  ^2  Ji'*  ^^  multipliera  ensemble  les  deux  fonc- 
tions simples  Va:^  y\^^'^^[y'(\^^  produit  se  compo- 
sera de  la  fonction  simple^  xf  "^"^  j\^^  et  de  la  fonction 
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double  qu'on  veut  trouver.  On  aura  donc 

Seulement ,  il  faudrait  ne  prendre  que  la  moitié  de  cette 
valeur,  si  Ton  avait  à  la  fois  p'  =  P^  9'  =  Ç- 

Les  fonctions  triples,  etc.,  se  calculeront  d^une  manière 
analogue. 

Ce  qui  précède  suffit  pour  établir,  comme  nous  Tavions 
annoncé ,  que  les  fonctions  symétriques  et  rationnelles  des 
solutions  communes  à  deux  équations  peuvent  s'exprimer 
rationnellement  par  les  coefficients  de  ces  équations,  et 
Ton  voit  que  leur  détermination  exige  seulement  Télimi- 
nation  d'une  inconnue  entre  deux  équations. 

Cas  d^un  nombre  quelconque  ef  équations, — La  même 
méthode  s'applique  à  un  nombre  quelconque  d'équations. 
Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  de  trois  équations 
à  trois  inconnues 

/(jr,^,z)=:o,      F(x,  ^,2)  =0,      f  (x,  jr,z)  =  o, 

et  soient 

» 

les  groupes  de  solutions  communes  à  ces  trois  équations. 
Conservant  la  classification  que  nous  avons  adoptée  des 
diverses  fonctions  symétriques,  la  forme  générale  des 
fonctions  simples  sera 

p    9    ''    ,      p    9    f    ,  .      p     ç     ^ 

js^  Y^  z    -f-  X    Y    z     -h.    .-\-x^r     z  : 

celle  des  fonctions  doubles  sera 

.p  ^1  ^''  ^p'  ^y'    •' 


j? 


I 


Y     z     X*^   Y     Z     -\- 


et  ainsi  de  suite.  Et  c'est  à  la  détermination  des  pre- 
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mières  que  se  ramène  celle  de  toute  fonction  symétrique 
et  rationnelle. 

Désignant  par  t  une  nouvelle  variable ,  par  a  et  6  deux 
indéterminées ,  nous  poserons 

f  =  4? -h  a^  4- 6«,      d'où     x  =  t — a  y  —  6z. 

Ayant  substitué  cette  valeur  de  x  dans  les  équations  pro- 
posées ,  nous  éliminerons  ^  et  z  ;  nous  obtiendrons  ainsi 
une  équation  finale  en  r, 

4i(f,  a,6)=o, 

contenant  les  indéterminées  ce  et  S ,  et  dont  les  racines 
seront 

La  somme  Aes  puissances  |x  de  ces  racines  pourra  s'expri- 
mer rationnellement  par  les  coefficients  de  Téquation  en  ty 
c'est-à-dire  en  fonction  des  indéterminées  a  et  S ,  et  des 
coefficients  des  équations  proposées.  On  aura  ainsi  une 
équation  de  la  forme 

OÙ  le  coefficient  A^,  ^  désigne  généralement  une  quantité 
connue.  Le  signe  sommatoire  2  du  premier  membre  s'é- 
tend aux  n  racines  de  l'équalion  en  t^  celui  du  second 
membre  à  toutes  les  valeurs  d«  9  et  de  r ,  telles  que 

^-4-r=      ou     <[;*. 

En  posant  ^  =  f*  —  q  —  J\  et  égalant  les  coefficients  de 
a^S'*  dans  les  deux  membres,  on  aura 

I.!2«0...tA  "^^1       P      9      ^  A 

(l.2.../?)(l.2...9)(l.2...r)^'^'-^<   «,—  A^r; 

c'est  la  formule  qui  fera  connaître  les  fonctions  simples. 
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Pour  former  les  fonctions  doubles ,  triples ,  etc. ,  on  pro- 
cédera comme*dans  le  cas  de  deux  équations.  La  forme  du 
calcul  est  la  même ,  et  l'on  voit  qu'en  général  les  fonc- 
tions symétriques  et  rationnelles  des  solutions  commuiies 
à  plusieurs  équations  s^exprimeront  toujours  rationnelle- 
ment par  les  coefficients  de  ces  équations. 

11  faut  remarquer  que  la  détermination  des  fonctions 
symétriques  des  solutions  communes  à  trois  équations 
exige  l'élimination  de  deux  inconnues  entre  trois  équa- 
tions, et  généralement  la  détermination  des  fonctions  sy- 
métriques des  solutions  communes  à  k  équations  exige  l'é- 
liminatioai  à&h  —  i  inconnues  entre  k  équations. 

Extension  de  la  méthode  d'élimination  par  les  fonc- 
tions symétriques^  au  cas  d'un  nombre  quelconque 
d'équations. 

La  méthode  que  nous  allons  exposer,  d'après  Poisson  , 
donne  le  moyen  d'éliminer  k  —  i  inconnues  entre  k  équa- 
tions, lorsqu'on  sait  éliminer  k —  2  inconnues  entre  k — i 
équations,  et ,  par  conséquent,  cette  méthode  ramène  tous 
les  cas,  en  dernière  analyse,  à  Télimination  d'une  incon- 
nue entre  deux  équations. 

Pour  fixer  les  idées ,  nous  considérerons  quatre  équa- 
tions seulement,  entre  quatre  ou  un  plus  grand  nombre 
d'inconnues  ^  mais  on  verra  sans  peine  que  notre  raison- 
nement, est  |;énéral  et  qu'il  s'appliquerait  sans  modifica- 
tion au  cas  d'un  nombre  quelconque  d^équations. 

Soient  donc  les  quatre  équations 

/(^>  X9  2?  «-,... )  =  o, 
F(jr,  Xy  «>   «»•••)  =  «>> 

^  (x,  Xy  «>   a,...)  =  o, 
entre  quatre  ou  un  plus  grand  nombre  d'inconnues  x^y^ 
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Zy  u,  etc.,  et  proposons-nous  d^éliminer  trois  inconnues, 
x,^,  z  par  exemple,  entre  ces  quatre  équations. 

Considérons  en  particulier  les  trois  premières  des  équa- 
'    lions  (i), 

!/ (-^j  r>  «.  «>•  ••)  =  o> 
F(x,  y,  z,   a,.  ..)=:  o, 

et,  regardant  a:,y,  z  comme  fonctions  des  autres  varia- 
bles i/,  etc.,  désignons  par 

les  n  systèmes  de  solutions  communes  aux  équations  (  2  ) . 
*  Cela  posé,  remplaçons  (x,y,  -z),  dans  la  quatrième 
des  équations  (i),  successivement  par  chacun  de ^ ces  n 
systèmes,  et  désignons  par  Y  le  produit  des  résultats  ainsi 
obtenus,  en  sorte  qu'on  ait 

Véquation 

(4)  v=o 

sera  l'équation  finale  résultant  de  l'élimination  de  a:,  y 
et  z  entre  les  équations  (i),  car  celte  équation  (4)  exprime 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  équa- 
tions (i)  admettent  un  système  (x,  y^  z)  de  solutions 
communes.  D'ailleurs  V  est  une  fonction  symétrique  et 
entière  des  solutions  communes  aux  équations  (  2  )  *,  on 
pourra  donc  l'exprimer  rationnellement  par  les  quan- 
tités indépendantes  de  a:,  j*,  z  qui  entrent  dans  les  équa- 
tions (i).  Pour  cela,  désignant,  comme  précédemment, 
par  t  une  nouvelle  variable ,  par  a  et  6  deux  paramètres 
indéterminés ,  nous  poserons 

f  =  x -h  «r  •+- 6z,     d*où     X  z=z  t  —  cty  —  6z; 

en  substituant  cette  valeur  de  x  dans  les  équations  (2) ,  on 
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aura  les  trois  suivantes  : 

!/(/  — aj  — 6z,  j,   2,    £/,...)=ro, 
F  (r  — ajr^êz,  j,    2,    «,.  ..)  =  0, 

entre  lesquelles  il  faudra  éliminer  j^  et  z.  C'est  donc  à 
rélîmination  de  deux  inconnues  entre  trois  équations  que 
nous  ramenons  l'élimination  de  trois  inconnues  entre 
quatre  équations.  L'équation  finale  en  t  qui  résulte  de 
l'élimination  de j^  et  z  entre  les  équations  (5)  aura  pour 
racines 

et  sera,  par  conséquent,  du  degré  n.  Supposons-la  for- 
mée ,  et  ordonnons-la  par  rapport  à  t  \  elle  sera 

/'19  Pt9  etc.,  étant  des  fonctions  rationnelles  de  £/,  etc., 
qui  contiennent  aussi  les  paramètres  a  et  6.  Cette  équa- 
tion (6)  servira,  comme  nous  l'avons  vu  précédemment, 
à  calculer  les  diverses  fonctions  symétriques  des  solutions 
communes  aux  équations  (2) ,  dont  Texprcssion  de  V  est 
composée,  et  le  problème  sera  enfin  résolu. 

Cette  métliode  conduirait,  dans  les  applications,  à  des 
calculs  d^une  longueur  rebutante;  mais  nous  allons  en 
conclure  aisément  la  démonstration  du  théorème  de  Be- 
zout,  relatif  au  degré  de  Téquation  finale,  ce  qui  est  l'ob- 
jet principal  que  nous  ayons  en  vue. 

Théorème  de  Bezout  sur  le  degré  de  V équation  finale. 

D'après  ce  qui  précède,  n  étant  le  nombre  des  solu- 
tions communes  (x^j^  z)  aux  équations  (2),  on  obtiendra 
une  équation  finale  du  même  degré  n  en  éliminant  deux 
inconnues  quelconques  entre  les  équations  (2).  Cela  est 
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d'ailleurs  évident  à  priori  *,  car,  à  caïue  de  la  généralité 
que  nous  supposons  aux  équations,  tout  est  semblable 
par  rapport  kx^y^  Zj  u^  etc.  Toutefois ,  il  est  important 
de  faire  cette  remarque,  parce  que  le  contraire  pourrait 
avoir  lieu  si  Fon  attribuait  aux  coefficients  des  valeurs 
particulières. 

Lemke.  —  Si  n  désigne  le  degré  de  V  équation  finale 
qui  résuhe  de  F  élimination  de  deux  inconnues  entre  les 
trois  premières  des  équaiions  (i) ,  et  m  le  degré  de  la 
quatrième  équation  (i) ,  /e  degré  de  V équation  finale  ré- 
sultant de  Vélùnination  de  trois  inconnues  entre  les 
quatre  équations  (i)  est  au  plus  égal  à  mn. 

L'équation  (6) ,  qui  résulte  de  l'élimination  de  j^  et  z 
entre  les  équations  (5),  étant  du  degré  n^  les  coefficients 
Pu  Pty  ®t<^*9  sont  des  fonctions  entières  de  z/,  etc.,  dont 
la  première  est  au  plus  du  premier  degré ,  la  deuxième  du 
second  degré,  etc.  Cela  posé,  la  somme  des.  puissances  sem* 
blables  de  degré  |ui  des  racines  de  l'équAtion  (6),  c'esit-à- 

dire  ^l  (^i  ~+"  ^JTi  +  ^^i)'*9  pcut  s'exprimer  sou*  forme 

entière,  en  fonction  des  coefficients  Pt^  pt^eic.^  par  un<3 
formule  qui  est  au  plus  du  degré  fÂ  par  rapport  à  z/,  etc. 
(voir  première  leçon) ^  donc,  une  fonction  symétrique 

simple,  telle  que^x^^y^  z\ ,  de  degré  p  ~\-  q  -{-  r=z  [i^ 

s'exprimera  par  une  formule  qui  sera  elle-^mème  au  plus 
de  ce  degré  /ut,  par  rapport  à  a,  etc.  Il  résulte  de  là,  et 
du  mode  général  suivant  lequel  les  fonctions  symétriques 
et  entières  les  plus  compliquées  se  forment  a  l'aide  des 
fonctions  simples,  que  toute  fonction  symétrique  et  entière 
de  degré  fi  des  solutions  communes  {xi  9  J'i  ^  ^i  )  9  etc. ,  aux 
équations  (2),  s'exprimera  par  une  formule  entière  qui 
sera  au  plus  du  degré  (a  par  rapport  à  u,  etc.  Or  cha* 
cun  des  termes  de  l'expression  de  Y,  donnée  par  I'équa<^ 
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lion  (3),  est  le  produit  de  puissances  de  k,  etc.,  dont 
les  exposants  ont  une  somme  mn  —  fi  inférieure  à  mn  y 
par  une  fonction  symétrique  entière  de  degré  ft  des  solu- 
tions communes  (xtyjTi^  ^i),  etc.,  aux  équations  (2). 
Donc  enfin ,  chacune  de  ces  parties  de  V  s^exprimera  par 
une  formule  qui  sera  au  plus  du  degré  mn  par  rapport 
à  u,  etc.,  et,  par  suite,  l'équation  y=o  sera  au  plus  du 
degré  mn. 

Remakqtte.  —  On  pourrait  faire  à  la  démonstration 
précédente  l'objection  que  Toici  :  Le  raisonnement  sup- 
pose que  les  coefBcients  pi ,  p^^  etc. ,  sont  entiers  par 
rapport  aux  yariables  u ,  etc. ,  ou ,  en  d'autres  termes ,  que 
Téquation  (6) ,  qui  est  du  degré  n  par  rapport  à  chacune 
des  yariables  t^u,  etc. ^  soit  de  ce  même  degré  par  rapport 
à  toutes  les  variables.  Or  cela  n'est  pas  tout  à  Ëiit  évi- 
dent, quoique  les  équations  (i)  ou  (5)  soient  supposées 
chacune  la  plus  générale  de  son  degré.  Yoici,  ce  me  semUe, 
la  manière  la  plus  simple  de  lever  cette  objection.  Si  quel- 
ques-uns des  coefficients  p^^p^^  etc. ,  étaient  fracdomnai- 
res,  quelques-unes  des  racines  t  de  l'équation  (6)  devien- 
draient infinies  pour  certaines  valeurs  finies  des  variables 
u,  etc.  Or  je  dis  que  cela  ne  peut  avoir  lieu,  tant  qu'on 
laisse  indéterminés  les  coefficients  des  équations  (a)  on  (5) , 
et  il  suffît  évidemment,  pour  justifier  cette  assertion,  de 
citer  un  cas  où  cela  ne  soit  pas.  Supposons  qu'on  donne 
aux  coefficients  des  équations  (5)  des  valeurs  telles,  que 
chacune,  restant  du  même  degré,  se  décompose  en  fac- 
teurs linéaires  de  la  forme  t-hoy^bz+cu-^.,,  H-/  : 
on  pourra  exprimer  chacune  des  racines  t  de  l'équation 
finale  relative  à  ces  équations  particulières ,  en  fonction 
de  II ,  etc.,  par  les  formules  qui  servent  à  la  résolution  des 
équations  du  premier  degré;  et  ces  valeurs  de  t,  étant 
évidemment  de  la  forme  gu-^  ...  -hf^  ne  pourront  de- 
venir  infinies  pour  des  valeurs  finies  de  u,  etc. 
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On  déduit  aisémenl  du  lemme  qui  précède  la  démons- 
tration du  théorème  de  Bezout. 

Théorème.  —  Le  degré  de  r équation  finale  qui  résulte 
de  V élimination  de  k  —  i  inconnues  entre  h  équations 
est  égal  au  prodiut  des  degrés  de  ces  équations. 

Soient,  en  effet, 

//!,,    Wa»    /W3,  . . . ,    w* 

les  degrés  de  k  équations.  Le  degré  de  l'équation  finale  ré- 
sultant de  l'élimination  d'une  inconnue  entre  les  deux 
premières  sera  égal  à  mi,  m,,  ainsi  que  nous  l'avons  établi 
dans  la  troisième  leçon  :  donc ,  d'après  le  lemme  qui  pré- 
cède ,  si  Ton  élimine  deux  inconnues  entre  les  trois  pre- 
mières équations,  le  degré  de  l'équation  finale  sera  au  plus 
nii  m^Xm^ ,  ou  mi  m»  mj-,  de  même,  si  Ton  élimine  trois 
inconnues  entre  les  quatre  premières ,  le  degré  de  l'équa- 
tion finale  sera  au  plus  m^  w,  m^  X  fn^  ou  /Wj  m^  m^  nt^. 
Et  l'on  voit,  en  continuant  ainsi ,  que  le  degré  de  l'équa- 
tion finale  qui  résulte  de  l'élimination  de  k — i  inconnues 
entre  les  k  équations  sera  au  plus  égal  au  produit  des  de- 
grés de  ces  équations. 

On  peut  même  ajouter  que  le  degré  de  l'équation  finale 
sera  précisément  égal  à  ce  produit,  si  les  équations  pro- 
posées sont  chacune  la  plus  générale  de  son  degré,  comme 
nous  l'avons  supposé.  On  s'en  assure  aisément  en  consi- 
dérant un  système  de  k  équations  décomposahles  chacune 
en  facteurs  linéaires ,  ainsi  que  nous  l'avons  fait  dans  la 
troisième  leçon,  pour  le  cas  de  deux  équations. 

Corollaire.  —  Il  résulte  du  théorème  précédent  et  des 
développements  exposés  dans  la  quatrième  leçon ,  que  la 
résolution  de  plusieurs  équations  simultanées  peut  se  ra- 
mene'r  à  la  résolution  d'une  seule  équation  dont  le  de- 
gré est  généralement  égal  au  produit  des  degrés  des  pro- 
posées. 
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Méthode  de  TschirnaûSy  pour  faire  disparaître  autant 
de  termes  que  Von  "veut  d'une  équation. 

On  peut  rattacher  à  la  théorie  de  réllmination  la  mé- 
thode él^ante  que  Tschirnaûs  a  donnée  dans  les  sectes  de 
Leipsick  pour  i683,  et  qui  sert  à  faire  disparaître  d'une 
équation  autant  de  termes  que  l'on  veut.  Cette  méthode 
consiste  à  transformer  Téquation  proposée  en  une  autre 
dont  la  racine  soit  une  fonction  rationnelle  de  celle  de  la 
proposée ,  ou ,  si  Ton  veut ,  une  fonction  entière  de  degré 
inférieur  à  celui  de  l'équation  proposée ,  car  c'est  à  cette 
forme  que  peut  se  ramener  la  fonction  rationnelle  la  plus 
générale  (  troisième  leçon  ) . 

Soit 

une  équation  du  degré  m ,  et  posons 

(2)    7  =:  flo -h  «i «a:  H-  a^x^  -H.  .  .-4-  an-ia?"""'  -h  «n^", 

Ao,  ai,  etc.,  désignant  des  indéterminées,  et  n  un  entier 
inférieur  à  m.  L'équation  finale  eny^  qui  résulte  de  l'éli- 
mination de  X  entre  les  équations  (i)  et  (2),  sera  évidem- 
ment du  degré  777 ,  puisque  y  a  autant  de  valeurs  que  x* 
Cette  élimination  peut  se  faire  par  les  fonctions  symétri- 
ques, de  la  manière  suivante  :  En  élevant  l'équation  (tî) 
aux  différentes  puissances  2 ,  3 , . . . ,  m ,  et  ayant  soin  de 
rabaisser  les  exposants  de  x  au-dessous  de  m,  à  l'aide  de 
l'équation  (1) ,  on  aura  une  suite  d'équations  de  la  forme 

^»    =    Ao-t-   ^|-»-|-  ^2-îp'H-   .   .   •    -f-   ^«-l*'"^', 
jr3  =   f^  -J-  C|  a?  -f- -f-  C„__t^F""', 

(3) 

8 
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&0,  2») ,  etc.,,  sont  des  fonctions  homogènes  et  entières  du 
second  degré  des  indéterminées  a^j  a^^  etc.;  pareillement 
Co ,  Cx ,  etc.,  sont  des  fonctions  homogènes  et  entières  du 
troisième  degré  de  ao,  ai,  etc.,  et  ainsi  de  suite.  Si ,  main- 
tenant, 5i,  52,  etc.,  désignent  les  sommes  de  puissances 
semblables  des  racines  de  l'équation  (i).  Si,  Sj,  etc., 
celles  des  puissances  semblables  des  racines  de  l'équation 
enj^,  les  équations  (2)  et  (3)  donneront 

Si  =  Wflo  -4-  <î|  ^i  -h  «a  -^2  -4-  .  .  •  4-  ^n^  I  Sa^ ,  -f-  «„  .Ç„  , 

Sa  =  nibo  -h  b^Sy  -f-  ^2/j-*- 4-  ^«-,f«_,, 

"  I 

Connaissant  ainsi  les  sommes  de  puissances  semblables 
des  racines  de  l'équation  enj^,  on  formera  aisément  cette 
équation. 

On  peut  y  arriver  encore  de  la  manière  suivante.  On 
résoudra  les  équations  (3)  par  rapport  aux  puissances 
x*,  a:*,...,  a:*""*,  et  l'on  portera  leurs  valeurs  dans  l'é- 
quation (2).  Ce  procédé  a  l'avantage  de  donner  la  valeur 
de  X  exprimée  rationnellement  en  y,  en  sorte  qu'on  con- 
naîtra chaque  racine  de  l'équation  proposée,  quand  on 
aura  résolu  l'équation  finale  en  y. 

Représentons  par 

(5)     7*"  -4-  qsy""-'  4-  72  J"—'  -h.  .  .  -+-  qm-x  J  H-  ç«  -h  O 

cette  équation  en  j",  où  ç'i ,  ^s , . . . ,  qm  sont  fonctions  des 
indéterminées  a©,  «i ,  etc.,  et  qui  exprime  la  condition 
pour  que  les  équations  (i)  et  {2)  aient  une  racine  com- 
mune. Je  disque  de  cette  seule  équation  (5)  on  peut  dé- 
duire la  valeur  de  x  qui  correspond  à  chaque  valeur  dej^, 
et  même  la  valeur  d'une  puissance  quelconque  de  x.  En 
effet,  j  est  une  fonction  des  indéterminées  a^j  «i,  etc., 


^ 
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considérées  comme  des  variables  indépendantes ,  et  Ton  a 
alors 

Différentions  maintenant  l'équation  (5)  par  rapport  à  ai, 
donty,  ^1,  Çty  etc.,  sont  fonctions;  on  aura 

dr 


( 


et,  par  suite, 

dox  dax  dût 

~        mr"— »  -f-  (m  —  i)  ^.r*"""'  +. .  .-H  y«-,* 

On  trouverait  de  même,  en  difTérentiant,  Téquation  (5) 
par  rapport  à  a^ , 

//âf]  '    da^  da^ 


»— 1 


et  ainsi  de  suite. 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  qu'il  suffira  de  résoudre 
Téquation  (5)  pour  avoir  résolu  par  cela  même  l'équa- 
tion (i). 

Cela  posé,  on  peut  disposer  des  indéterminées  «fo? 
^1 ,  etc.,  de  manière  à  faire  évanouir  n  termes  de  l'équa- 
tion en  y,  à  partir  du  second  par  exemple.  Il  faudra  alors, 
d'après  les  formules  de  Newton,  que  l'on  ait 

«Ji  — —  O  ,       O  j  — —  O  j  •  •  ■  9       iJ«  — ■  o. 

Or,  en  se  reportant  aux  équations  (4) ,  on  voit  que  Si  est 
du  premier  degré  par  rapporta  «o?  «n  ^^^-9  ^"®  ^t  est 
du  deuxième,  Sj  du  troisième,  etc.,  S„  du  n'""*.  Donc, 

8. 
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d'après  le  ihéorème  de  Bezout,  la  détermination  de  ces 
indéterminées,  dont  l'une  peut  être  prise  arbitrairement, 
dépend  d'une  équation  du  degré 

et,  si  Ton  voulait  faire  disparaître  de  l'équation  (5)  tous 
les  termes,  à  l'exception  du  premier  et  du  dernier,  le 
problème  dépendrait  d'une  équation  du  degré 

1.2.3...  (/w  —  i). 

C'est  aussi  à  la  résolution  d'une  équation  de  ce  degré  que 
se  trouverait  ramenée  celle  de  l'équation  proposée,  car 
l'équation  (5)  n'ayant  alors  que  deux  termes  pourrait  être 
immédiatement  résolue. 

jipplication  aux  équations  du  troisième  et  du  quatrième 

degré. 

Nous  reviendrons,  dans  une  prochaine  leçon,  sur  la 
résolution  des  équations  générales  du  troisième  et  du  qua- 
trième degré  5  mais  nous  ferons  voir  ici  comment  résulte 
immédiatement  de  la  transformation  de  Tschirnaûs  la  pos- 
sibilité d'effectuer  cette  résolution. 

Soit  d'abord  l'équation  du  troisième  degré 

x^  -h  px"^  -h  ^07  4-  r  =  o  ; 
on  posera 

y  =z  a  -\~  hx  -\-  x*^ 

et  l'an  formera  l'équation  finale  en  y^  savoir 

y*-4- Pj'-f-Qj-+-R=  o. 

On  déterminera  a  el  b  k  l'aide  des  équations  P  =  o , 
Q  =  o,  qui  sont,  l'une  du  premier  degré,  l'autre  du  se- 
cond; on  pourra  donc  les  résoudre  et  exprimer  a  et  i  en 
fonction  des  coefficients  de  la  proposée.  L'équation  en  y 


I  ! 
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I  se  réduisant  alors  à 

! 

on  en  tirera  ces  trois  valeurs 

ce  et  s  désignant  les  racines  cubiques  imaginaires  de  i  ; 
Connaissant  ainsi  les  trois  valeurs  de  y^  on  aura  facile- 
ment, par  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  les  trois  va- 
leurs de  zr. 

Soit  enfin  Féquation  du  quatrième  degré 

on  posera ,  comme  précédemment , 

^  =  fl  -f-  ôar  H-  ar% 
et  Ton  aura  une  équation  en  y  telle ,  que 

/•*  4-  Pj^  -h  Q r'-i-  Rj  H-  S  =  o. 

On  déterminera  a  et  &  à  Taide  des  équations  P  =  o , 
R  ==  o ,  qui  sont ,  l'une  du  premier  degré ,  l'autre  du  troi- 
sième ;  on  pourra  donc  résoudre  ces  équations  et  exprimer 
a  et  &  en  fonction  des  coefficients  de  la  proposée.  L'équa- 
tion enj^,  se  réduisant  à 

7*-f-Qj'-f-S=:o, 

pourra  elle-même  être  résolue ,  puisqu'elle  est  bicarrée. 
Connaissant  les  quatre  valeurs  de  j^,  on  aura  aussi  les 
quatre  racines  de  Féquation  proposée. 

On  trouvera  dans  la  Note  V  une  nouvelle  application 
remarquable  de  la  méthode  de  Tschirnaùs. 
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Développement  d'une  fonction  algébrique  implicite ,  en  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  décroissantes  de  sa  variable.  —  Formation  de 
TéquatioD  finale  qui  résulte  de  l'élimination  d'une  inconnue  entre  deux 
équations  à  deux  inconnues.  Nouvelle  démonstration  du  théorème  de 
Bezout.  Somme  des  racines  de  Téquation  finale.  —  Nouvelle  démons-- 
tratton  d'une  formule  d'analyse.  —  Démonstration  d'un  théorème  de 
géométrie. 


Les  recherclies  que  je  vais  exposer  dans  cette  leçon 
font  partie  d'un  beau  Mémoire  sur  Télimination ,  pu- 
blié par  M.  Liouville ,  dans  le  tome  YI  de  son  Journal  de 
Mathématiques . 

Développement  ^ une  fonction  algébrique  implicite^  en 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes  de 
sa  variable. 

Soit 

(i)  M(a',  j)  =  o,     ou     M  =  o, 

une  équation  du  degré  m  entre  deux  variables  x  et  y.  Si 
cette  équation  est  du  degré  m  par  rapport  à  y,  elle  aura 
m  racines  j^,  qui  seront  fonctions  de  a:,  et  que  nous  nous 
proposons  de  développer  suivant  les  puissances  décrois* 
santés  de  x.  En  réunissant  les  termes  de  même  degré,  l'é- 
quation (i)  pourra  s'écrire  de  la  manière  suivante  : 


(^)  x./(j)-h-'-y:(^) +---'/.  g 


+  . .  .=o, 


ou,  en  posant  -  =  m, 


(3)     x'-/{u)  '^x'^-'/,{u}  -h  x'"-'/,{ii)-^.  ..=zo; 
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/,  fi-fft^  etc.,  désignent  ici  des  polynômes  dont  le  pre- 
mier est  du  degré  m^  les  autres  sont  au  plus  des  degrés 
m^^i,  m  —  2,  etc.,  respectirement.  Dans  le  cas  le  plus 
général ,  ces  polynômes  sont  précisément  des  degrés  m , 
m  —  I,  m  —  2,  etc. 

Les  m  valeurs  de  h  fournies  par  Téqualion  (3)  sont  des 
fonctions  de  x^  qui ,  pour  a:  =  oo  ,  se  réduiront  aux  m  ra- 
cines de  Féquation 

(4)  '  /(«)=o; 
on  pourra  donc  poser  généralement 

(5)  «  =  a  H-  g, 

e  s  annulant  avec  -•  La  méthode  des  asymptotes  donne  le 

moyen  de  calculer  la  limite  du  produit  tx.  Nous  nous  bor- 
nerons au  cas  où  les  racines  de  l'équation  (4)  sont  iné- 
gales, et  dans  tout  ce  qui  suit,  cette  hypothèse  doit  être 
maintenue.  Portons  dans  Féquation  (3)  la  valeur  de  u 
tirée  de  (5);  on  aura 

(6)  a:«/(a  -h  s)  4-  a-^-'/l  (a  4-  c)  -h  x^-^f,  (a  +  s) -»-...  =  O. 

Développant  chaque  terme  par  la  formule  de  Taylor, 
ayant  égard  à  Féquation  (4)?  et  divisant  par  x™""*,  il  vient 

faisons  maintenant  x  =  oo  dans  cette  équation ,  et  dési- 
gnant par  a'  la  limite  de  s x,  il  vient 

(8)  «'/'(«)+/,  (a)  =0, 

d'où 

(q)  «'=_-^iifLl 
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Cette  valeur  de  a^  sera  toujours  finie ,  car,  par  hypothèse, 
/  (a)  n'a  pas  de  racines  égales. 

Puisque  ex  a  pour  limite  la  quantité  a\  dont  nous  ve- 
nous  de  trouver  la  valeur,  on  pourra  poser 

fx  =  a'  4-  %' y 
d'où 

.       .                                                     cl'        e! 
(lo)  «  = h-9 

e'  s'annulant  avec  —  Par  suite,  la  valeur  (5)  de  u  devient 


a'       «' 


(il)  a  =  aH h-' 

^       '  XX 

C'est  la  série  dans  laquelle  u  se  développe ,  quand  on  se 
borne  aux  deux  premiers  termes  j  -  est  le  reste  corres- 

X 

pondant. 

On  peut  déterminer  la  limite  du  produit  e'^r  de  la  même 
manière  que  celle  du  produit  zx.  Si,  en  effet,  on  porte 
dans  l'équation  (7)  la  valeur  de  e,  tirée  de  (10),  qu'on 
multiplie  ensuite  par  x,  et  qu'on  ait  égard  à  l'équa- 
tion (8) ,  il  vient 

{«'^)/'  («)  +  \jr^f"  («)  ■+■  «'/i  («)  +/^  («)]  ■+-  E  =  o, 

en  désignant  par  E  une  somme  de  termes  qui  s'annulent 
avec  -  \  faisant  donc  x  =  00  ,  et  désignant  par  et,"  la  limite 

X 

de  e^  a: ,  on  a 

(12)  «"/'  W  +  [7^  /"  w  +  «'/'.  W  +  /4«)  ]  =  o , 

équation  qui  détermine  la  valeur  de  a'^ 

Connaissant  la  limite  a"  du  produit  e'x,  on  pourra  poser 

l'a:  =  a"  +  %"  ; 
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d'où 


a"        t" 


(.3)  .'=        + 

X  X 

e''  étant  une  nouvelle  quantité  qui  s'évanouit  avec-'  D'à- 

X 

près  cela ,  la  valeur  (i  i)  de  u  devient 

a'        a!'        %'* 

(l4)  Ur=l(lL'\ 1-_-^--. 

X        x^       x^ 

C'est  la  série  qui  exprime  la  valeur  de  u  quand  on  se  borne 
aux  trois  premiers  termes -^  —^  est  le  reste  correspondant. 

X 

On  pourra  obtenir  ainsi  autant  de  termes  que  Ton  vou- 
dra du  développement  de  li,  et  comme  y  =  ux^  on  aura , 
par  suite ,  autant  de  termes  que  l'on  voudra  du  dévelop- 
pement de  j*  ;  on  a ,  en  particulier, 

y  =Z  CLX  •+-  €Xj 

(j5)  /  r  ='aj;4-a'-4-  «', 

,       a  E 

Y  Z=  CLX  '\'  OL    -i 1 • 

XX 

La  seconde  de  ces  trois  formules  comprend  toute  la  tbéo- 
rie  des  asymptotes  rectilignes  ;  la  courbe  représentée  par 
Téquation  (i) ,  où  j:  ety  désignent  alors  des  coordonnées 
rectilignes,  a  pour  asymptote  réelle  ou  imaginaire  la 
droite  représentée  par  Féquation 

(l6)  y  =r  OLX  H-  a'. 

La  différence  t*  qui  existe  entre  les  coordonnées  de  la 
courbe  et  de  l'asymptote  est  généralement  un  infiniment 

petit  du  premier  ordre,  en  considérant  -  lui-même  comme 

X 

un  infiniment  petit  du  premier  ordre. 
La  courbe  représentée  par  l'équation  (i)  admet  aussi 
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pour  asymptote  l'hyperbole  que  représente  réquation 


a" 


(17)  jr  ■=.  dX -h  et' -h 

mais  dans  ce  cas  la  diÛerence  —  des  ordonnées  dés  deux 


X 


X 


courbes  est  un  infiniment  petit  du  second  ordre  au  moins. 

La  courbe  (17)  pourrait  être  appelée  asymptote  flu 
deuxième  ordre  de  la  courbe  proposée.  Et,  comme  on 
peut  pousser  aussi  loin  que  Ton  veut  le  développement 
àey  en  série  ordonnée  suivamt  les  puissances  décroissantes 
de  j:  ,  on  pourra  former  une  infinité  de  courbes  des  degrés 
respectifs  3,4)  ^t^^*?  ^^  <Itii  auront,  avec  la  courbe  pro- 
posée, un  asymptotisme  de  plus  en  plus  intime. 

On  voit  aisément ,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'insister 
sur  ce  sujet,  comment  il  faudrait  modifier  la  méthode  ^  si 
Féquation 

avait  des  racines  égales,  contrairement  à  l'hypothèse  que 
nous  avons  faite. 

Formation  de  V  équation  finale  qui  résulte  de  F  élimina- 
tion d^une  inconnue  entre  deux  équations  à  deux 
inconnues.  Nouv^elle  démonstration  du  théorème  de 
Bezout,  Sommée  des  racines  de  V  équation  finale. 

La  théorie  qui  vient  d'être  exposée  permet  de  former 
autant  de  termes  que  l'on  veut  de  l'équation  finale  qui  ré- 
sulte de  l'élimination  d'une  inconnue  entre  deux  équa- 
tions. Soient  les  deux  équations  générales 

des  degrés  m  et  n  respectivement^  en  réunissant  les  termes 
de  même  degré,  on  pourra  les  écrire  de  la  manière  sui- 
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vante  : 

f^fit/f)  etc. ,  sont  des  polynômes  respectivement  des 
degrés  m,  in  —  i,  m —  a,  etc.  5  F,  Fi,  Fj,  etc.,  des  po- 
lynômes des  degrés  w ,  n  — i ,  n  —  2 ,  etc. 

Soient  j-i,  J^i  V-')  Jm^  les  valeurs  de  j^  tirées  de  la 
première  des  équations  (i),  portons-les  dans  le  premier 
membre  de  la  seconde,  et  désignons  par  Y  le  produit  des 
résultats  ainsi  obtenus,  de  manière  que  Ton  ait 

(3)  V  =  N(x,  r.)N(*,  ra)...N(x,  j«); 

Téquation  finale  qui  résulte  de  Félimination  de  j  sera 

V=:o, 

On  calculera  aisément  la  fonction  V,  en  développant  en 
série  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x,  chacun 
de  ses  facteurs,  dont  l'expression  générale  est  N  (a:,  y). 
Je  dis  même  que ,  si  Ton  ne  veut  connaître  que  le 
premier  terme  de  Y,  il  suffit  de  borner  les  séries  dont 
nous  parlons  à  leur  premier  terme  ^  que ,  si  Ton  ne  veut 
qae  les  deux  premiers  termes  de  Y,  il  suffit  de  connaître 
les  deux  premiers  termes  des  séries ,  et  ainsi  de  suite. 

Supposons ,  par  exemple ,  qu'on  ne  veuille  connaître 
que  le  premier  terme  de  Y  ;  on  a ,  en  faisant  comme  pré- 

cédemment  u=^  -y 

X 

N(jr,  j)  =  :r'«F(a) -hx»-'F,(w)-f- 

Posons  aussi ,  co  mme  plus  haut , 
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e  étant  une  quantité  qui  s'annule  avec  ~)  et  a  une  racine 
quelconque  de  Téquation 

/{a)  =  o; 


on  aura 


jr»  ^  '        X 


et  pour  X  =  00  , 

lin,Hj^)  =  F(a), 

OU 

(4)  N(x,    ^)=ra:»F(a)4-«"E, 

E  désignant  une  quantité  qui  s'annule  avec  —   D'après 
cela  y  en  représentant  par 

les  m  valeurs  de  a ,  on  aura 


El ,  Ef , . . . ,  E„  désignant  des  quantités  qui  s^évanouissent 
avec  —  Multipliant  ces  équations  et  ayant  égard  à  l'équa- 
tion (3),  on  aura 

(5)  V  =  x-»F(a.)F(a,)...F(a«)  +  x'-«H, 

H  désignant  une  quantité  qui  s'annule  avec  — 
Le  premier  terme  de  V  est  donc 

:c'"«F(a.)F(aO..-F(«*.); 


IK 
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on  pourra  Texprimer  en  f(9nction  rationnelle  des  coeflS- 
cients  de  F  et  f^  puisque  F  (a, )  F  («t)..- F  («,„)  est  une 
fonction  symétrique  et  entière  des  racines  de  l'équation 

/(«)  =  o. 

II  suit  de  là  que  Tëquation  finale  qui  résulte  de  l'élimi- 
nation de  y  entre  les  équations  (i)  et  (2)  est  d'un  degré 
égal  au  produit  des  degrés  de  ces  équations. 

Remarque.  —  Si  les  coefficients  des  équations  (1)  ont 
des  valeurs  déterminées,  et  que  ces  équations  contiennent 
la  plus  haute  puissance  de  y^  l'équation  finale  résultant 
de  l'élimination  de  j^  sera  toujours  V  =0,  et  Ton  voit  que 
le  degré  de  cette  équation  finale  sera  encore  égal  au  pro- 
duit des  degrés  des  équations  proposées,  à  moins  que  les 

équations 

/(a)=o,      F(a)  =  o 

n'aient  une  ou  plusieurs  racines  communes ,  auquel  cas 
ce  degré  s'abaissera  nécessairement. 

Pour  avoir  les  deux  premiers  termes  de  l'équation 
finale  V  =  o ,  il  faut  connaître  les  deux  premiers  termes 
du  développement  de  N  (x,  j")  en  série.  Pour  cela,  dans 
l'équation 

N  (x,  y)  =  x"  F(a)  4-  jr»-'  F,  (a)  -f- .  . .  , 

nous  poserons 

u  -=.0.  -\ 1 5 

X  X 

t' désignant  toujours  une  quantité  qui  s'évanouit  avec  -9 

X 

a,  nne  racine  de 

et  a'  une  quantité  que  nous  avons  calculée,  et  qui  est 
déterminée  par  l'équation 

a'/''(a)-4-/(a)  =  oj 
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on  aura  alors 

N  (JF,  x)  =  X"  F(a)  -+.  a?"~'  [a'  F'(a)  -h  F» (a)]  4-  or"-'  E , 

E  désignant  une  quantité  qui  s^annule  avec  —  Cette  for- 

mule  donne  le  développement  de  N  (x,  j) ,  borné  aux  deux 
premiers  termes  ^  en  y  remplaçant  a  par  chacune  de  ses  m 
valeurs,  on  aura 

N(a:,  j,)=x»F(a.)-f-j;'-'[aj  F' (a,  ) -h  F»  (a, )]-+-*»-•  E., 
N(a:,7-,)  =  x«F{a,)-4-:c«-'KF'(aO-f-F.(a,)]-h^''-'E,, 

•••    «•■•••••■••'••*••••*•••••■•*••••**•*•■•••••••• 

N(«,>-,)=*«,F(a,)-f-*"-'[«'„F'(«,)-(-F,(a,)]H-x— E„. 

Dans  ces  équations,  Ei,  Et,  etc.,  sont  des  quantités  qui 

s'évanouissent  avec  ->  et  a'  ,  a'  ,  etc.,  sont  les  valeurs 

de  a',  qui  correspondent  aux  valeurs  ^i ,  ai,  etc. ,  de  a. 
Multipliant  toutes  ces  équations  et  désignant  simplement 
par  a:""~*H  l'ensemble  des  termes  dont  le  quotient  par 

^mn-i  s'annule  avec  -?  on  aura 

X 

V=:jr-«F(a.)F(a,)...F(a«) 

+  x--F(aOF(aO...F(a«)2^^^^^^^^^^^ 

Dans  cette  dernière  formule,  la  quantité  H,  qui  est  infini- 
ment petite  avec  -?  contient  un  nombre  limité  de  termes, 

X 

et  Ton  voit  que  le  second  terme  de  V  aura  pour  coefficient 
le  signe  \^  s'étcndant  à  toutes  les  racines  a  de  Féquation 

/(a)=o. 
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D'après  cela,  si  Ton  désigne  par  V  xla  somme  des  racines 
de  réquation  finale  en  x,  on  aura 

Z^'-'-'Z FH — ' 

ou  en  mettant,  au  lieu  de  a',  sa  valeur  —  !,. \    .  -, 

f  («) 

^     "  Zàf'{a.)Y  (a)        -^F(a)* 

On  pourrait  calculer  ainsi  autant  de  termes  que  Ton 
voudrait  de  Féquation  finale  V  =  o;  par  suite,  cette 
équation  tout  entière  :  seulement  les  calculs  deviennent  de 
plus  en  plus  compliqués ,  et  nous  nous  bornerons  à  ce  qui 
précède. 

Nouvelle  démonstration  d^ une  formule  d^ analyse. 

Au  lieu  de  porter  dans  l'équation  N  =  o  les  valeurs  de 
y  tirées  de  M=  o,  afin  d'avoir  l'équation  finale  V  =  o, 
on  aurait  pu  faire  l'inverse ,  porter  dans  l'équation  M  ==  o 
les  valeurs  de  y  tirées  de  N  =  o  ;  mais  alors  on  aurait  eu 

une  autre  expression  de  la  somme  ^oc  des  racines  de  l'équa- 

lion  finale,  que  l'on  peut  écrire  sans  faire  de  nouveaux 
calculs.  On  aura,  en  effet,  évidemment 

^     -^F'(6)/(6)       ^/(6)' 

les  sommes  du  second  membre  s'étcndant  à  toutes  les  ra- 
cines 6  de  l'équation 

F(6)  =  o; 

en  égalant  entre  elles  ces  deux  valeurs  de  ^^  x,  on  aura 

v/(»)F'(')     y  Fi(')  _  V  LdlZlIi).  V-^iili 

^/'(«)F(«)       ^r(a)-^F'(6)/(g)       -^/(«5)' 
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les  sommes  du  premier  membre  étant  relatives  aux  ra- 
cines a  dey*(a)  =  o,  celles  du  second  aux  racines  S  de 
F  (6)  =  o.  Dans  cette  formule,  qui  exprime  un  théorème 
d'analyse ,  y*  et  F  désignent  des  polynômes  quelconques , 
mais  n'ayant  ni  racines  égales ,  ni  racines  communes  ]  Jt 
et  Fi  désignent  aussi  des  polynômes  quelconques,  mais  de 
degrés  respectivement  moindres  que  f  et  F. 

Supposons  que  le  polynôme  F  soit  égal  à/i,  et  que  Fj 
soit  identiquement  nul  5  l'équation  précédente  se  ré- 
duit à 

2F(«)  _  _  V  ?^^ 


ou  même  à 


^'(^)==o 


2 /'(a) 

puisque  chaque  terme  du  second  membre  est  nul,  le 
signe  ^^  étant  relatif  aux  racines  de  F  (ê)  =  o.  Dans 

l'équation  précédente,  le  signe  ^  s'étend  aux  racines 

a  dey'{a)  =  0,  et  F'  désigne  la  dérivée  d'un  polynôme 
quelconque  F  de  degré  inférieur  hj*'^  par  conséquent,  F' 
est  un  polynôme  quelconque  de  degré  inférieur  à  y.  La 
formule  précédente  est ,  comme  nous  l'avons  vu,  celle  dont 
M.  Liouville  a  déduit  la  décomposition  des  fractions  ra- 
tionnelles en  fractions  simples. 

Démonstration  d  *un  théorème  de  géométrie^ 

M.  lâouville  a  déduit  des  résultats  qui  précèdent  la  dé- 
monstration d'un  théorème  curieux  de  géométrie;  nous 
allons  la  présenter  ici  : 

Si  Von  mène  à  une  courbe  algébrique  la  série  des  tan- 
gentes parallèles  à  une  direction  donnée ,  le  centre  des 


wk 
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moyennes  distances  des  points  de  contact  sera  indépen- 
dant de  cette  direction» 
Soit 

M(:«?,r)  =  o 

Féquation  d'une  courbe  algébrique  •,  les  coordonnées  réelles 
ou  imaginaires  des  points  de  contact  de  cette  courbe  avec 
ks  tangentes  parallèles  à  la  droite  y  =z  ax  seront  les 
solutions  communes  aux  deux  équations 

(')  ^=^'      ^-^^^=^- 

Si  l'on  pose  -  =  m,  et  qu'on  représente  la  courbe  par 
*«» 

l'équation  ^  (x,  ii)  =  o,  les  coordonnées  a:  et  u  seront  les 
solutions  communes  aux  deux  équations 

,  .  dQ       a  —  u  dtp 

,(x,a)=o,      _  +  -^^=o. 

Soit  donc,  en  conservant  les  notations  employées  précé- 
demment , 

f)fî9  etc.,  désignant  des  polynômes  des  degrés  m  y 
m  —  I,  etc.  5  on  aura 

-^  =:  w;r'«-'/(«)  4-  {m  ^i)af*-^/,  (m)  4-.  .  . , 


et ,  par  suite , 

en  faisant ,  pour  abréger, 

F  («)  =  /»/(«)  + (a -«)/'(«), 
(2)  {  F,  («)  =  (m  -i)/,  («)  +  («_  «)/;  («), 
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F  (u),  Fi  (il),  etc.,  sont  des  polynômes  des  degrés  tn  —  r , 
m  —  2,  etc.  5  car  dans  F  (m)  ,  par  exemple,  les  deux  termes 
da  degré  le  plus  élevé,  qui   proviennent  de  mf  [u)   et 
de  (a  —  u)  f^  [u)j  se  détruisent  évidemment;  et  la  même 
chose  a  lieu  pour  Fi  («) ,  etc. 

L'équation  finale  résultant  de  l'élimination  de  y  entre 
les  équations  (i)  est  donc  la  même  que  celle  qui  résulte  de 
Télimination  de  u  entre 

^/{u)  H-  x"-'/,  (a)  -+-...=:  o, 
af"-' Y  (u) -i-  af^^Fi{u)  -h.  ..=  o. 

Si  donc  on  désigne,  comme  précédemment,  par  y  3?  la 
somme  des  racines  de  Téquation  finale ,  on  aura 

V  ..  -  _  V  «'F^(«)  +  F.(«) 

Zé      —       jLà  F(a)  ' 

le  signe  ^  s'étendant  dans  le  second  membre  aux  racines 
de  l'équation 

/(a)  =  0, 

et  a!  étant  une  quantité  déterminée  par  l'équatiou 

«'/'(a)+/,(«)  =  0. 

Pour  avoir  l'expression  de  y^  x  en  fonction  des  quantités 

données  f  ^  fx  5  etc. ,  différentions  la  première  des  équa- 
tions (2);  on  aura 

(3)  r  («)  =  [m  -!)/'(«)  -h  (fl  -  /0/"(«). 

Les  équations  (2)  et  (3)  donnent  ensuite 

a'F'(«)  +  F,  (a)  =  (m -.)[«'/'(«)+/ (a)] 
+  («- a)  [a'/"  (a) +/,'(«)], 

et,  comme  a'  f  («)  +  y,  (a)  est  nul , 

(4)  «'F'(«)  +  F.  («)  =  («  -  «)[:.'/"(«)  +/;  (a.^]; 


^ 
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on  aura  aussi ,  en  faisant  u  =  a  dans  la  première  des 
équations  ('-«),  et  remarquant  que  /{ol)  est  nul, 

(5)  F  («)=(« -a)/' (a). 

Des  équations  (4)  et  (5)  on  tire 

»'r(a)-<-F,(«)  _  «y(«) +/',(«). 
F(a)  -  /'(a) 

par  suite,  la  valeur  de  ^^  :ic  est 

On  voit  qu^elle  ne  dépend  pa^s  àe  a,  La  somme  des  dis* 
tances  à  l'axe  des  y  des  points  de  contact  de  notre  courbe 
avec  les  tangentes  parallèles  à  la  direction  donnée  est 
donc  indépendante  de  cette  direction^  ce  qui  démontre  le 
théorème  énoncé,  car  l'axe  des  y  est  une  droite  quel- 
conque située  dans  le  plan. 

Remarque^  —  La  démonstration  précédente  semble  en 
défaut  lorsque  l'équation/* (a)  =  o  a  des  racines  égales^ 
pour  montrer  que  les  conclusions  sont  cependant  exactes 
dans  ce  cas ,  on  peut  employer  un  raisonnement  dont  nous 
avons  déjà  plusieurs  fois  fait  usage.  Il  suffira  de  changer 
infiniment  peu  les  coefficients  de  f^  de  manière  que 
/(a)  =  o  n'ait  plus  de  racines  égales  et  de  supposer  en- 
suite ces  changements  nuls  :  on  aura  une  courbe  infiniment 
peu  diflerente  de  la  proposée,  et  pour  laquelle  le  théorème 
aura  lieu  5  d'où  l'on  peut  conclure  qu'il  a  lieu ,  à  la  li- 
mite, pour  la  courbe  proposée  elle-même. 

Corollaire.  —  Désignons  toujours  par  y)"^^*  somme 

des  abscisses  des  points  de  contact  d'une  courbe  algébrique 
avec  les  tangentes  qui  font  l'angle  tù  avec  la  direction  des 
X  positives,  et  faisons  varier  o)  de  sa  diflérentielle  rfco^ 
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comme  ^  ^  '***  dépend  pas  de  cet  angle,  on  aura 

^  dx  =  o. 

Mais,  en  désignant  par  ds  l'arc  infiniment  petit  qui  a 
pour  projection  dx,  on  a  dx  =  ds  cos  w ^  par  suite , 

^  ^/j  cos  w  =  o ,      ou     ^  — -  =  o , 

ds 
puisque  cosw  et  r/w  sont  constants,  -r—  est  la  valeur  du 

rayon  de  courbure  p  ;  on  aura  donc 


on  aura  aussi 

=  o 


2S=°.  -  2 
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p'  désignant  le  rayon  de  courbure  de  la  développée ,  et 
ainsi  de  suite. 

En  outre ,  si  Ç  et  u  représentent  les  coordonnées  du 
centre  de  courbure  correspondant  au  point  (^^  y)j  on  a 

j:  =  ?  —  psinci),      r  =  v-hp  cos  »  ; 

donc ,  en  ayant  égard  aux  formules  précédentes , 

c'est-à-dire  que  le  centre  des  moyennes  distances  des 
points  de  contact  d'une  courbe  algébrique  avec  la  série 
des  tangentes  parallèles  à  une  même  direction,  est  le  même 
que  le  centre  des  moyennes  distances  des  centres  de  cour- 
bure correspondants. 
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DéTeloppement  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  décroissanles 
de  la  variable  de  plusieurs  fonctions  algébriques  définies  par  autant 
d'équations.  —  Fondation  de  Téquation  finale  qui  résulte  de  l'élimina- 
tion de  deux,  trois,  ete.,  inconnues  entre  trois,  quatre,  etc.,  équations. 
Nouvelle  démonstration  du  théorème  de  Bezout.  Somme  des  racines  de 
l'équation  finale.  —  Démonstration  d'une  formule  de  M.  Jacobi. —  Ex- 
tension du  théorème  de  géométrie  démontré  dans  la  leçon  précédente. 


L'analyse  que  nous  avons  développée  dans  la  dernière 
leçon  peut  être  aisément  généralisée,  et  étendue  à  Téli- 
mination  de  deux,  trois,  etc.,  inconnues  entre  trois, 
quatre,  etc.,  équations.  C'est  ce  que  nous  allons  établir, 
en  adoptant  pour  l'exposition  le  même  ordre  que  dans  la 
leçon  précédente. 

Dés^eloppement  en  séries  ordonnées  suwant  les  puis- 
sances décroissantes    de  la    variable,    de  plusieurs 
fonctions  algébriques    définies  par  autant  d'équa- 
tions. 

Soient 

(i)  M(j7,  7,  z)=:o,     N(ar,j,  z)  =  o 

deux  équations  générales  des  degrés  m  et  ^i  respectivement 
entre  les  trois  variables  x^y^  z  \  la  première  x  étant  con- 
sidérée comme  indépendante,  les  deux  autres  ^  et  ^  en 
seront  des  fonctions.  En  réunissant  les  termes  de  même 
degré,  les  équations  (i)  pourront  s'écrire  de  la  manière 
suivante  : 


1^4  DÏXrëMÉ    LÉçdK 

y  2 

on,  en  posant  -  =  i/,  -  =  i^, 

(  x«F  (tf,  i^)-f-x"-'  F,  (w,  »^)-}-...=  o. 

y  et  F  sont  des  polynômes  des  degrés  m  et  n  respective- 
ment, entre  les  variables  u  et  v\  fi  et  F|  sont  respecti- 
vement des  degfés  m  —  i  et  n  —  i ,  et  ainsi  des  antres* 

En  vertu  des  résultats  obtenus  dans  la  leçoù  précé- 
dente, le  nombre  des  solutions  communes  (u,(^)  aux 
équations  (3)  est  m/i,  ainsi  que  le  nombre  des  solutions 
communes  («x,  6)  aux  équations 

(4)  /(a,6)  =  o,      F(a,6)  =  o; 

et  les  mn  systèmes  de  solutions  communes  des  équa-> 
tions  (3)  se  réduiront,  pour  or  =  oo  ,  au^  mn  systèmes  de 
solutions  communes  des  équations  (4).  On  pourra  donc 
poser  généralement 

(5)  tt  =  a4-s,      p  =  6  +  >j^ 

e  et  y}  désignant  des  quantités  qui  s^ annulent  avec  ~*  Ces 

quantités  sont  d'ailleurs  les  restes  des  séries  dans  les-' 
quelles  u  et  i^  se  développent  quand  on  borne  ces  séries  à 
leur  premier  terme.  Pour  calculer  les  limites  des  pro- 
duits tx^  mx^  nous  suivrons  la  même  marche  qiie  dans 
la  leçon  précédente.  En  portant  dans  les  équations  (3)  les 
valeurs  de  u  et  p»,  tirées  de  (5),  et  ayant  égard  aux  équa- 
tions (4))  on  a 

^'"Vdi'^^dl'^''l  "^'^'""'[•^'(°''  6)4-...l-h...=  Oy 
En  divisant  ces  équations  respecti ventent  par  a:"*~"*  et 
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X"'*,  faisant  ensuite  x  =  oo  ,  et  posant 


on  obtient 


(«) 


rfF  rfF 

«'^  +  «'51  +  ^'  =  «' 


d  OÙ  Ton  tire  les  valeurs  suivantes  de  a'  et  6' 

(7)  ! 

•/ •  "î ^  «  ~r^ 

,  a  9.  a  et 


doL  d  ^       d  ^  d  a 


En  désignant  par  s' et  y?'  de  nouvelles  quantités  infiniment 

I 
petites  avec  -  ?  on  pourra  poser 

c  JT  =  a'  -I-  t',      >ï  j:  =  6'  -j-  »', 
et,  par  suite, 

«  =  a-|-  — H — j      p=ÇH —  H — 5 

on  aura  ainsi  les  deux  premiers  termes  des  séries  dans  les^ 
quelles  u  et  u^  ou  j"  et  -z  peuvent  se  développer,  et  Ton 
voit  aisément  qu'on  pourra ,  de  la  même  manière ,  obte- 
nir les  termes  suivants. 

La  même  méthode  s'appliquera,  sans  modification,  au 
cas  de  /x  —  i  équations  entre  [i  variables ,  pourvu  qu'on 
écarte,  comme  nous  Pavons  fait  jusqu'ici ,  en  raisonnant 
sur  des  équations  générales ,  quelques  cas  particuliers  qui 
peuvent  se  présenter. 
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Formation  de  Véquation  finale  qui  résulte  de  Félimi- 

nation  de  deux,   trois,  etc.,  inconnues  entre  trois ^ 

quatre,  etc,  équations.  Nouvelle  démonstration  du 

théorème  de  Bezout.  Somme  des  racines  de  l'équation 

finale* 

On  peut,  par  l'analyse  précédente,  former  autant  de 
fermes  que  l'on  veut,  de  l'équation  finale  qui  résulte  de 
Télimination  de  deux,  troîs,  etc.,  inconnues,  entre  trois, 
quatre,  etc.,  équations. 

Soient ,  par  exemple ,  les  trois  équations  générales 

(i)    M(a:,7,  z)  =o,      N(ar,^,z)  =  o,      P(;r,7,z)  =  o, 

des  degrés  m ,  n ,  p  respectivement ,  entre  trois  inconnues 
X ,  ^,  ^  •,  en  réunissant  les  termes  de  même  de^ré ,  ces 
équations  seront  : 


X      X 


\x     xj  \x     X  J 


=  o 


f^  F  et  (f  sont  des  polynômes  des  degrés  m ,  n  ,^p  respec- 
tivement, par  rapport  aux  deux  variables  qu'ils  renfer- 
ment; fi^Fi^  (pi  sont  respectivement  des  degrés  m  —  i , 
n  —  I ,  p  —  I ,  et  ainsi  de  suite* 
Désignons  par 

les  mw  systèmes  de  solutions  communes  aux  deux  pre- 
mières des  équations  (i),  et  posons 

V  =  P(j:,  Ji,  Zt.)P(j;,  jr,,  z,).  .  .  P(j?,  J««,  z^); 

Téquation  finale  résultant  de  l'élimination  dey  et  z  entre 
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les  équations  (i)  sera 

V=rO, 

et  c'est  cette  équation  qu'il  s'agit  de  calculer.  On  y  par- 
viendra en  développant  en  série  chacun  des  facteurs 
P  (x,  y,  z)  de  V,  et  il  suffira  de  connaître  autant  de  termes 
du  développement  de  P  qu'on  en  veut  avoir  dans  V.  Nous 
nous  bornerons  ici ,  comme  nous  l'avons  fait  dans  la  leçon 
précédente,  à  calculer  les  deux  premiers  termes  de  V,  ce 
qui  sufEt  pour  connaître  le  degré  et  la  somme  des  racines 
de  Téquation  finale. 

On  a ,  en  faisant,  comme  précédemment,  -  =  m,  -  =  ^'j 

et,  si  l'on  pose 

il  vient 

P  (j:,  j,  z)  =  j:/*  (p(a,  6)  -j^ar/'E, 

E  s'annulant  avec  -9  ainsi  que  e  et  y}.  En  mettant  dans 

X 

Téquation  précédente,  à  la  place  de  x  et/,  leurs  mn  va- 
leurs ,  il  vient 

P(a7,  ji,  z,)  =  xP^  (a,,  6,)  -f- x^E,, 
P(^>  J2>  Z2)  =  xP(f{oL2y  6j)  4-  xPEiy 


El,  Eg,.. .,  E«„  étant  des  quantités  infiniment  petites  avec 
-•  Enfin ,  en  multipliant  toutes  ces  équations ,  on  a  la  va- 
leur  suivante  de  V, 

OÙ  H  désigne  une  quantité  qui  s'annule  avec  —  Le  pre- 

X 


■ 
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THÎer  terme  de  V  est  donc 

«'""/' (j)  (a, ,  6,).  ..  y(a„„,  6^1,). 

Il  suit  de  là  que  le  degré  de  Téquation  finale  résultant 
de  l'élimination  de  y-  et  z  entre  les  trois  équations  (i) 
est  égal  au  produit  des  degrés  de  ces  équations,  ce  qui 
fournit  une  nouvelle  démonstration  du  théorème  de 
Bezout. 

Si  l'on  veut  obtenir  les  deux  premiers  termes  de  l'équa- 
tion finale  Y  =  o ,  il  est  nécessaire  de  calculer  les  deux 
premiers  termes  du  développement  de  P  (x,  y ,  ^)  en  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x.  Pour 
cela ,  dans  Téquation 

P(a;,  /,  z)  =  xP  (j)(m,  tf)'hxP'-^  ç,  (w,  c^) -h  . .  . 


nous  poserons 


a'        t' 


f /  =  a  H 1 5 

X  X 

V  =  6  H 1 , 

X  X 


b'  elY}'  désignant  toujours  des  quantités  qui  s'évanouissent 
avec  -9  a'  et  6'  des  quantités  déterminées  par  les  équa- 


X 

tions 


,  d¥       ,,  dF       ^ 
a' :t-  -h  6' 7^  4-  F,  =0. 

La  valeur  de  P  (.r,  j",  z)  pourra  alors  s'écrire  de  la  ma- 
nière suivante  : 

V{x,x,  z)z=zxPff(a,  6) 

-f.  xP-^  p  ^î  4-  6'  ^  4-  ep.  (a,  6)1  -h  xP-'E, 
en  désignant  par  E  une  quantité  qui  s'annule  avec  -;  on 
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aura  donc 

+  xP-'  \o!,  ^  4-  6',  ^  -h  f .  (a, ,  6.)  I  -4-  orP-'  E, , 


£2  0 

Dans  ces  équations  nous  avons  mis ^  pour  abréger,  —  9  etc. , 

à  la  place  de    ^^"'^    '  ?  etc.  ;  a^^  a',,  etc.^  désignent  les 

valeurs  de  a'  qui  correspondent  aux  valeurs  «i ,  «t^  etc., 
de  a;  enfin,  Ei,  Es,  etc.,  sont  des  quantités  infiniment 

petites  avec  -•  En  multipliant  toutes  ces  équations,  on 

atira  la  valeur  suivante  de  V  : 

où  H  désigne  une  quantité  qui  s'annule  avec  ->  et  où  lé 

signe  ^  s'étend  à  toutes  les  solutions  communes  (a,  6), 
des  deux  équations 

/(a,6)  =  o,     F(a,ê)  =  o. 
Le  second  terme  de  V  est  donc 


«^^^.g'^  +  t.(«.S) 


x'~'/^»<p(a.,6,)...y(a«„,6«„)2) 


,  d  fû       ^,dtf 
da  /f6^^' 
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et  si  ron  désigne  par  ^'x  la  somme  des  racines  de  l'équa- 
tion finale  V  =  o ,  on  aura 

.do       ^,d9 

^  =  -2- ; 

En  remplaçant,  dans  cette  formule,  a'  et  6'  par  leurs 
valeurs  écrites  plus  haut,  et  faisant,  pour  abréger, 

^    ^     '        dxdS       datte 

^    '     >        da  rfê       doidt 
df  d¥       dY  df 

on  aura  cette  expression 

^     _      ^y.(a,6)      vi/(a,6)A(a,6)4-F.(a,6)B(a,6) 
Zà^-^      Zrf^(a,ê)       Zà  (p(a,6)C(a,6)  ' 

où  les  sommes  du  second  membre  sont  relatives  à  tous  les 
couples  de  solutions  communes  aux  deux  équations 

/(a,  6)  =  o,      F  (a,  6)  =  o. 

Le  calcul  des  deux  premiers  termes  de  l'équation 
finale,  qui  résulterait  de  Téliminatiou  de  p —  i  incon- 
nues entre  fx  équations,  n'offrira  pas  plus  de  difficulté, 
quel  que  soit  /ix ,  que  dans  les  deux  cas  particuliers  que 
nous  avons  développés  -,  la  marche  à  suivre  est  toujours  la 
même,  et  l'on  peut  considérer  comme  générale  la  nou- 
velle démonstration  que  nous  avons  donnée  du  théorème 
de  Bezout  pour  le  cas  de  deux  ou  trois  équations. 

Démonstration  d^ une  formule  de  M.  Jacohi. 
Pour  obtenir  l'équation  finale  V  =  o,  nous  avons  porté 
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dans  la  troisième  des  équations  données  les  valeurs  de  y 
et  z,  tirées  des  deux  premières^  mais  on  aurait  pu  opé- 
rer de  deux  autres  manières  différentes  :  on  aurait  pu,  par 
exemple ,  porter  dans  la  première ,  les  valeurs  de  j^  et  z , 
tirées  des  deux  dernières,  et  Ton  aurait  obtenu  une  ex- 
pression différente  de  ^^  x ,  qui  se  déduirait  évidemment 

de  celle  déjà  trouvée,  en  changeant  l'une  en  l'autre /"et  o, 
fx  et  (pi ,  etc.  On  aura  donc 

V^_  X^Ml^^)  vF.(7,(y)B(y,^)-l-y.r7,^)C(7,^)^ 
^    ""      -^/(7,^1      ^  /(7,^)A(7,5) 

mais  ici  les  sommes  qui  figurent  dans  le  second  membre 
sont  relatives  aux  solutions  communes  des  équations 

F(7,^)=:0,       (p(7,^)  =  0. 

Egalons  les  deux  valeurs  trouvées  pour  ^^x^tx  suppo- 
sons que  les  polynômes  Fi  et/i  soient  identiquement  nuls; 
on  aura 

-iç(a,6)-^/(7,^)A(7,^)' 

en  se  rappelant  que  le  signe  \^  s'étend,  dans  le  premier 

membre ,  aux  solutions  communes  dey(a,  6)=:o, 
F  (a,  |3)  =  o,  et,  dans  le  second  membre,  aux  solutions 
communes  de  F  (y,  5)  =  o,  ç  (y,  à)  =  o.  On  peut,  dans 
cette  formule,  considérer  les  polynômes/*,  F  et  y  comme 
absolument  arbitraires^  et,  quant  au  polynôme  'pi,  il 
n'est  assujetti,  par  notre  analyse,  qu'à  la  seule  condition 
d'être  de  degré  inférieur  à  ^ .  Supposons 

.       y(a,6)  =  C(a,6); 

la  somme  du  second  membre  de  l'équation  préc^^ente 
sera   alors   relative  aux  solutions  communes  des  deux 
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Théorème  sur  le  nombre  de  valeurs  que  peut  prendre  une  fonction  quand 
on  y  permute  les  lettres  qu^elle  renferme.  —  Des  fonctions  semblables. 
—  Propriétés  des  fonctions  semblables  des  racines  d'une  équation.  — 
Examen  des  cas  particuliers  qui  font  exception.  —  Méthode  pour  calculer 
une  fonction  des  racines  d'une  équation ,  quand  on  connaît  une  autre 
fonction  quelconque  des  racines.' 


Parmi  les  travaux  publiés  depuis  un  siècle  sur  la  théorie 
algébrique  des  équations  ,  l'un  des  plus  importants  est , 
sans  contredit,  le  célèbre  Mémoire  de  Lagrange,  que  nous 
avons  déjà  eu  l'occasion  de  citer,  et  qui  fait  partie  des 
Mémoires  de  V Académie  de  Berlin  pour  1770  et  1771. 
On  rencontre ,  entre  autres  résultats  remarquables,  dans 
«e  grand  travail ,  le  beau  théorème  que  voici  : 

Dès  qiHon  aura  trouvé  ^  par  un  moyen  quelconque  y 
la  valeur  d^ une  fonction  rationnelle  des  racines  d'une 
équation  y  on  pourra  y  en  général^  trouver  la  valeur  d' une 
autre  Jonction  rationnelle  quelconque  des  mêmes  racines, 
et  cela  par  le  m,oyen  d*une  équation  simplement  linéaire. 
Quelques  cas  particuliers  exigeront  la  résolution  d^une 
équation  du  deuxième  y  du  troisième,  etc.  y  degré, 

La  démonstration  de  ce  théorème  et  le  développement 
de  ses  conséquences  feront  le  sujet  de  cette  leçon ^  mais, 
pour  ne  pas  interrompre  notre  exposition ,  nous  commen- 
cerons par  établir  une  proposition  importante,  dont  nous 
aurons  besoin. 
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Théorème  sur  le  nombre  de  valeurs  que  peut  prendre 
une  fonction  quand  on  y  permute  fes  lettres  qtieUe 
renferme. 

Soit 

V  =  F(a,   b,  c>.4.,   k,  l) 

Une  fonction  de  m  lettres  a^b^  c^.,.^h^  /. 
Désignons ,  pour  abréger, 

•A  l  J        Aj  y       A3  y    ,    »    »    y       A,| 

les  M  =  1.2... m  permutations  dont  ces  lettres  soht  sus- 
ceptibles ,  et  représentons  par  la  notation 


l'opération  qui  consiste  à  remplacer  les  lettres  de  la  per- 
mutation A  a  par  celles  de  même  rang  dans  la  permuta^ 
tîon  Ag  :  cette  opération  se  nomme  une  substitution. 

On  obtiendra  toutes  les  valeurs  que  la  fonction  V  peut 
prendre  par  les  permutations  des  lettres  a,  i,  c^  etc., 
en  lui  appliquant  les  M  substitutions 


A 


;)'  (a!)'  (!)'•••'  (t) 


dont  la  première  est  une  substitution  identique;  il  en 
résultera  ,  pour  la  fonction  V,  M  valeurs  que  nous  dési- 
gnerons par 

▼  1  >    Vj j  .  •  •  y   Vu  • 

On  voit  que  le  nombre  des  valeurs  distinctes  de  V  est  au 
plus  égal  à  M  :  mais  il  peut  être  moindre  •,  cela  arrivera , 
par  exemple ,  si  la  fonction  V  est  symétrique  par  rapport 
à  quelques-unes  des  m  lettres  a^  b^  etc. 
11  peut  arriver  aussi  qu'une  fonction  qui  n'est  symé- 

10 
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trique  par  rapport  à  aucunes  lettres,  ne  puisse  pas  cepen- 
dant acquérir  M  valeurs  distinctes.  Nous  citerons  pour 
exemple  la  foncticm 

qui  ne  peut  acquérir  que  deux  valeurs,  bien  qu'elle  ne  soit 
pas  symétrique  par  rapport  à  deux  des  trois  lettres  qu'elle 
renferme. 

Quand  nous  disons  qu'une  substitution  ckange  on  ne 
cbange  pas  la  valeur  d'une  fonction ,  il  est  bien  entendu 
que  nous  faisons  abstraction  des  valeurs  numériques  qu^o» 
peut,  ultérieurement,  attribuer  aux  lettres,  et  que  nous 
ne  voulons  parler  que  de  la  ^valeur  algéhrique  de  la  fonc- 
tion .  Ainsi  la  fonction 

«  4-  2è  -h  3é? 

est  changée  par  la  substitution  (  ^'      '      |>  quoique  Jan 

nouvelle  valeur  qu'elle  prend ,  savoir, 

^  -4-  ac  +  3û, 

puisse  être  égale  à  la  première,  si  l'on  attribue  des  va- 
leurs convenables  aux  lettres  a  ,  6 ,  c. 

Théorème.  —  Le  îtomhre  des  valeurs  distinctes  que 
peut  prendre  une  fonction  de  nt  lettres ,  quand  on  y 
permute  les  lettres  qiHelle  renferme  y  est  toujours  un 
diviseur  du  produit  i .  2 . 3 .  ►.  m . 

Supposons  qrue  les  valeurs  de  la  fonction  Vy 

(i  )  V| ,   Vjy  .  . .  ,  V,p, 

fonaiées  comme  il  vient  d'être  dit,  ne  soient  pas  toutes 
distinctes ,  et  que  le  nombre  de  celles  qui  sont  égales  à 
Va  y  par  exemple,  soit  n\  que  l'on  ait,  par  conséquent, 
ces  n  valseurs  égales 
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qui  correspondent  respectivement  aux  permutations 

(3)  A^,   Ag,  Ay,  .  .  .  ,   A^, 

ou,  en  d'autres  termes ,  qui  se  déduisent  de  Vf  par  les  sub-^ 
stitutîonis 

(a1)'  (a;)'  (l;)'---'  (t)- 

Soient  Y  a'  Tuné  des  fonctions  (i)  qui  ne  sont  pas  égales  à 
V^ ,  A^/  la  permutation  correspondante  ^  en  sorte  que  V^; 

se  déduise  de  V^  par  la  substitution  [  '  j  9  et  considérons 
les  n  permutations 

(4)  A^/,   Ag/,   Ay/j...  ,   A^,j 

formées  de  telle  sorte  que  Ag,,  A"/',  etc. ,  se  déduisent  de 

ÀaS  de  1^  même  manière  que  Ag,  A  ,  etc.,  se  déduisent 

de  Aa ,  c^est-à^dire  en  exécutant  les  mêmes  changements 
i^Dtré  les  lettrés  qui  occupent  les  mêmes  places.  Par 
exemple ,  si  Ag  se  déduit  de  A^  en  remplaçant  dans  A^  les 

lettres  qui  occupent  les  rangs  i ,  2,3,  4  )  respectitement 
par  celles  qui  occupent  les  rangs  2 ,  4  9 1 9  3,  de  même  aussi 
Ag,  devra  être  formée  en  remplaçant  les  lettres  qui  occu- 
pent dans  A  /  les  rangs  i,  2,3,4)  respectivement  par 

celles  qui  occupent  les  rangs  2,  4)  I9  3. 
Soient  aussi 

(5)  v^„  Vg„  Vy„...,  V,,  ; 

les  valeurs  de  Y  en  nombre  égal  à  72,  et  qui  correspondent 
aux  permutations  (4)  9  c'est-à-dire  qu'on  déduit  de  Vi  par 
les  substitutions  ^ 

10. 


l 


aucun 

6  ' 
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Je  dis  que  les  égalités  (2)  entraîneront  nécessairement  lc9 
suivantes  : 

En  effet,  V^  et  Vg  se  déduisaint  de  Vi  par  les  substitution^ 
I     '  U  (     '  j  >  il  est  évident  qne  Vg  se  déduira  de  V^  pafr 

la  substitution  (  * "  )  5  pareillement,  Vg,  se  déduira  de 

V^/  en  appliquante  cette  dernière  la  substitutidn  (.*')• 

Or,  par  hypothèse,  la  substitution  (     *  j  ne  produit 

changement  sur  V^,  donc  la  substitution  (  .*  )  ne' pro- 
duira aucun  changement  surV^,,  car  V^r,  A^/,  Ag^  ne 
•ont  autre  chose  que  V^ ,  A^ ,  A^  où  l'on  a  changé  la  no- 
tation  d'une  certaiûe  manière.  On  a  donc  V  ,=  V^,,  et 

Ton  voit  que ,  pour  la  même  raison ,  les  fonctions  (5)  se- 
ront toutes  égales  entre  elles  ^D'ailleurs  les  n  fonctions  (5) 
correspondent  respectivement  aux  permutations  (4)9  qui 
sont  évideiûment  distinctes  et  différeiites  des  permuta- 
tions (3)5  donc  elles  se  trouveront  parmi  les  M  fone- 
tîons  (i) ,  et  Ton  aura,  par  suite, 

M  =  2  «     ou     M  >  2  /?, 
Sî  M  >  2  /i  et  que  V^„  désigne  Tune  des  valeurs  de  V  dis- 
tinctes de  V^  et  de  V^/,  on  fera  voir,  comme  précédem- 
ment, que  la  série  (i)  contient  n  nouveaux  termes 

fous  égaux  entre  eux  :  on  aura ,  par  conséquent^ 

M==3/?     ou     M^3/i; 
et,  en  poursuivant  ce  raisonnement,  on  voit  que  les  M 
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fonctions  de  la  série  (i)  se  partageront  nécessairement  en 
un  certain  nombre  a  de  groupes  composés  cbacun  de  n 
fonctions  égales  entre  elles  :  on  aura  donc 

M  =  ft/i,      d'où     p=:— 5 

le  nombre  /x  des  valeurs  distinctes  de  Y  est  donc  un  divi- 
seur du  produit  M=i.2.3.../7i,  comme  nous  Pavions 
annoncé. 

Ce  tbéorème  a  été  démontré ,  pour  la  première  fois,  par 
Lagrange ,  dans  le  Mémoii'e  cité  plus  haut.  Nous  avons 
suivi ^  dans  la  démonstration  précédente,  la  marche  indi- 
quée par  M.  Cauchy  dans  son  Mémoire  sur  le  nombre  des 
valeurs  que  peut  prendre  une  Jonction  quand  on  y  per- 
mute les  lettres  quelle  renferme  ^  Mémoire  qui  fait  partie 
du  tome  X  du  Journal  de  P École  Polytechnique, 

Des  fonctions  semblables. 

Deux  fonctions  de  m  quantités  sont  dites  semblables 
lorsque  les  substitutions  qui  changent  la  valeur  de  Tune 
changent  aussi  la  valeur  de  Tautre,  ou,  ce  qui  revient  au 
même ,  lorsque  les  substitutions  qui  laissent  Fune  d'elles 
invariable  ne  produisent  non  plus  aucun  changement  sur 
l'autre. 

Ainsi ,  deux  fonctions  symétriques  des  m  racines  d'une 
équation  sont  deux  fonctions  semblables  qui  ne  peuvent 
prendre  chacune  quVne  seule  valeur*,  et,  plus  générale- 


ment, SI 


X|  ,  JTj  ,  .  .  .  y  Xfin 


désignent  les  m  racines  d'une  équation  de  degré  m ,  deux 
fonctions  symétriques  de  n  d'entre  elles , 

par  exemple ,  seront  aussi  deux  fonctions  semblables  des 
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tn  racines ,  et  chacune  d'elles  pourra  acquérir  un  nombre 
de  valeurs  égal  au  nombre  des  combinaisons  de  m  lettre^ 
fi  à  w ,  c'est-à-dire  égal  à 

m(m  —  i),  .  .(m  —  «  -f-  i) 

I .2. . .A 

Nous  ne  considérons  ici  que  des  fonction^  rationnelle3. 

Propriété  des  Jonctions  semblables  des  racines  d'une 

équation. 

Deux  fonctions  semblables  des  racines  d'une  équation 
çont  exprimables  rationnellement  l'une  par  Pautre,  eu 
çorte  que  si  l'on  connaît  la  yaleur  d'une  fonction  quelconr 
que  des  racines ,  on  pourra  déterminer  la  valeur  de  toutes 
les  fonction^  semblables. 

Il  y  a  pourtant  quelques  cas  d'exception  que  nous  exa-ç 
minerons  en  détail. 

Soient ,  en  effet , 

les  m  racines  de  l'équation 

et 

y    =    r    \^Xy  ^   X-2  y   .    .    .    j    Xg^jy 

X  "~^y    \^\y  ^2y  •  •  •  î   ^m)  % 

deux  fonction^  rationnelles  et  semblables  de  ces  racines^ 
dont  la  première  est  supposée  ayoir  une  yaleur  connue. 

Appliquons  simultanément,  aux  fonctions  F  etjf*,  toutes| 
)es  1.2. 3...  m  substitution^  possibles;  il  en  résultera 
pour  V  un  certain  nombre  /ui  de  valeurs  distinctes ,  quç  je 
représente  par 

(  2  )  V, ,  Va  , .  .  .  ,  Y/'-  y 
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et  pour  la  fonction  semblable  y^  les  \k  valeurs  correspon- 
dantes 

(3)  ^1,  /j, . . . ,  Jik- 

On  peut  former,  par  la  mséthode  indiquée  dans  la  troi- 
sième leçon,  Féquation  qui  a  pour  racines  les  p  valeurs 
de  V  :  soit 

(4)  V^4-P.V'*-'-4-P,V'*"'-4-...  +  P;«^,V4-P;u  =  o, 

ou 

^/(V)  =  o, 

cette  équation  ,  dont  les  coefficients  sont  exprimables  ra- 
tionnellement par  ceux  de  Téquation  proposée.  On  pour- 
rait former,  de  la  même  manière ,  l'équation  qui  a  pour 
racines  les  \l  valeurs  à.^  y\  mais  cette  équation  ne  nous 
sera  pas  nécessaire. 

Considérons  maintenant  la  fonction 

où  n  est  un  nombre  entier  quelconque  -,  les  valeurs  que 
peut  prendre  cette  fonction  par  les  diverses  substitutions 
seront  évidemment 

puisque,  généralement,  toute  substitution  qui  change  V 
en  Vp  change  aussi  y  en  j^,  et  il  suit  de  là  (troisième 
leçon)  que  la  quantité 

v.V.  H-  v,v,  4-  VaVa +. . .  4-  v;/^ 

sera  une  fonction  symétrique  des  m  racines  j:, ,  j:,, . . . ,  x,,,, 
et  qu'elle  pourra,  par  conséquent,  s'exprimer  ration- 
nellement en  fonction  des  coefïicients  /^i,  pi,  etc.,']de  le- 
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quation  (i),  quel  que  soit  l'entier  n.  Donnons  à  n  les  va- 
leurs successives  o,  i,  2,. . . ,  (/ix —  *)»  ®t  posons 

Les  seconds  membres  fo,  ^i,  etc.,  de  ces  équations  sont 
tous  exprimables  rationnellement  en  fonction  des  coeffi- 
cients de  l'équation  proposée  et  des  quantités  connues 
qui  entrent  dans  F  et  /*5  on  peut  donc  les  considérer 
comme  con,nus,  et  si  l'on  résout  les  /jl  équations  (5)  par 
rapport  à  y , ,  y^ , . . . ,  7^ ,  chacune  de  ces  valeurs  de  y  se 
trouvera  exprimée,  comnie  pn  va  voir,  en  fonction  ra- 
tionnelle de  la  valeur  correspondante  de  V. 

Ajoutons  les  équations  (5),  après  les  avoip  multipliées 
respectivement  par  les  facteurs 

et  faisons ,  pour  abréger, 
pn  aur£^ 

(7)       j  ___ 

et  si  l'on  veut  la  valeur  de  yp  par  exemple ,  il  suffira  de 
déterminer  les  facteurs  io>  ^1  ?  etc.,  de  manière  que  l'oi^ 
ait 

(9)  y(y.)  =  o,     y(VO.=  o,...,     <p(Y^.)  =  q, 
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excepté  y  (Vp)  =  o;  alors  réqqalion  (7)  donnera 


i53 


(9) 


t(v-) 


et  il  ne  reste  plus  qu'à  trouver  les  valeurs  de  ^o  9  ^1 9  etc.; 
ce  que  l'on  peut  faire  très-aisément  de  la  manière  sui- 
vante. 

Les  équations  (8)  qui  déterminent  ces  facteurs  expri- 
ment que  l'équation 

f(V)  =  o 

a  pour  racines  Vj ,  Vj , . . . ,  V^ ,  excepté  V^  5  mais  l'équa- 
tion (4) 

a  ces  mêmes  racines ,  y  compris  V^  ;  et  comme  d'ailleurs 
les  plus  hautes  puissances  de  V  dans  (f  (V)  et  dans  ^p  (V) 
ont  pour  coefficient  Tunité,  on  aura  identiquement 


?(V)  = 


V  — V, 


ou,  en  développant  le  quotient  de  i(i  (V)  par  V  —  Vp , 


t{V)  =  V' 


.</.—• 


y/* 


—a 


p» 

v*- 

■'+.. 

. + p/<-. 

P.V, 

+  Pm-. 

n 

+ P/-»  y; 

• 
• 

• 
• 

+p.v;'  ' 

+yr- 

En  identifiant  cette  valeur  de  (j)  (  V)  avec  celle  donnée  par 
l'équation  (6),  on  obtient  les  valeurs  suivantes  des  fac- 
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leurs  i  : 

A^^a  =  Pj  -f-  Vp, 

f    1  ..     .  —  p.  -J-.  p.  V.  -J-  D    V'     •    ''^^ 

(10) 


>;^  =  P,  4- P,  Vp  4- p.  Vp  +  v;,, 


Ào  .  .  .  P/t*— I    "^   P/X— 2    ▼  p  "+•  .   •   .  -t-  P|  Vp  ■+•  V 

Ces  facteurs  étant  tous  exprimés  en  fonction  de  V^  et  des 
quantités  connues ,  il  en  sera  de  même  de  y^  .  On  peut 
donner  à  l'expression  de  j^^  une  forme  très-simple. 
En  faisant ,  pour  abréger  l'écriture , 

T^_,   =    ifi—X  -+-   P|  //A— 2  -h   P2  '/*— 3  -+-  •   •   •  -H  P/A— 2  t\    -h   P/A  — I  ^0  9 
T^— a  =  '^tA— 2  -H  P|  ^/A— 3  ~H   Pa  ^/lA— 4  "f"  •••'"!"  P/Ji-^i  t^  9 

T^_3  :^  ^/;.— 3  ■+■  P|  ^/*— 4  "+" ~f"  P/A— 3  '0  > 


1  i  t\  -+-   P|  ^0  ) 

To  =  ta  I 

le  numérateur  de  la  valeur  de  jp ,  donnée  par  Féqua^ 
tion  (g),  sera 

To  V^^"'  -+-  T,  Vp'^-V  ...  4-  Ta_a  Vp  -h  T^-.  5 

pt  quant  au  dénominateur,  il  est  égal  à  ^(V^»),  c'est-à- 
dire  à  la  valeur  que  prend  la  fraction  ^^  ^  pour  V=  V^  : 
cette  valeur  est  ^'  (  V^  ),  ^'  désignant  la  dérivée  de  ^.  Or, 

f  (V)  =r  fiV''-'  +  (p.  -  i)p.  V^-'-h.  .  .-+-P^._,5 


V  *' 
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on  aura  donc  la  valeur  suivaute  de  r^  : 


(")r»= 


T. V^^  '  +  T.  V^^  •  -t- . . . + T^_,  V^  +  P^_. 
f^^r'  H-  {(»  -  «)  p.  Vp^" '+ •  •  •  +  ^  V.  Vp  +  V. 


OU,  en  désignant  simplement  par  Y  Tune  quelconque 
des  valeurs  V, ,  Vj,  etc.,  par  j*  la  valeur  correspondante 
de/, 

(12)     Y  = ; ; ^ > 

îaleurque  nous  représenterons  aussi,  pour  abréger,  par 

Examen  des  cas  particuliers  qui  font  exception. 

D'après  ce  qui  précède,  les  valeurs  àejx  »  X»  v  •  ?  >'»  *'®^' 
primeront  rationnellement  en  fonction  de  V, ,  Vj, . . . ,  V  '  ^ 
respectivement  par  les  formules 

Mais  quelque srunes  de  ces  équations  seront  illusoires  si 

Féquation 

4,(V)  =  o 

a  des  racines  égales;  elles  le  seront  même  toutes  si  la 
précédente  équation  en  V  n'a  que  des  racines  multiples. 
Toutefois,  si  Vp  est  une  racine  simple  de  l'équation  en  V, 
la  valeur  correspondante/  sera,  dans  tous  les  cas,  don-. 

Pfe  par  la  formule 


P 


f(Vp) 
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Les  cas  d'exception  que  nous  venons  de  signaler  peuvent 
évidemment  se  présenter  ]  car,  bien  que  les  fonctions 

V|  ,    Va ,  .  .  .  ,   V^ 

soient  distinctes,  quant  à  la  forme  algébrique,  si  les  quan- 
ti tés  Xi,  Xs,  etc.,  dont  elles  dépendent ^  ont  des  valeurs 
déterminées^  quelques-unes  de  ces  fonctions  peuvent  être 
numériquement  égales.  Alors  les  équations  (5)  sontinsuf-- 
(isantes  pour  déterminer  j^i ,  /j ,  etc. 

Supposons ,  par  exemple,  que  V|=Vi,  mais  que  toutes 
les  autres  valeurs  de  V  soient  différentes  et  distinctes  de  Vi  : 
les  inconnues  yi  et  j^j  n'entreront  dans  les  équations  (5) 
que  combinées  entre  elles  par  voie  d'addition,  et  ces  équa- 
tions (5)  ne  pourront  déterminer  que 

qui  sont  au  nombre  de  fx  —  i  5  l'une  des  équations  (5)  de- 
viendra inutile,  et,  en  se  bornant  aux  [i  — i  premières, 
on  aura 

V.  (r.  4- r»)  -4-  v.ra  +. . .  + v^7^=  t., 
vî  (r. -hrO -+-v: /.,  +  . .  .4-v;  7^  =  f„ 


fJL-l  jUL—l  fi—i 

En  opérant  sur  ces  équations,  comme  nous  Favons  fait  sur 
les  équations  (5),  on  déterminera  les  inconnues 

Ji  +  J2>  73,. ...  jr^, 

qui  se  trouveront  exprimées  respectivement  en  fonction 
rationnelle  de 

V,  ou  V„   V3,.,.,   V^. 
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Et  généralement  si  Téquatioii 

a  a  racines  égales  à  Vi^  6  racines  égales  à  Vj,  etc.,  les 
équations  (5),  dont  quelques-unes  deviendront  alors  inu- 
tiles ,  ne  pourront  faire  connaître  que  la  somme  des  a  va- 
leurs de  y^  qui  correspondent  aux  a  valeurs  de  V  égales 
à  Vi  5  en  fonction  rationnelle  de  Vi  5  celle  des  6  valeurs 
de  j^,  qui  correspondent  aux  6  valeurs  de  V  égales  à  V,, 
en  fonction  rationnelle  de  Vj ,  et  ainsi  de  suite.  Voici 
comment  on  pourra ,  dans  ce  cas ,  déterminer  les  valeurs 
iejr. 

Supposons  qu'on  ait  ces  a  valeurs  de  V  égales  entre 
elles, 

V I  =  V2  ^^  •  •  .  ^^  '  a  ' 

on  pourra  calculer,  en  fonction  de  Vi ,  la  somme 

Xi  -f-r^-f- — \-XoL' 

On  pourra  aussi  calculer,  de  la  même  manière ,  la  somme 
des  carrés  de  ces  quantités,  la  somme  de  leurs  cubes,  etc., 
et  enfin  la  somme  de  leurs  puissances  a  ;  on  pourra  donc 
former  (  troisième  leçon)  l'équation  de  degré  a ,  qui  a  pour 
racines  les  quantités  j^i  5  /i  ?  •  • .  ?  J^^j .  Ainsi ,  quand  l'équa- 
tion en  V  a  des  racines  égales ,  la  détermination  de  la 
fonction  jr^  semblable  à  V,  peut  dépendre  d'une  équation 
du  second,  Ou  du  troisième,  ou  etc.,  degré. 

On  peut  former,  sans  faire  de  nouveaux  calculs,  la 
somme  des  valeurs  de  y  qui  correspondent  aux  valeurs 
^ales  de  V,  et  la  déduire  des  équations  (i3).  Supposons, 
par  exemple,  que  Vj  =  Vj,  mais  que  les  autres  valeurs 
Vs ,  V4 ,  etc.,  soient  différentes  de  \'i  5  augmentons  les  coef- 
ficients deTéquation  proposée  (i)  de  quantités  infiniment 
petites,  de  manière  que  Vj  ne  soit  plus  égal  à  Vj ,  et  po- 
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sons  V,  =  Yi  -h  A  9  h  étant  un  infiniment  petit  :  on  aura 

,  _e(V.)  _e(V.4-A) 

Soit 

+  (V)  =  (V-V.)(V-V.-A)4,.{V); 

on  aura,  en  différentiant, 

f(V)  =  (V-V,)(V-.V.-/0^^;(V)■4-[2(V-V.)-A^^^.(V), 

et,  par  suite, 

f  (V,)  =  ->i4;.(V.),      ^I''(V,-hA)  =  /i+.(V.4-A), 

OU,  eu  négligeant  les  puissances  de  h  supérieures  à  la 
première  dans  «p'  (  Vi  -H  A) , 

D'après  cela,  les  valeurs  deyi  et^t  seront 


donc 


_~e(V.)  _e(v.4-A) 

•^'~  A4;.(V.)  '     -^^^    Af  (V.)  ' 


e(V.-i-A)-e(v.) 

ri4- J3  =  — ^ 


A+.(V.) 


Cette  équation  est  inexacte ,  puisque  nous  avons  négligé 
les  puissances  de  h  supérieures  à  la  première^  mais  elle 
sera  exacte  à  la  limite,  pour  A  =  o,  c'est-à-dire  quand 
on  égalera  à  zéro  les  quantités  ajoutées  aux  coefficients  de 
l'équation  proposée.  Or,  pour  A  =  o,  on  a 

e(v.  +  /0-e(V,)^^,^y_^ 
et 
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c'est-à-dire 

on  aura  donc ,  enfin , 

2     -f'(v,)' 

et  Ton  ferait  Yoir  assez  aisément  que  si  l'on  a ,  en  général , 

V|  =  V2  =  ...   =  Va  9 

on  aura  en  même  temps 

(,4)  ri-f-r»-H---+-ra  ^  Q^-"(v.) . 

r  (V.)  ' 

• 

en  sorte  qu'on  obtiendra  la  moyenne  arithmétique  des 
valeurs  de  y  qui  correspondent  aux  valeurs  de  Y  égales 
à  V, ,  en  prenant  la  valeur  illusoire  de  ^i ,  donnée  par  les 
équations  (i3),  et  substituant  au  numérateur  et  au  dé- 
nominateur de  cette  valeur  de  yx  )  leurs  dérivées  d'ordre 
a — I  par  rapport  à  Vf  La  démonstration  de  l'équa- 
tion (i4)  n'offre  aucune  difficulté-,  mais  comme  cette 
formule  est  seulement  curieuse  et  ne  nous  sera  d'aucune 
utilité,  nous  nous  bornerons  aux  développements  qui 
précèdent. 

Méthode  pour  calculer  une  fonction  des  racines  d'une 
équation,  quand  on  connaît  une  autre  fonction 
quelconque  des  racines, 

La  théorie  qui  vient  d'être  exposée  peut  être  aisément 
étendue  au  cas  où  la  fonction  inconnue  y  n'est  pas  sem- 
blable à  la  fonction  donnée  Y. 

Nous  désignerons  toujours  par  Xi ,  .r, ,...,  jr,„  les  /;/ 
racines  de  l'équation  proposée,  et  par  M  le  produit 
1.2. 3... m.  Si   Ton  applique  simultanément  aux  deux 
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fonctions  \€ty  les  M  substitutions  que  l'on  peut  faire  ^ 
il  en  résultera  pour  V,  M  valeurs , 

*  V| ,  Vj^  V3 ,  .  . .  j  Vk  j 

et  pour  y^  M  valeurs  correspondantes 

Xiy  x^9  y^>  •  •  •  j  yrk\ 

le  nombre  des  valeurs  distinctes  de  V  où  dey,  s'il  n'est 
pas  égal  à  M,  sera  un  diviseur  de  M,  ainsi  que  nous 
l'avons  démontré  au  commencement  de  cette  leçon.  II 
convient  de  distinguer  deux  cas  : 

1^.  Supposons  d'abord  que  les  M  valeurs  de  V  soient 
distinctes,  algébriquement  parlant,  ce  qui  n'empêchera 
pas  que  quelques-unes  de  ces  valeurs  ne  puissent  être 
numériquement  égales,  et  ne  faisons  d'ailleurs  aucune 
hypothèse  sur  le  nombre  des  valeurs  distinctes  de  y. 
Dans  ce  cas ,  la  méthode  précédemment  exposée  s'appli* 
quera,  sans  modification,  à  la  détermination  de  chaque 
valeur  de  y  en  fonction  de  la  valeur  correspondante  de  V. 
On  aura  toujours ,  en  conservant  nos  mêmes  notations , 

^  ""pV^-+{fx_i)P.v^-V  .  .4-?.P^_,v-hP^I,  ■" f  ( V)' 

seulement,  on  aura  ici  fx  =  M,  et  en  donnant  à  V  succes- 
sivemenjL  ses  M  valeurs,  l'équation  précédente  fera  con- 
naître toutes  les  valeurs  de  y  chacune  répétées  le  même 
nombre  de  fois ,  et  exprimées  chacune  par  la  valeur  de  V 
correspondante.  Si  l'équation  t|;(V)  =  o  a  des  racines 
égales ,  on  opérera  comme  si  V  et  j^  étaient  des  fonctions 
semblables. 

2**.  Supposons  que  le  nombre  des  valeurs  distinctes  de  V 
soit  moindre  que  M  :  désignons-le  par  |ui^  et  posons 
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les  M  valeurs  de  V 

s 

Vi  ,   Vj  ,     • .  ,  Vm ) 

se  partageront  alors  en  (jl  groupes  contenant  chacun  n 
valeurs  égales.  Soient 

▼  i>      Vj)*......)  Vji, 

Vii-f.i  j  Vn^j, »  Vj,,, 


ces  jui  groupes,  et  désignons  toujours  parj^^  la  valeur  de  y 
correspondante  à  Y^,  • 

Pour  ramener  ce  cas  k  celui  des  fonctions  semblables  , 
désignons  par  z  une  fonction  symétrique  et  rationnelle 
quelconque  des  quantités 

X 1 9  jf'iy  •  •  •  >  y^y 

m 

il  est  évident  que  Y  et  z  seront  des  fonctions  semblables  ; 
on  pourra  donc  e:cprimer  z  en  fonction  rationnelle  de  Y. 
Quand  on  aura  ainsi  calculé  n  fonctions  symétriques 
des  quantités ^1 ,  j^, ,...,  j^„ ,  on  pourra  former  Téquation 
du  degré  n ,  qui  a  pour  racines  ces  n  valeurs  de^. 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  qu'on  pourra  toujours 
déterminer  les  racines  x^^  ^sv»  ^m  d^une  équation 
donnée ,  si  Ton  connaît  la  valeur  d'une  fonction  Y  de  ces 
racines  ;  pourvu  que  les  i .  2 . 3  . .  •  m  valeurs  que  prend 
cette  fonction ,  quand  on  y  permute  les  racines ,  soient 
différentes,  non- seulement  sous  le  rapport  de  la  forme 
algébrique,  mais  encore  au  point  de  vue  numérique. 

En  effet ,  on  peut  supposer  que  la  fonclÎDn  inconnue  j^  se 
réduise  à  l'une  quelconque  des  racines ,  à  Xx  par  exemple; 
alors  on  pourra  exprimer  Xi  en  fonction  rationnelle 
de  V  et  des  coefficients  de  l'équation  proposée  :  si  ensuite 
on  suppose  que  y  se  réduise  à  une  autre  racine  x^ ,  on 
pourra  de  même   exprimer  r,  en  fonction  rationnelle 

II 
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de  V,  et  ainsi  de  suite.  D^où  il  résulte  que  si  la  valeur 
donnée  de  V  est  commensurable ,  les  racines  de  Téquation 
proposée  seront  toutes  commensurables. 

Mais  si  la  fonction  V  n'a  pas  toutes  ses  valeurs  dis- 
tinctes ,  que  Ton  ait ,  par  exemple , 

?,   =  ¥,=:  V,, 

et  si ,  faisant  toujours  j  =  Xi ,  le»  vakurs  de  y  corres- 
pondantes sont 

la  méthode  précédente  ne  fera  plus  connaître  ces  racines  ,~ 
elle  permettra  seulement  de  former  Téquation  du  troi- 
sième degré  dont  elles  dépendent . 

La  théorie  qui  vient  d'être  exposée  comprend  tout  ce 
que  Ton  sait  de  plus  général  sur  l'abaissement  des  équa- 
tions quand  on  connaît  une  relation  entre  les  racine», 
car  ce  ca^s  est  évidemment  lé  même  que  celui  où  l'^oi^ 
donne  la  valeur  d'uae  fonction  des  racines. 
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Application  die  la  théorie  exposée  dans  la  leçon  précédente.  —  Nouvelle 
démonsCration  d'un  théorème  étaMI  danseette  lei^n. 


AppUtatwn  de  la  théorie  exposée  dans  la  leçon 

précédente. 

Quoique  la  théorie  eîeposée  dagïs  la  précëclente  leçon 
soit  très-simple ,  je  ne  crois  pas  iniilile  de  montrer  sur 
tin  exemple  comment  les  calcuk  ifoivent  être  exécutés. 

Nous  nous  proposerons  de  calculer  l'une  des  trois  ra-^ 
cines  Xtj  x^^  x^  de  l'équation  du  troisième  degré 

:rt  par  exemple,  sachant  que  la  foiîctioii 

V  =  ±i  -h  a  JCî  —  4  •'s 
est^aleà  3. 

Faisons 

et  appliquons  axKs:  fonctions  T  et  jr  le^  i .  ^.  3*  :^  6  sfdbsiâ<^ 

tutions 

(Xi^  Xiy  X^\  / ^1  ,  Xa ,  Xj \  I  ^1  >  *» »  •''^j \ 

(Xiy    X^^    X^\  /  Xly    Xi^X^\  [XiyX^yX^\^ 

il  en  résultera  les  six  valeurs  suivafnte^  pou^  V  et  j^  : 
V2=Xi-l-»jf4  —  ^x^iy     Xt^^^^y 

V3  "^^^  X2  -T"  2Xa        4  ^ij  X^  "^~  ^2  > 

V4  =  Xj  -l-  2  X| 4  "^2  7  J*^*  ■""  ^'  > 

Vi  =  ^3  ~t~  2  X|  4  "^2  >  .Xi  ^^   ^'i  > 

Vj^^  X3  -1-  2  Xj  —  4*^(  9  X*  ~^  ^** 


II. 
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Soit 

V«-|-P,V^4-P,V^4-P3V^H-  P4 V» -h  PsV -+.?,=:  o 

Fëquationqui  a  poar  racines  les  six  valeurs  deV^  on  trouve 

P,=  I2,     P^=:  — 2,     Pa=— 336, 
P4= — 287,    P»=2o52,     Pt=:2oi6; 

il  faut  calculer  ensuite  les  quantités  fo?  ^1 9  ^o  ^s  9  '4  9  '•> 
telles  que 

2vr=.„ 

par  la  méthode  des  fonctions  symétriques  :  on  trouve 
ainsi 

^0=12,      f ,  =  — 16,      /3=2649 

ra  =  — 1240,     r,  =  11592,     ^5=  —  80296; 
et  en  posant,  comme  précédemment, 

T»  =  fft  +  P,  ^4  -f-  P,/3  -h  Pa^î  -h  P4  fi  -h  Pft^er 
T4  =  I4  -f-  Pi  ^3  ■+•  Pi^î  +  Pa^i  H-  P4  ^or 
T3  =  ^3  -+-  P.  t,  4-  Pi  ^.  +  P3 1. , 
T,  =  /,  +  P,r,4-P,fo, 

T,=  ?,  +  P,ro, 


r 


I  N 

I 
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OU  a 

Ts=i8oo,     T4  =  — 1884,     T3  =  — 2072, 
T,  =  48,     T,  =  128,     T,=  i2. 

Maintenant  la  formule  générale 

_      T,  V^  +  T.  V^  -h  T,V^  H-  Ta  y  -h  T4  V  4-  Ts 
^ "" 6  V*-h  5P.  V*-h 4P2  V^-i-  3  P3  V'-f-  2P4  V  4-  P/ 

où  Ton  doit  affecter  j^  et  V  âe  mêmes  indices ,  devient 

_  12  V* -h  1 28 V^ 4- 48 V^—  2072  V'—  1884V  4- 1800 
•^^     6V*4-6oV*— 8V=»—  1 008  V*  — 574  V -f-2o52     ' 

Pour  avoir  la  racine  oTi,  il  faut  faire  V  =  3 ,  et  l'on  trouve 
ainsi 

_-792o_ 
—  2040 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  les  calculs  auxquels 
conduit  notre  théorie  sont  d'une  longueur  rebutante, 
même  dans  les  cas  les  plus  simples^  mais  il  ne  faut  pas 
oublier  que  nous  nous  plaçons  au  point  de  vue  théo- 
rique, bien  plutôt  qu'à  celui  de  l'application.  Toutefois 
ces  calculs  se  simplifient  en  suivant  une  nouvelle  marche 
indiquée  par  Gallois  et  que  nous  allons  faire  connaître. 

Nouvelle  démonstration  d'un  théorème  établi  dans  la 

leçon  précédente. 

Théorème.  —  Si 

est  une  équation  quelconque  de  degré  m,  mais  qui  n^a 
pas  de  racines  égales^  et  que 

ioit  une  Jonction  rationnelle  des  racines  jCi,  JCj , . .  m  ^»u 


%66  DOUZIEME   LEÇOJN. 

de  F  équation  (i) ,  tellement  choisie  ^  que  les  i  «  2  •  3 ...  ut 
'Valeurs  quelle  prend,  quand  on  jr  permute  les  racines^ 
soient  toutes  différentes,  on  pourra  exprimer  les  m  ra- 
cines Xt  )  Xi , .  • . ,  Xm  en  fonction  rationnelle  de  V. 

Voici  comment  GalloU  d^moatre  ce  théorème  datas  le 
Mémoire  inséré  au  tome  XI  du  Journal  de  Mathénui- 
tiques  de  M.  liiouville. 

Nous  désignerons  par  Vf  la  valeur  donnée  de  V,  et  par 

les  fx  ==  1 . 2 . 3 -  •  •  (m  — ri)  valeurs  que  pr«nd  V,  quand 
on  y  permute  les  m  —  i  racines 

sans  changer  la  place  de  x^ .  On  aura  alors  une  équatioii 
en  V  du  d^ré  |x,  savoir  : 

(^)  (v-.vo{v~y,)...(v^v^)  =  o, 

dont  les  racines  Vj,  Vj,  etc.,  seront  toutes  différentes  et 
dont  les  coefficients,  qui  sont  des  fonctions  symétriques 
des  racines  x, ,  x, , . . . ,  x«  de  Téquation 

s^exprimeroi^t  rationnellement  par  les  coefficients  de  cette 
équation ,  c^est-à-dire  en  fonction  de  Xi  et  des  coefficients 
de  Féquation  proposée  (i).  Par  suite,  Téquation  (2)  pourra 
être  mise  sous  la  forme 

(3)  F(V.x,)=o, 

F  Résignant  une  fonction  rationnelle  de  V  et  de  Xf,  Or 
l'équation  (2),  ou  Téquation  (3),  est  satisfaite  pour  V=V,5 
on  aura  donc  identiquement 
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D  OÙ  il  suit  que  Téqualion 

(4)  F(V.,  ^)  =  o 

sera  satisfaite  pour 


JC      m  .»    I       JC\     M 


et,  par  conséquent,  les  équations  (i)  et  (4)  auront  une 
racine  commune  Xf.  Je  dis ,  de  plus ,  que  ces  équations  ne 
sauraient  avoir  d'autre  racine  commune.  Supposons,  ei| 
effet,  que  Féquation  (4)  soit  satisfaite  pour  x  =  Xs,  on 
aura  identiquement 

F(V,,  X,)  =0; 
par  suite ,  Téquation 

(5)  F(V,  x3)  =  o 

sera  satisfaite  pour  V  =r  Vf  Or  Féquation  (5)  se  déduit 
deTéquation  (3),  ou  de  Féquation  (a),  en  changeant  x^ 
et  Xi  Tune  dans  l'autre  :  d'ailleurs ,  par  ce  changement , 
les  quantités  Vi ,  Vt,.»»?  V^  se  changent  en  d'autres  V',, 
V',,...,  V'  ,  toutes  distinétes  des  premières  par  hypo- 
thèse-, Féquation  (5  )  peut  donc  se  mettre  sous  la  forme 

(v-v.)  (v-.v,)...  (v-v;)  =  o, 

et  Ton  voit  qu'elle  ne  saurait  avoir  V|  pour  racine. 

Les  équations  (i)  et  (4)  n'ayant  que  la  seule  racine 
commune  Xi ,  on  déterminera  aisément  cette  racine.  Pour 
cela  on  cherchera  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 
/(x)  et  F  (Vi,  x),  et  l'on  poussera  l'opération  jusqu'à 
ce  qu  on  obtienne  un  reste  du  premier  degré  en  x  :  en 
égalant  à  zéro  ce  reste,  on  aura  une  équation  qui  fera 
connaître  la  valeur  de  Xy , 

j:,  =:^|;(V,)      OU      a:,  =|{V); 

et  cette  valeur  de  Xi  sera  évidemment  rationnelle  en  V,. 
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car  ropération  du  plus  grand  commun  diviseur  ne  peut 
jamais  introduire  de  radicaux. 

On  pourrait  opérer  de  même  pour  trouver  les  autres 
racines ,  et  l'on  aurait  ainsi  pour  toutes  ces  racines  des 
expressions  rationnelles^  telles  que 

a:,  =  4», (V),    JP2  =  ^^2(v),...,    x;»  =  4;„ (V). 

CorollaireI. — L'équation  enVdiii  degré  M=x. 2. 3.../», 
qui  a  pour  racines  toutes  le&  M  valeurs  de  Y,  et  dont  les 
coefficients  s'expriment  rationnellement  par  ceux  de  Té^ 
quation  proposée ,  jouit  d'une  propriété  remarquable  qui 
consiste  en  ce  que  toutes  ses  racines  peuvent  être  expri- 
mées rationnellement  par  Tune  quelconque  d'entre  elles. 
Soient,  en  effet,  V  et  V,  deux  des  valeurs  de  V;  V,  est  une 
fonction  rationnelle  des  racines  jT] ,  J^s,. . . ,  x,„,  lesquelles , 
d'après  ce  qui  précède,  sont  des  fonctions  rationnelles 
de  y  :  on  aura  donc 

Va=0(V), 

0  désignant  une  fonction  rationnelle. 

Corollaire  II.  —  On  peut  aussi  déduire,  de  ce  qui 
précède,  la  proposition  suivante  : 

Etant  données  tant  d^ irrationnelles  algébriques  qu'on 
voudra,  on  peut  toujours  les  exprimer  toutes  en  fonction 
rationnelle  d*une  même  irrationnelle. 

Soient,  en  effet, 


•2*1   ,         J7j  y    .     .     .   ,        J", 


ny 


n  irrationnelles  algébriques  quelconques  ;  on  pourra  for- 
mer  une  équation  d'un  certain  degré  m,  à  coefficients 
çommensurables,  dont  ces  n  quantités  seront  racines,  et 
qui  n*aura  pas  de  racines  égales.  Soient 

içs  m  raciuses  de  cette  équation,  et  désignons  par  V  unç 
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foDCtion  4'ationnclle  de  ces  m  racines  telle,  que  les  va- 
leurs qu'elle  prend  par  les  substitutions  soient  toutes  dis- 
tinctes. V  sera  une  irrationnelle  algébrique  en  fonction 
de  laquelle  les  n  irrationnelles  données  pourront  s'expri- 
mer rationnellement,  d'après  le  théorème  précédent. 

Nous  admettons  comme  évident  qu'on  peut  toujours 
former  une  fonction  rationnelle  de  m  quantités  inégales 
telle,  que  les  i .  a .3 ...  m  valeurs  qu'on  en  déduit  par  les 
substitutions  soient  diiférentes. 

^application  à  un  exemple.  —  Le  théorème  précé- 
dent fournit  une  méthode  beaucoup  plus  simple  que  celle 
qui  résulte  de  la  théorie  de  Lagrange,  pour  déterminer 
les  racines  d'une  équation  quand  on  se  donne  une  fonc- 
tion de  ces  racines.  Nous  prendrons  comme  exemple  le 
cas  de  Téquation  du  troisième  degré. 

Soit  Téqualion 

(i)  jr^4->3|.r'  -^ p^x  4-/?j  =•  o, 

et  posons 

Y  =  axx  H-  bxi  H-  cx^. 

Eu  permutant  les  lettres  Xt  et  x^^  on  aura  ces  deux  va- 
leurs de  V, 

V,  =  axy  -h  bxi  H-  cx^ , 

V2  =  «X,  -h  bx-^  -I-  cxt\ 

l'équation  en  V  sera  alors 

(V-V.)  (V-V,)  =  o, 
ou 

V*—  [2flX,  -|-(^  4-c)  (j-j-hJTa)]  V 

4- [a»xî  ^- £1  (A-|-c)x,  (xj-hJTj)  4- ^c  (xî-hx5)-4-(ô'H-c*)  x,xj  =0. 

On  peut  chasser  x^  et  x^  de  celte  équation  à  l'aide  des  re- 
lations 

^2  -I-  X3  =  —  /?,  —  X, , 

X^X.  =z  p^  —  X,  (Xa  -h  J?3)  =  />a  -f-  Px  X,-\-  X\, 

K-^<  —  (p\  —  ^P7)  —  X], 
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et  Ton  aura 

r         (rt'  -h  b^  -^  c^-^  nb  —  ac—  bc)x]  1  }  =  ^• 

Il  faudra  maintenant,  pour  avoir  Xi ,  faire  x  =  oti  dans 
le  premier  membre  de  Tëquation  (i)  et  chercher  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  le  polynôme  que  Ton  ob- 
tiendra ainsi  et  le  premier  membre  de  l'équation  (a)  : 
il  n'y  a  même  aucun  calcul  à  faire  dans  le  cas  particulier 
où  Ton  a 

a*  -+-  A'  H-  c-  —  nb  —  ac  —  bc  :=  o; 

car  alors  l'équation  (2)  ne  contient  plus  que  la  première 
puissance  de  Xi ,  et  elle  en  fait  connaître  immédiatement 
la  valeur.  Ce  cas  simple  se  présente  si  Ton  prend  pour  a, 
i,  c  les  trois  racines  cubiques  de  l'unité. 

Soit  a  une  racine  cubique  imaginaire  de  l'unité,   et 
posons 

a  =  1,     b  :=z  oty      c  =z  a', 

on  aura,  en  remarquant  que  a  -H  a'  -h  i  =  o, 

^._ 3V 
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Propriétés  des  racines  de  Inéquation  bui6«ie.  Des  rtcioes  primitives  et  de 
leur  nombre.  -^  Digression  sur  la  résolution  numérique  de  Téquation 
à  laquelle  se  ramène  Téquation  binôme,  quand  on  lai  applique  la 
méthode  d^abaissement  des  équations  réciproques.  Exposition  de  la 
méthode  de  M.  Sturm  pour  la  séparation  des  racines. 


Les  racines  de  Tunité  jouent  un  rôle  important  dans  la 
ihéorie  de  la  résolution  algébrique  des  équations,  dont 
nous  allons  bientôt  nous  occuper;  je  crois  donc  utile  de 
rappeler  ici  les  propriétés  de  ces  racines,  dont  quel- 
ques-unes sont  démontrées  dans  les  Traités  élémentaires 
d'Alg^re. 

Propriétés  des  racines  de  réçuation  binôme.  Des 
racines  primitii^es  et  de  leur  nombre. 

I.  Les  racines  commîmes  à  deux  équations  binômes, 
telles  que 

j;'"=  I,     j?"  =r  I, 

sont  également  racines  de  Inéquation 

ou  9  désigne  le  plus  grand  commun  dii^iseur  des  nom^ 
bres  met  n. 
Supposons,  en  eflet,  que  Ton  ait  à  la  fois 

a"*  =1      et     a"  =  I  ; 

soit  m^n^  et  désignons  par  q  le  quotient  et  par  r  le 
reste  de  la  division  de  m  par  n ,  en  sorte  que  m  z=nq-h  r: 


tJ2  TREIZIEME    LEÇON. 

on  aura 

Mais,  à  cause  de  a"  =  i ,  on  a  aussi  a"*?  =r  i  ^  donc 

D'où  Ton  conclut  aisément  que  si  r,  r',  r^',...,  6  sont  les 
restes  auxquels  conduit  la  recherche  du  plus  grand  com- 
mun diviseur  des  entiers  ni  et  n,  on  aura 

a''=l,   a''=l,...,a=l, 

et ,  par  conséquent .  toute  racine  commune ,  a ,  aux  deux 
équations  proposées ,  est  aussi  racine  de 

11  est  évident  d^ailleurs  que,  réciproquement,  les  racines 
de  cette  dernière  équation  appartiennent  aux  deux  équa- 
tions proposées. 

Il  résulte  de  là  que  si  m  et  n  sont  premiers  entre  eux, 
les  deux  équations 

X*  =  I,  a?**  =  I 

n'ont  d^autre  racine  commune  que  Tunité,  et  que,  si  m 
est  un  nombre  premier,  Téquation 


X"*Z=    I 


n'a  de  racine  commune  autre  que  l'unité,  avec  aucune 
équation  de  même  forme  et  de  degré  moindre. 

II.  Sî  (X  désigne  une  racine  quelconque  de  F  équation 
binôme 


x"" 


toute  puissance  de  a  est  aussi  racine  de  la  même  équa^ 
tion. 

L'équation 


exf"=  1 


entraine,  en  effet, 

a'"*=i,      ou      («*)"•=  î, 
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et,  par  conséquent,  tous  les  termes  de  la  série 


,    u%   a% 


sont  racines^  de  Téquatiou  proposée.  Or,  à  cause  de  a'"=i, 
on  a  aussi 


a'"-*-'=:a,    a»"  "^  "^  ==  a», . 


d'où  il  suit  que  la  série  précédente  contient  au  plus, 
comme  cela  doit  être,  m  quantités  distinctes,  savoir  : 

a,    a%   cây    ..,  a*"-',   a"  OU    i. 

Si  m  est  un  nombre  premier,  et  si  a  n'est  pas  égal  à  l'u- 
nité, les  m  termes  de  la  série  précédente  sont  difiérents; 
car  si  l'on  avait ,  par  exemple , 

n'  et  n  -f-  rt'  étant  inférieurs  à  m,  on  aurait,  en  divisant 


par  a" , 


a'*=  i; 


ce  qui  ne  peut  être,  puisque  Téquation  jr:'"=  i  ne  saurait 
avoir  d'autre  racine  commune  que  Funité  avec  a:"=i.  Il 
en  résulte  ce  théorème  : 

Si  m  est  un  nombre  premier ,  et  que  en  soit  une  racine 
quelconque  de  Véquation 


JC'«=  i, 


autre  que  Vuniléy  les  m,  racines  de  cette  équation  seront 
représentées  par 


a,    a*,  a%...,   a"»""',  a"*. 


Cette  proposition  n^a  plus  lieu  lorsque  m  est  un  nombre 
composé,  et  qu'on  prend  pour  a  une  racine  quelconque  de 


jc*"  =  1  ; 


mais  elle  aura  lieu  évidemment,  d'après  ce  qui  précède, 
si  l'on  prend  pour  a  une  racine  qui  n'appartienne  en 
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même  temps  à  aucune  équation  x"=:&  i  de  éuffté  n  infé- 
rieur à  m. 

Cela  posé,  nous  appellerons  racines  primitives  de  l'é- 
quation binôme 


X'"=:  iy 


les  racines  de  cette  équation  qui  n'appartiennent  à  aus- 
culte équation  de  degré  moindre  et  de  même  forme ,  ttile 
que 

X"  z=  I. 

I 

Si  m  est  premier,  toute  racine  de  j:"'  =  i  ^  autre  que  i  ^ 
est  une  racine  primitive  ]  et ,  dans  tous  les  cas ,  chaque 
racine  primitive  jouît  de  la  propriété  de  pouvoir  donner 
toutes  les  racines  par  ses  diverses  puissances. 

Nous  allons  démontrer  actuellement  l'existence  des  ra- 
cines primitives  pour  toute  équation  binôme,  de  degré 
non  premier,  et  déterminer  en  même  temps  le  nombre  de 
ces  racines  primitives. 

III.  Considérons  d'abord  le  cas  où  le  degré  de  l'équa-* 
tien  binôme 

est  une  puissance  d'un  nombre  premier  p^  et  soit 

toute  racine  non  primitive  de  Téquation 

xP^=i 
doit  appartenir  à  une  équation  telle  que 

DU  d  désigne  un  diviseur  de  p^  :  mais  tout  diviseur  de  p^  ^ 

autre  que  p^  lui-même,  doit  diviser  p^~*;  donc  les  ra- 
cines de  réqjuatiosk  précédente ,i  et,  par  soite^  toutes  les 
racines  non  primiti^^es  de  la  proposée,  doivent  appartenir 


^ 


! 
j 

I 

1 
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à  rëquation         -^ 


x'^        ^  I. 


D'ailleurs  toutes  les  racines  de  cette  dernière  appartiennent 
évidemment  à  la  proposée  ;  le  nombre  des  racines  non  pri- 
mitives de  la  proposée  est  donc  p^""',  et,  par  conséquent, 
celui  des  racines  primitives  est 

pi^  —  pi^'^\    on    /?'*(« j^     ou     m(\ j. 

Nous  allons  faire  connaître  la  manière  dont  sont  for-* 
mées  les  racines  primitives. 
Considérons  toujours  l'équation 

(I)  ^^''^=1, 

et  soient  61  une  racine  quelconque  de  Téqualion 

X^   -=.     \y 

et  une  racine  quelconque  de 

03  nne  racine  quelconque  de 

et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  obtienne  une  dernière 
équation 

dont  nous  désignerons  par  6^  une  racine  quelconque.  Si 
Ton  fait 

celte  expression  de  a,  qui  a  /?'*  valeurs,  puisque  61  a  p 
valeurs ,  qu'à  chacune  d'elles  correspondent  p  valeurs  de 
6j,elc.,  donnera  précisément  les  p^  racines  de  Téqua- 
lion  (i). 
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On  voit  d'abord  que  les  valeurs  de  a  salisfoiU  à  l'ëqua- 
tion  (i),  car  on  a 


et ,  par  suite , 


af    =  I. 


Il  suffit  donc  de  démontrer  que  les  p^  valeurs  de  ol  sont 
distinctes.  Supposons  que  deux  de  ces  valeurs  soient  égales 
entre  elles,  que  l'on  ait,  par  exemple, 

f3)  6|6j63.  .  .6tt_i  6«  =  6   6   6  •••  6'       6'  ; 

en  élevant  cette  égalité  à  la  puissance  /^,  et  se  rappelant 
que 

€f=i,     6,  =  6,,...,     6j^=6^_,, 


(4) 


e:'=..   e;'=6;,...,    6';=6;_., 


on  aura 

(5)  6,  6,63. .  .6y,x_,  =  6|  6^  6j. .  .6 

Des  égalités  (3)  et  (5)  on  tire 

eu  opérant  sur  Tégalité  (5)  comme  nous  venons  de  faire 
sur  l'égalité  (3) ,  on  obtiendra 

ê      =6'     > 

et ,  en  continuant  ainsi ,  on  arrivera  à  cette  conséquence  : 
que  l'égalité  (3)  ne  peut  exister  à  moins  que  les  quanti- 
tés 61,  §8, . .  . ,  ê/x  ne  soient  respectivement  égales  aux 
quantités  ê', ,  6,'  , .  . . ,  6'  .  D'où  il  suit  que  Péquation  (2) 

donnera  effectivement  toutes  les  racines  de  l'équation  (1). 


\ 
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Cherchons  maintenant  quelles  sont  celles  de  ces  racines 
qui  sont  primitives.  Comme  nous  l'avons  déjà  remarqué, 
les  racines  non  primitives  de  Tëquation  (i)  sont  celles  qui 
satisfont  à  Téquation 

p 
X*^  =r  I, 

Supposons  donc  que  Ton  ait 

en  supprimant  les  facteurs  égaux  à  Tunité ,  cette  équation 
se  réduit  à 

(6)  <"'=«. 

Mais  des  égalités  (4)  on  déduit 

«/*■"•  «/*^'  n/*~^ 

§2,       =^'^       =6^^       =...  =  6^=6,; 
/*  /*— •  /*— *  ' 

par  suite ,  l'équation  (6)  exige  que 

•6,  =  I  k 

Par  où  l'on  voit  que  la  valeur  de  a  donnée  par  la  for-^ 
mule  (2)  sera  une  racine  primitive  ou  non  primitive  de 
Téquation  (  i  ) ,  suivant  que  61  sera  différent  de  i  ou  égal 
à  I. 

De  ce  qui  précède  on  peut  conclure  la  proposition  sui- 
vante : 

Théorème.  — -  La  résolution  de  V équation  bînéme 
Jc"=  ï ,  dont  le  degré  m  est  une  puissance  fx  d'un  nombre 
premier  p^  se  ramène  à  déterminer  une  racine  S^  autt^ 
que  Vunité  de  l'équation  jc^  =  i ,  une  racine  êj  quelcon- 
que de  l'équation  0:''=:  Sj,  puis  une  racine  quelconque  6s 
de  x^z=^6i,  etc. 

Car  on  aura ,  par  ce  moyen ,  une  racine  primitive  de 
Téqualion  proposée,  laquelle  donnera  toutes  les  autres  par 
ses  diverses  puissances, 

12 


(8ô  TREIZIEME    LEÇOn. 

racines  primitives  de  celles  des  équations  (2)  aa^quelles 
elles  appartiennent  respectivement ,  la  valeur  de  a  donnée 
par  la  formule  (3)  sera  une  racine  primitive  de  l'équa- 
tion (i). 

Si  ;  en  effet,  le  contraire  a  lieu,  cl  satisfera  à  une  équa- 
tion 

dont  le  degré  d  est  un  diviseur  de  m ,  et  il  y  aura  au  moins 
un  facteur  premier,  parmi  ceux  de  m ,  qui  entrera  dans  0 
un  moins  grand  nombre  de  fois  que  dans  m  :  supposons 
que  le  facteur  premier  p  soit  dans  ce  cas^  6  divisera 

q^ . .  ,r  ,  et,  par  suite,  a  sera  racine  de  Téquatio» 


— - 1 


(4) 

y  "'■■■■''-,; 

on  aura 

donc 

(«y...*)'''"'»"'--    ''=1 

Mais 

donc 

g/'" '"••-'_.; 

t. 


d*où  il  suit  que  6  est  racine  de  Téquation  (4)  v<)r  elle  Vent 
aussi  de  la  première  des  équations  (2),  d'ailleurs,  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  les  degrés  de  ces  deux  équa- 
tions est  p^  "  '  V  donc  S  est  racine  de  l'équation 


mais  cela  est  contre  Thypothèse,  puisque  0  représente  une 
racine  primitive  de  la  première  des  équations  (2). 

Il  résulte,  de  là ,  que  si  l'on  ne  prend  pour  S^  y^.  .  ,^  d 
que  des  racines  primitives,  de  la  première,  de  la  se- 
conde, etc.,  de  la  dernière  des  équations  (2),  la  for-^ 
mule  (3)  ne  donnera  que  des  racines  primitives  pour 
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réquatioQ  (i).  Il  est  d'ailleurs  facile  de  voir  que  si  S,  ou 
y,...,  ou  â  n'est  pas  une  racine  primitive  de  celle  des 
«quations  (2),  à  laquelle  elle  appartient,  la  valeur  de  a 
donnée  par  la  formule  (  3  )  ne  sera  pas  non  plus  une  ra-> 
cine  primitive  de  Téquation  (i).  Supposons,  en  eifet, 

que  Ê  ne  soit  pas  une  racine  primitive  de  x'^  =  1 5  on 
aura  alors 

et,  par  suite^ 

a— I    ^  ^ 

(67...^)/''  î    •••'•=1; 

ce  qui  montre  que  a  ou  êy...d  satisfait  à  une  équation 
binôme  de  degré  inférieur  à  m. 

On  peut  maintenant  connaître  le  nombre  des  racines 
primitives  de  l'équation  (i).  En  effet,  le  nombre  des  ra- 
cines primitives  6  est,  comme  on  l'a  vu  précédemment, 

p^  [i )  ?  celui  des  racines  primitives  y  est  de  même 

/j*  il j  î  etc.  5  donc  le  nombre  des  racines  primitives 

a  de  l'équation  (i)  est 


p    q  .  ,  .r 
OU 

m  I  I 


On  peut  aussi  énoncer  la  proposition  suivante  ; 

Théorème.  —  La  résolution  de  Véqiiation  binôme 
jf=zi^oàm  est  un  nombre  composé  quelconque ,  se 
ramène  à  la  résolution  fies  équations  de  même  forme, 
et  qui  ont  respectiv^ement  pour  degrés  les  nombres  pre- 
miers ou  puissances  de  nombres  premiers  qui  dii-usent  le 

nombre  m. 

y.  Soient  a,  S,  y,.  . . ,  w  les  m  racines  de  Féquatiou 


i 
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JC" —  1  =0 


1 


m  étant  quelconque.  On  aura ,  par  les  formules  de  Newton 
(promière  leçon) ,  les  relations  suivantes  : 

aH-€-h7-4- -f-«»=o, 

a*4-**-f-7*4-. --.  ..-4-t*'=:ro, 

ar •"' -f- 6— *  4- 7— *  4- . . . -f^"~*  =  o, 
a*-f-€«-|-7"-i- •....-f-»«  =  |fij 

^,  généralement I  à  cause  de  a*"+^  r=  a*,  la  somme 

^ra  ^ale  à  m  ou  j^  o ,  suivant  que  ;a  sera  divisible  ou  no9| 
divisible  par  m. 

VI.  Quant  à  Téqûation  binàme  plus  générale 

elle  se  ramène  à  la  forme 


JC'"^:  I, 


si  Fon  pose 

^a  désignant  Tune  quelconque  des  quantités  qui  ont  a 
pour  puissance  m'^*'. 

On  peut  démontrer,  à  T^ard  de  ces  extractions  de 
racines  m*^^',  un  théorème  tout  semblable  k  celui  qui 
concerne  les  racines  m^'*"  de  Funité,  lorsque  m  est  un 
nombre  composé. 

Supposons  d^abord  que  m  soit  le  produit  de  deux  nom- 
bres premiers  entre  eux  p  et  g^  on  aura 


% 


7«  =  af^r^ 
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m  on  peut  toujours  trouver  deux  entiers  ^  et  u  tels ,  que 
Ton  ait 

puisque  p  et  ç  sont  pretniers  entre  eux  :  on  aura  donc 

Ainsi  l'extraction  d*une  racine  de  degré  pq  se  ramène  tou- 
jours, lorsque  petç  sont  premiers  entre  eux,  à  Fextrac- 
lion  de  deux  racines ,  l'une  du  degré  /?,  l'autre  du  degré  q. 
On  a ,  par  exemple ,  quel  que  soit  a , 

■ 

Et,  en  général,  si 

/w=:/'.f . .  .r, 

f?,  ^, . . . ,  r  désignant  des  nombres  quelconques  premiers 
entre  eux,  deux  à  deux,  on  pourra  écrire 

formule  dans  laquelle  ^,  «,...,  «sont des  nombres  entiers 
positifs  ou  négatifs. 

Digression  sur  la  résolution  numérique  de  Véquation  à 
laquelle  se  ramène  Véquation  binôme ,  quand  on  lui 
applique  la  méthode  d^ abaissement  "^des  équations  ré-- 
ciproques.  Exposition  de  la  méthode  de  M,  Sturm , 
pour  la  séparation  des  racines» 

J'exposerai  ici ,  à  Foccasion  des  équations  binômes  qui 
viennent  de  nous  occuper,  la  belle  méthode  de  M.  Sturm, 
pour  démontrer  la  réalité  des  racines  de  certaines  classes 


l 
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adéquations  et  effectuer  ensuite  la  séparation  de  ces  ra* 
çipes. 

Considérons  l'équation  binôme 

(i)  x"" — i=o, 

pu  m  est  un  nombre  impair  quelconque  2  /ui  + 1 .  En  divi- 
sant l'équation  (i)  par  x —  i,  elle  devient 

(2)  x^f^-h  ar^^"*"'H-. . .-+-  «^  -f-  :p  H-  I  =  o; 

et  l'on  transforme,  comme  on  sait,  cette  équation  {2), 
conformément  à  la  méthode  des  équations  réciproques , 

en  une  autre  du  degré  ^i^  en  la  divisant  par  ar^,  et  posant 
ensuit^ 

I 

X 

l'équation  (2),  divisée  par  x^,  devient 

ou 

en  faisait  généiralement 

on  peut  exprimer  facilement  Vj ,  Vs , . . . ,  V/x?  en  fonc- 
tion de  ^ ,  de  la  inanière  suivante  : 
S|j  Ton  multiplie  les  deux  équations 


I 

zz=i  X  -\r~\ 

X 
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on  a 
d'où 

(4)  v,=zv»_.-v„_,. 

Cette  relation  fait  connaître  la  valeur  de  chaque  fonction 
V„  en  z ,  quand  on  connaît  les  deux  précédentes.  Or  les 
deux  premières- Vo  et  V,  sont  connues  :  on  a 

r 

on  pourra  donc,  à  Taide  de  Téquation  (4),  calculer  les 
valeurs  des  fonctions  Vj ,  Vj ,  etc. 
On  trouve  ainsi 

Va=:2, 
V,  =  Z'—  2, 
(5)  \  V4=:7*~43'-4-2, 

76  =  2"  — 6  8* -+-93'—  2, 


U  serait  assez  difficile  de  déduire  de  ces  formules  l'ex- 
pression générale  de  V„.  Nous  donnerons,  dans  la  pro- 
chaine leçon,  le  moyen  de  former  cette  expression,  et 
nous  nous  bornerons  pour  le  moment  aux  remarques  sui- 
vantes : 

1**.  V„  est  un  polynôme  du  degré  n  en  2,  qui  ne  ren- 
ferme que  des  puissances  de  z  de  même  parité  que  u  ; 

2**.  Les  deux  premiers  termes  de  V„  sont  z" —  nz*"^- , 
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En  eflfet ,  réquation  (4)  faîl  voir  que  si  V„_i  et  V„_2  sa- 
tisfont à  ces  conditions,  Y„  y  satisfera  paiement,  et  Ton 
voit,  à  Pinspection  des  équations  (5),  que  V^,  V5,  V4,  V5 
et  Ye  y  Satisfont;  d^où  Ton  conclut  immédiatement  la  dé- 
monstration. 

Posons  maintenant 

U„  sera  un  polynôme  du  degré  n  en  2,  et  T équation  (3), 
à  laquelle  nous  avons  ramené  Téquation  (i),  sera 

U;^  =  o. 

Les  fonctions  U„  sont  susceptibles  d'un  mode  de  forma- 
tion identique  à  celui  des  fonctions  V„,  c^ est-à-dire  que 
Ton  a 

En  effet,  on  a,  par  Féquation  (4)9 

▼  h— I  =  z  V««j  —  V«— 3, 


en  ajoutant  ces  équations,  et  ayant  égard  à  Téquation  (6), 
il  vient 

et  comme  Vi  =  z, 

(7)  U«=3U„«,  —  U«-.2, 

équation  qui  se  déduit  de  (4)?  en  remplaçant  la  lettre  V 
par  U. 

Comme  on  a 


•i 
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réquation  (7)  donnera  successivement  les  valeurs  des 
fonctions  Us^  U^.,  etc.  ;  on  trouve  ainsi 

Ui  =  z  -4- 1 , 

U,  ==  2»-f-  l  —  I, 

U,  =  2^  -h  3*  —  2  5  —  I , 


Quant  à  Texpressiou  générale  de  U„,  elle  se  déduit  très- 
aisément  de  celle  de  V^,  ainsi  que  nous  le  verrons  dans  la 
prochaine  leçon. 

Nous  allons  à  présent  démontrer  la  réalité  des  racines 
des  équations 

V;*  =  0,       U^=rO, 

et  indiquer  en  même  temps  le  moyen  de  séparer  ces 
racines. 

De  Véquation  Vp,=io.  —  Nous  nous  occuperons  d'a- 
bord de  réquation 

(1)  V;.=  o. 

Considérons,  avec  M.  Sturm>  la  suite  des  fonctions 

dont  la  dernière  ¥«  est  constante  et  égale  à  2.  Trois  fonc- 
tions consécutives  V„,  V,_t,  V.^j  sont  liées  entre  elles  par 
réquation 

d  où  il  suit  que  : 

I®.  Deux  fonctions  consécutives  V^  et  V^„i  ne  peuvent 
s'annuler  pour  une  même  valenr  de  z^  puisqu' alors 
toutes  les  fonctions  suivantes  devraient  également  s'an* 
Quler  pour  la  même  valeur  de  2;  ce  qui  est  impossible  ^ 
U  dernière  étant  constante. 
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a**.  Si  une  fonction  V„_i  s'annule  pour  une  certaine 
valeur  de  z ,  celle  qui  la  précède  et  celle  qui  la  suit  ont 
des  signes  contraires. 

Il  résulte  de  là  que  si  l'on  fait  varier  z  depuis  a  jus- 
qu'à 6,  la  suite  des  signes  des  fonctions  V  ne  pourra 
perdre  ni^gagner  de  variations ,  que  lorsque  z  passera  par 
une  valeur  qui  annule  V^ ,  et  que  si  la  suite  des  signes 
des  fonctions  V  perd  ou  gagne  A  variations  quand  z  varie 
de  a  jusqu'à  6,  l'équation  (i)  a  au  moins  h  racines  com- 
prises entre  a  et  S. 

Cela  posé,  on  déduit  aisément  de  l'équation  (2),  que 
l'on  a  pour  z  =  — 2 , 

Vo  ^^  *+"  2,        V|  ï=  —  2  )       Vj  "^^^^  -\-  2j       V3  =  ——  2  y  ...  , 

et,  pour  z=  -h  2, 

Vo  ^^  ~f~  2  ,       V I  ^=  -T"  2  ,       V2  ^^  "4-  2  ,       V3  =  -|-  2  y  •  •  .  ^ 

en  sorte  que  la  suite  des  signes  des  fonctions  V  perd  \j. 
variations  quand  z  varie  de  —  2  jusqu'à  -+-  2  ;  d'où  il 
suit  que  l'équation  (i)  a  ses  /x  racines  r,éelles  et  comprise» 
entre  —  2  et  -+-  2. 

En  outre,  puisque  toutes  les  racines  sont  réelles,  la 
suite  des  signes  des  fonctions  V  perdra  effectivement  une 
variation  chaque  fois  que  z  ,  variant  de  —  2  jusqu'à 
H-  2,  dépassera  une  racine  de  l'équation  (i),  et  cette 
variation  se  perdra  entre  les  deux  premiers  termes  de  la 
suite,  de  manière  que  V^_i  jouera,  par  rapport  à  V^, 
le  même  rôle  que  si  elle  en  était  la  dérivée  \  ce  qui  veut 
dire  que  les  racines  de  Vya_i  =  o  pourront  servir  à  la 
séparation  des  racines  de  V^=  o.  Enfin,  si  a  et  S  sont 
deux  nombres  quelconques  compris  entre  —  2  et  4-  2 , 
l'équation  proposée  a  autant  de  racines  entre  a  et  6, 
qu'il  y  a  d'unités  dans  l'excès  du  nombre  des  variations 
de  signes  de  la  suite  des  fonctions  V  pour  2:  ==  a,  sur  le 
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nombre  des  variations  de  signes  de  celte  suite  pour  z  =  6. 
De  r équation  \]fx=o,  —  Ce  qui   précède  s'applique 
textuellement  à  l'équation 

TTyt*  =  o , 

qui  se  trouve  dans  les  mêmes  conditions  que  Téquation 

Si  Ton  considère  la  suite  des  fonctions 

on  voit  que  la  dernière  est  constante ,  et  l'équation 

conduit  facilement  à  cette  conséquence,  que  la  suite  des 
signes  des  fonctions  U  ne  peut  perdre  ou  gagner  de  varia- 
tions quand  on  fait  varier  z,  que  lorsque  z  atteint  et 
dépasse  une  valeur  qui  annule  la  première  de  ces  fonc- 
tions; d'où  il  suit  que  Téquation  proposée  a  au  moins 
autant  de  racines  entre  a  et  6  qu'il  y  a  de  variations  per- 
dues ou  gagnées  dans  la  suite  des  signes  des  fonctions  U, 
quand  z  varie  de  a  à  S. 

On  trouve,  d'ailleurs ,  que  pour  z  =  —  2 ,  la  suite  des 
signés  des  fonctions  U  présente  fx  variations,  tandis  qu'elle 
n'en  présente  aucune  pour  2  =  -4-  2  5  d'où  l'on  conclut 
que  l'équation  U^  =  o  a  ses  fz  racines  réelles  et  comprises 
entre  —  2  et  4-  2. 

On  démontre  très-simplement,  dans  les  cours  d'algèbre 
élémentaire,  la  réalité  des  racines  des*équations  que  nous 
venons  de  considérer;  mais  ^' ai  cru  devoir  présenter  ici  la 
méthode  de  M.  Sturm,  parce  qu'elle  s'applique  avec  succè» 
dans  un  grand  nombre  de  cas. 
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Formation  d*iiDe  équation  différentielle  linéaire  do  denxîème  ordre,  à 
laquelle  satisfait  la  fonction  Yn.  —  Expression  du  polynôme  Y».  —  Ex- 

pressions  de  cos  na  et  de  —. en  fonùtion  de  cos  û^—  Expression  du 

ftina 

polynôme  U».  —  Formation  d'une  équation  différentielle  linéaire  du 

deuxième  ordre»  a  laquelle  satisfait  la  fonction  U».  •«-  T'fonvelle  manière 

de  démontrer  la  réalité  des  racines  des  équations  Yn  =  o^  U»  =  o. 


Je  présenterai  dans  cette  leçon  quelques  déYeloppe- 
ments  sur  les  polynômes  V„  et  U» ,  auxquels  nous  a  con- 
duits la  considération  de  Féquation  binôme. 

Formation    d'une   équation   différentielle   linéaire    dii 
deuxième  ordre ,  à  laquelle  satisfait  la  Jonction  V„. 

Y„  est  une  fonction  entière  d'une  variable  Zi  On  a 

et 

a: 
d'où 

(3.)  -7-=:  I i 

Dîirérentions  Téquation  (i)  par  rappoH  à  x,  il  vîetit 


dy^dz 
dz    dx 
ou 


dz    \         xy  \  jr^  +  'Z 


<«      (-i)'^- ="('-?)■. 


J 


i 
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différenlions  aussi  cette  équation  (4)  par  rapport  à  jt,  il 

Tient 

ou,  en  multipliant  par  x, 


mais  on  a 


donc  l'équation  (5)  devient 

(6)  (^'-4)^"+«^'-«'V.=  o. 

C'est  Téquatton  différentielle  que  nous  voulions  (^te- 
nir, et  qui  nous  servira  à  déterminer  l'expression  du  po-» 
lynôme  V„.  11  est  aisé  de  démontrer  que  Y» ,  ou  le  produit 
de  V„  par  une  constante  arbitraire ,  est  la  seule  fonction, 
entière  et  rationnelle  de  z  qui  puisse  satisfaire  à  l'équa-^ 
tien  (6).  En  effet,  considérons,  au  lieu  de  V„,  la  fonction 
phis  générale 

(7)  e„=:Aar«-h-- 


x^ 


où  A  et  B  sont  deux  constantes  arbitraires.  En  opérant 
^nr  6„ ,  comme  nous  venons  de  faire  sur  V„ ,  on  arriveraf 
à  Téquation  différentielle 

(8)  (''~4)-5;r^-^-;^-«'e«  =  o, 

qui  ne  diffère  de  (6)  qu'en  ce  que  V„  y  est  remplacé  par  0„* 
Cette  équation  (8)  a  éviden>ment  pour  intégrale  générale 
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Téquaiiou  (7) ,  que  Ton  peut  mettre  souî»  la  forme 

en  désiguant  par  C  et  C  deux  constantes  arbitraires. 

D^ailleurs  x"H — -^  est  précisément  V„  i  et  Téquation  (4) 
donne 


x" 


x"        /?  \  xj    dz         «  dz 


d*où  il  résulte  que  Tintégrale  générale  de  Téquation  (8) 
est 

d\. 


C  et  C^  étant  les  deux  constantes  arbitraires;  et,  par  con«- 
séquent,  le  produit  de  Y^  par  une  constante  C  est  la  fonc* 
tion  rationnelle  la  plus  générale  qui  puisse  satisfaire  à 
Téquation  (8). 

Expression  du  polynôme  V„. 

Nous  savons  que  V„  est  un  polynôme  du  degré  nen  z, 
qui  ne  renferme  que  des  termes  de  même  parité  que  /z; 
nous  savons  aussi  que  le  terme  du  plus  haut  degré  a  pour 
coefficient  Tunité»  Nous  poserons  donc 

et  nous  allons  chercher  à  déterminer  les  coefficients  Ai, 
At,  etc.,  par  la  condition  que  V„  satisfasse  à  Téquation 
différentielle 
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On  tire  de  réquation  (i),  par  la  difTérentiation , 

dWn 


dz 


=  /îz'*-'  H-.  .  .-h(/i  —  2^)  A^  «»-»''-•  -4-. . . , 


--^=  n  [n—  i)  z»-»  +-. .  .-f-(/? — 2/?-+-  2)  (/î—  2/7  4- 1)  A^_,  z"-'^ 

-f-(/2  —  2/?)(/ï 2/7  —  l)A^  ««-'/'-»+.  .  .  , 

€t,  en  subslîluaat  dans  l'équation  (2)  les  valeurs  de  V„, 
— ^,  -r--»  le  coefficient  de  z""*''  sera 

[n—  yi)  [n  —  2ip  —  i)  [  A^— 4('*  —  2/?-+-2)(/2  —  2/7-f-i)  A^_i 
4-  (/?  — 2/?) 
—  /?' 
ou 

_  4^(;,  —  ^)  A^  —  4  (/i  —  2/?  -4-  a)  (/?  —  2/?  -hi)  Ap_, , 

mais  ce  coefficient  doit  être  nul ,  on  a  donc 

A     —  —  (/z— 2/; -1-2)  (/Z  —  2/?  -M) 

p[n  —  p) 

Cette  relation  conduit  aisément  à  Texpression  générale 
de  Ap^  car,  le  coefficient  Aq  de  ^"  étant  égal  à  i ,  on  a 


"~  p[n^p) 

{ n  —  2/?  4-4)  (^  ^^P-^  3) 

(/^— 0('^  — z'  +  O 


A       —  —  i_ ^^     '    ^^  ^' "^   '    ^^  A 


A     —             (/2  —  2)   (/^  —  3) 
2.(«  2) 

/^(/2— l) 

Al  = -. r- 

I.(/2-l) 

En  multipliant  toutes  ces  équations,  et  supprimant'  les 

i3 


(3) 


(•) 
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facteurs  communs ,  il  vient 

P       ^         ^  1.2.3.  .  ./?  ' 

la  valeur  du  polynôme  V„  est  donc 

/î(/î  — 3)  ,,(«  — 4)(/,-.5) 

1.2  I .2.3 

On  peut  obtenir  de  diverses  manières  l'expression  du 
polynôme  V„  que  nous  venons  de  former.  On  peut ,  en  ' 
particulier,  déduire  cette  expression  de  la  formule  qui 
fait  connaître  les  sommes  de  puissances  semblables  des 
racines  de  l'équation  du  second  degré ,  ainsi  que  cela  se 
trouve  expliqué  dans  la  Note  I.  La  méthode  que  nous 
avons  adoptée  ici  est  fort  simple  et  elle  a  surtout  l'avan- 
tage de  pouvoir  être  employée  utilement  dans  un  assez 
grand  nombre  de  questions  analogues. 

_,  .  ,  ,    sin  na  /-         .        » 

h X pressions  de  cos  na  et  de  —, en  jonction  de  cos  a. 

'^  sm  a         *^ 

Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  est  identique 
à  celui  qui  a  pour  objet  de  trouver  l'expression  de  cos  na 
en  fonction  de  cos  a.  Si ,  effet,  on  pose 

X  =  cos  a  +  v^ — I  sin  a , 
on  a 

«  =  2  cos  flf ,     V„  =  2  cos  na, 

\ 

Exprimer  V„  en  fonction  de  z ,  c'est  donc  exprimer  cos  na 
en  fonction  de  cos  a.  En  remplaçant  V„  et  z  par  2  cos  na, 
et  2  cos  a  dans  l'équation  que  nous  avons  trouvée,  il  vient 

nin  —  3) 
cos  na  =  2"""'  cos"  a  —  2"-'  n  cos"-^  a  -H  2"-'*  — ^ cos""^  «  — . . 

I  .2 

4-  { ly  2"~"*/''"'  --^ '       ■  ■ ^^ ^COS"    ^^« 

^  .       '  1  .2    3.  .  ./> 
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ûnna  n'est  jamais  exprimable  en  fonction  rationnelle  de 

cosa,  mais  le  rapport  —, l'est  toujours.  En  diffëren- 

tiant  l'équation  précédente  par   rapport  à  a ,  et  divisant 
ensuite  par  —  /i  sin  a ,  on  a 

miw  f#i-3U/«-4) 

■: —  =  2«-'cos"-'a-a»-»(/i-2Uos*'~'a-f-2"""* — -=^cos"-»fl— ... 

m 

+(—  I  y  2"—'  /»-•  i — ^- — i-i — 1- — i — i L. Li Cl  cos""*  P-^a-^, 


I .2,3. .    p 

Enfin,  en  changeant  a  en a  dans  les  équations  (i) 

Je 

et  (2),  on  aura  deux  autres  formules,  qui  feront  connaître, 

en  fonction  rationnelle  de  sin  a ,  cos  na  et si  n  est 

ces  a 

cos  na         .  .       '     .         . 

pair, et  sm  na  si  n  est  impair. 

Expression  du  polynôme  U„.* 
Nous  avons  trouvé ,  en  différentiant  V„  par  rapport  à  x , 

('-j)5="('-^> 

on  déduit  de  là 

I 

A«  Il  ^^.^  , 


X 

X 

on  aurait  de  même 


l    rf 

-+-*'»-= 

'  +  «" 

-*4-. 

..-h 

I 

•+-- 
x 

I             I 

■  1^ 

«-hl 

j:«-< 

n-1     '    ^n' 

et,  par 

suite, 

irfVn 

+«+. 

=  x^ 

H-x"- 

-'+. 

..-h 

I 

I 
.,1,  ..  -.  • 

a   dz 

X*"* 

•  ^  x^' 

i3. 
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mais  le  second  membre  de  cette  équation  est  précisément 
égal  à  U„ ,  on  a  donc 

n    dz         /?  +  I      dz 
De  l'expression  précédemment  trouvée  pour  V„,  on  tire 

11^  =  ,.-- („_:,),->  + (^-3("-4)  ,,->_, 

n   dz  1.2 

on  a  aussi ,  en  changeant  n  en  «  -f- 1 , 

n  -j-  i      dz  1,2 

Par  suite,  la  valeur  de  U„  sera 

U„  =  z» -+- z"-'  —  (/ï  —  I ) z«-'—  (/i  —  2) z«-' -f-  Vf'^^H^—    }  ^„_4 

^  '  1.2 

1.2  •  •  •       V  l  ,2.  .    JJ 

-f-   —  1^^ il i S U  z^-'p-^i  ^ 

^  1.2.../; 


Dans  cette  expression,  les  termes  de  même  parité  que  // 

dz 


proviennent  tous  de   — ~- j  les  autres  proviennent  de 


d\^ 

dz  ' 

Formation  dune    équation    différentielle   linéaire    du 
deuxième  ordre,  à  laquelle  satisfait  la  fonction  U„. 

On  pourrait  employer,  pour  déterminer  le  polynôme  U„ , 
un  procédé  semblable  à  celui  dont  nous  nous  sommes 
servi  pour  calculer  V„  5  on  formerait  ainsi  une  équation 
diflerentielle  à  laquelle  satisferait  U„,  et  dont  on  dédui- 
rait ensuite  la  valeur  de  ce  polynôme;  cette  seconde 
marche,  que  je  me  borne  à  indiquer,  est  beaucoup  moins 
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simple  que  celle  que  nous  avons  suivie,  mais  rëquatiou 
différentielle  dont  nous  venons  de  parler  est  utile  à  con- 
naître. Voici,  je  croîs,  le  moyen  le  plus  aisé  delà  trouver. 
On  a 


^-=(*"-^ii)  +  (^"-'-^I^)^--^('^î 


ïl  +  '^ 


d'où,  en  difTérentiant  par  rapport  à  x,  se  rappelant  que 

dz  I  I  .    1- 

j-  =  I ;»  et  multipliant  ensuite  par  a:, 


I 

i 


! 

■ 

^ 


multipliant  par  x >  et  observant  que 


(x-i)=.'-4  et  (..-±)  (._i)=:V,..-V^„ 
il  vient 

(^'-  4)  ^=  «  (v»+.  -  v„_,)  +  (/i  - 1)  (  v„-  V».,)-  •  • 

uZ 

-I-  3  (V4  -  V,)  -h  2  (V3-  V.)  +  (V,  -  2) 

=  1  v„+ ,  -+-  (  /i  -h  I  )  V;,  —  2  (  v„  H-  v„. ,  -^ . . .  ^-  V, + V,  -f- 1  )  ^ 

ou 

Differentiant  cette  équation  par  rapport  à  ^,  on  obtient 
dz^  ^         '   dz  ^  '  \n   dz        /i-f-i      dz    / 

Mais  nous  avons  déjà  trouvé 


/I      r/z  /l  -f-  l         </3 
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on  a  donc  enfin 

(1)    (3'-4>^~  +  2(2  +  i)^"-/.(/n-i)u«=o. 

C'est  l'équation  différentielle  que  nous  voulions  former. 
Il  sait  de  là  que  Téquation 

est  satisfaite  par 

0„  =  U„,     011    e„  =  CU„, 

C  désignant  une  constante  arbitraire;  et  cette  solution 
CU„  est  la  seule  solution  rationnelle  de  l'équation  (2). 
On  s'en  assure  aisément  en  cherchant  l'intégrale  générale 
de  l'équation  (2),  qui  est 


C  et  C  désignant  ^eux  constantes  arbitraires;  on  voit 
que  cette  valeur  de  0„  n'est  rationnelle  que  si  l'on  fait 
C'  =  o  j  auquel  cas  elle  se  réduit  à  CU„. 

Nouvelle  manière  de  démontrer  la  réalité  des  racines 
des  équations  V„  =  o ,  U„  =  o. 

Les  deux  équations  différentielles  que  nous  avons  for- 
mées et  auxquelles  satisfont  les  fonctions  V„  et  U„,  per- 
mettent de  démontrer  la  réalité  des  racines  des  équations 

V„=:0,       U„=:0. 

Cette  remarque  est  importante,  car  un  procédé  analogue 
pourra  être  employé  dans  beaucoup  d'autres  cas.  Nous 
ne  nous  occuperons  que  de  l'équation  V„  =  o  5  les  mêmes 
considérations  s'applîquerai^t  à  l'équation  U„  ==  o. 
Nous  avons  trouvé  l'équation  différentielle 

(0  ("^  ^^)":5^"^^lfe""~''^''=^' 
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difTérendons  p  —  a  fois  cette  équation ,  et  observons  que 


~ [z^ —  4) •=  («  —  4    —7 h  2  (p  —  2)  2  — ; r 

Z =  Z h  [d  —  2)  ? 

dzP--"       dz  dzP-'  ^^  '     dzP-' 

on  aura 

dP\  dP-^V 

Les  équations  (i)  et  (2)  peuvent  s'écrira  ainsi  : 

(3)  ; 

rf/-»  V,  _      2/?  —  3         rf/--'  V,  4  —  1»        dP  V, 

dzP-'    ~  n''—[p—ïY  *   rfe''- '         «»  — (;^  — 2)'   f/s^ 

Cela  posé,  considérons  la  suite  formée  de  la  fonction  V, 
et  de  toutes  ses  dérivées ,  savoir  : 

la  dernière  de  ces  fonctions  est  constante.  On  voit,  cjn 
outre,  par  les  équations  (3) ,  que  : 

1°.  Deux  fonctions  consécutives  ne  peuvent  s'annuler 
pour  une  même  valeur  de  z  comprise  entre  —  2  et  +  2  5 
car  alors  toutes  les  suivantes  s'annuleraient  pour  cette 
valeur  de  ^ ,  ce  qui  est  impossible,  la  dernière  étant  une 
constante  différente  de  zéro. 

2*^,  Si  une  fonction  s'annule  pour  une  valeur  de  z  com- 
prise entre  —  2  et  -H-  2,  la  fonction  qui  la  précède  et  celle 
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qui  la  suit  sont  de  signes  contraires  pour  cette  même 
valeur  de  z. 

Il  résulte  de  là  que,  si  Ton  veut  appliquer  la  méthode 
de  IVI.  Sturm  h  Téquation 

(5)  V„=o, 

on  pourra  substituer  la  suite  (4)  à  la  suite  des  fonctions 
que  Ton  obtiendrait  en  exécutant  sur  V„  et  sa  dérivée 
l'opération  du  plus  grand  commun  diviseur,  avec  la  pré- 
caution qu'exige  la  méthode  relativement  au  changement 
de  signe  des  restes  ;  pourvu  qu'on  ne  fasse  varier  z  que  de 
—  2à-|-2.  Etsi  a  et  S  désignent  deux  nombres  quel- 
conques compris  entre  —  2  et  H-  2 ,  tels  que  a  <[[  o,  l'é- 
quation (5)  aura  autant  de  racines  comprises  entre  a  et  6 
qu'il  y  aura  d'unités  dans  Texcès  du  nombre  des  varia  - 
tious  des  signes  de  la  suite  (4)  pour  -s  =  a,  sur  le  nombre 
des  variations  des  signes  de  cette  suite  pour  z  =  S. 

Faisons  d'abord  z  =  —  2,  les  équations  (3)  donneront 

et,  par  conséquent,  la  suite  (4)  présente  n  variations  de 
signes  pour  z  =  —  2. 

Faisons  ensuite  z  =  +  2  ;  les  équations,(3)  donneront 

_     dW^       dP"" V„  _  2/? —  3        dP-^y 

" ■"  ^    dz'       dzP--"  ~  ^  /i'  —  (/?  —  2)'   dzP-'  ' 

et,  par  conséquent,  la  suite  (4)  ne  présente  aucune  varia- 
tion pour  z  =  2 . 

Donc,  enfin,  les  n  racines  de  l'équation  (5)  sont  réelles 
et  comprises  entre  —  2  et  -h  2. 
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Résolution  de  Téquation  générale  du  troisième  degré. — Méthode  de  Hudde. 
—  Méthode  de  Lagrange.  —  Comparaison  des  deux  méthodes  précé- 
dentes. —  Méthode  de  Tschirnaùs.  —  Méthode  d*Euler. 


Résolution  de  r équation  générale  du  troisième  degré. 

Je  me  propose,  dans  cette  leçon,  d'exposer  les  princi- 
pales méthodes  connues  pour  la  résolution  des  équations 
du  troisième  degré. 

Méthode  de  Hudde, 

Des  diverses  méthodes  connues  pour  la  résolution  de 
l'équation  générale  du  troisième  degré,  la  plus  simple  est, 
sans  contredit,  celle  de  Hudde.  C'est  aussi  celle  que  nous 
exposerons  la  première. 

Comme  on  peut  toujours  faire  disparaître  le  second 
terme  d'une  équation ,  nous  considérerons  Téquation 

(i)  ^ -h /? j;  ~t- <7  =:  o 

débarrassée  du  terme  en  x* .  Posons 

(2)  xz=zy-^z, 

y  étant  une  nouvelle  variable  et  z  une  fonction  de  y^ 
que  nous  nous  réservons  de  déterminer,  de  manière  que 
Téquation  transformée  en  y  rentre,  s'il  est  possible,  dans 
les  classes  d'équations  que  nous  savons  résoudre.  Rem- 
plaçons dans  l'équation  {})  x  par  sa  valeur  tirée  de  (2), 
on  aura 

(r-+-2)'-f-/?  (r +  2)  -+-7  =  0, 
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OU 

(3)  (r'-h2-^  +  ^)-h(r-f-:5)(3/z4-/?)  =  o. 

Si ,  maiutenant ,  on  détermine  z  par  la  condition 

,      3/3  4-;?=  o, 


on  a 


z^^P- 


et  Tcquation  (3)  se  réduit  à 


jr» ^-+-  7  =  0 


ou 

i3 


(4)  J.«^_yJ.3_^_o. 

Cette  équation  en  y  peut  se  résoudre  à  la  manière  des 
équations  du  second  degré,  car  elle  ne  contient  que  les 
puissances  y^  et  y^ ,  Ensuite,  quand  y  sera  connu,  on 
aura  x  par  la  formule 

(5)  ^=^-J}-    ' 

L'équation  du  sixième  degré  (4)  >  à  laquelle  nous  rame- 
nons ainsi  l'équation  proposée ,  a  été  appelée  par  Lagrange 
la  réduite  ou  résolvante  de  l'équation  (i). 

Quoique  cette  résolvante  ait  six  racines,  la  formule  (5  ) 
ne  donnera  pourtant  que  trois  valeurs  de  x^  comme  cela 
doit  être.  En  effet,  la  résolvante  ne  change  pas  quand  on 

change  y  eu  —  ^9  en  sorte  que  ses  six  racines  forment 
trois  groupes  tels,  que  le  produit  des  deux  racines  de 
chaque  groupe  est  égal  à  — ^  ?  et  il  est  évident  que  la  for- 
mule (  5  )  donnera  la  même  valeur  pour  x  quand  on  rem- 
placera y  successivement  par  les  deux  racines  d'un  même 
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groupe. Ceci  va  résulter,  au  surplus,  de  rexpressionmème 
des  valeurs  de  x  dont  nous  allons  nous  occuper. 
De  Féquation  (4)  on  tire  cette  valeur  de  j^', 


^=-I=^v/t-^' 


ou 

(6)  r'  =  -|±^/R, 

en  faisant ,  pour  abréger, 

4       27 
enfin,  Téquation  (6)  donnera 


(7) 


r=y/-f±v/R. 


Cette  expression ,  à  cause  des  valeurs  multiples  des  radi- 
caux, représente  bien  les  six  racines  del'équation  (4  )  ;  mais 

nous  admettrons,  dans  ce  qui  va  suivre,  que  i/  —  -±  sfK 

représentera  seulement  l'une  des  trois  racines  cubiques  de 

—  -d=  ^.  Ce  sera  celle  que  Ton  voudra,  mais  ce  sera 

toujours  la  méme^  en  sorte  que,  si  a  et  S  désignent  les 
deux  racines  cubiques  imaginaires  de  Funiié,  les  six 
racines  de  Téquation  (4)  pourront  être  représentées  par 


(8)  y/-|±v/R,  «v/-f±v/R,  sv/-|±Vr. 


Et  comme  des  deux  radicaux 


le  premier  nous  représente,  par  notre  convention,  celle 
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des  trois  racines  cubiques  de f-  \^B.  que  nous  vou- 
drons, le  second  également  celle  des  trois  racines  cu- 
biques de  —  -  — y/R  que  nous  voudrons ,  et  qu'en  outre , 

leur  produit  a  pour  cube  —  —  ?  nous  pouvons  choisir  les 
valeurs  de  ces  deux  radicaux  de  manière  que  leur  produit 
soit  égal  à  — ~;  on  aura  alors 


(9)  Y/-|riz,/R  = 


—  P 


^-i±v/K 


Si  maintenant  on  porte,  dans  Téquation  (5),  chacune  des 
valeurs  (8)  de  j-,  on  aura,  en  se  servant  de  l'équation  (9) 
et  se  rappelant  que  «6  =  i,  les  valeurs  suivantes  de  x  : 


qui  se  réduisent  évidemment  à  trois  distinctes ,  savoir  : 
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Ces  trois  racines  de  réquation  (i)  pourront  être  repré- 
sentées par  la  formule  unique 


(.0)  a:=y/-?4-v/R+y/-|-v/R. 

dite  formule  de  Cardan  y  pourvu  qu'alors  on  laisse  aux 
radicaux  cubiques  toute  leur  généralité,  mais  qu'on  n'as- 
socie ensemble  que  les  valeurs  de  ces  radicaux  qui  donnent 

un  produit  égal  à  — ^« 

Si ,  dans  la  formule  (lo),  on  combine  chaque  valeur  du 
premier  radical  cubique  avec  chaque  valeur  du  second,  on 
aura  en  tout  neuf  valeurs  de  x ,  qui  seront  les  racines  des 
trois  équations 

a^  -H  px    -f-  ç  =  G , 

JC^  +  pciLX-\-  q  C=2  Oy 

j?*  + /?  6  jc -h  7  =  o , 

ainsi  qu'on  s'en  assure  aisément  en  faisant  disparaître  les 
radicaux  de  l'équation  (lo). 

Tout  ce  qui  précède  a  lieu,  quelles  que  soient  les  quan- 
tités p  et  ^,  réelles  ou  imaginaires.  Nous  allons  ajouter 
quelques  détails  relatifs  seulement  au  cas  où  les  coeffi- 
cients sont  réels. 

Discussion  de  la  formule  de  Cardan.  — p  et  q  étant 
réels ,  supposons  R  ^  o ,  ou 

les  deux  radicaux  qui  entrent  dans  l'équalion  (lo)  auront 
chacun  une  de  leurs  trois  valeurs  réelles.  Désignons  par  A 
la  valeur  réelle  du  premier,  par  B  celle  du  second,  les  trois 
valeurs  du  premier  radical  seront 

A ,      Aa,      AS, 
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celles  du  second  seront 

B,  Ba,  B6; 

et  comme  les  valeurs  des  deux  radicaux ,  qu'il  faut  pren- 
dre ensemble ,  doivent  avoir  un  produit  réel ,  on  aura , 
pour  les  racines  de  l'équation  (i) , 

A-+-B, 
Aa  +  B6, 
A6-+-Ba. 
D^ailleurs, 

a  =  5  6  = 

2  a 

les  trois  racines  de  Téquation  (i)  seront  donc 

A-hB  .    A— B 


A-^B     et — ± i/— 3. 

2  2         ^ 

Ainsi ,  dans  ce  cas ,  l'équation  (i)  a  deux  racines  imagi- 
naires. 

Si  l'on  a  R  =  o,  ou 

4a^H-279*  =  o, 

la  seule  différence  avec  le  cas  précédent  est  que  l'on  a  ici 
B  =  A',  alors  l'équation  (i)  a  ses  trois  racines  réelles, 
mais  deux  sont  égales  entre  elles. 

Supposons ,  en  troisième  lieu,  R  <^  o,  ou 

4/?'-f-27y»<o, 

chacun  des  radicaux  qui  entrent  dans  la  valeur  de  x 
aura  ses  trois  valeurs  imaginaires;  mais  il, est  facile  de 
voir  que  l'équation  (i)  a  ses  racines  réelles  et  inégales. 
Soient,  en  effet, 

A-î-B/^,     a(A-hBV'^),     6(a  +  Bv/^), 
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les  irois  racines    cubiques   de  Texpression  imaginaire 

—  -  -h  v/R  ;  l'expression  imaginaire  conjuguée  —  -  —  v^R 
aura  évidemment  pour  racines  cubiques 

A  —  B^/^IT,     6(A— Bv/^),      a(A— Bv/^);      ' 

et  comme  les  valeurs  des  deux  radicaux  qui  forment  la 
valeur  (ip)  de  x  doivent  avoir  un  produit  réel,  on  aura 
les  trois  valeurs  suivantes  de  x  : 

(a-+-bV^)-i-    (a-Bv/=7), 

a(A-*-B\/^)-f-6  (a— Bv^^), 
6  ( A  -h  B  \J'^)  H-  a  (a  —  B  v^^)  ; 

ou ,  en  remplaçant  a  et  6  par  leurs  valeurs , 

2A,     — A4-Bv/3,     — A  — Bv^3. 

L*équation  (i)  a  donc  ses  trois  racines  réelles,  comme 
nous  l'avions  annoncé,  et  il  est  très -facile  de  montrer 
qu'elles  sont  inégales. 
Eu  effet,  on  ne  peut  avoir  d'abord 

—  A -H  Bv^  =  —  A  —  B  \/3, 

car  il  en  résulterait  B  ==  o,  et  la  quantité  —  -  -h  /R  se- 
rait égale  à  la  quantité  réelle  A',  ce  qui  est  contre  Thypo- 
thèse.  On  ne  peut  avoir  non  plus 

2A  =  — A±B  V'S, 

car  il  en  résulterait  B  =  db  A  v^3  5  par  suite, 

A  4.  B  v^^r=  A ( i± /^)  =  —  2aA, 
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et 

_  ?  4-  j'r  ~  —  8a»  A^  =—  8 AS 

ce  qui  est  encore  contre  l'hypothèse ,  puisque  le  second 
nxembre  est  réel. 

Le  cas  que  nous  avons  examiné  en  dernier  lieu  est  fort 
remarquable  ;  car,  bien  qu'alors  les  trois  racines  de  Té- 

quation  du  troisième  degré  soient  réelles,  la  formule  de 
Cardan  présente  leurs  valeurs  sous  une  forme  compliquée 
d'imaginaires  :  et  si,  pour  faire  disparaître  ces  imaginai- 
res, on  cherchait  à  mettre  les  radicaux  cubiques  qui  en- 

trent^dans  la  formule  de  Cardan  sous  la  forme  A  -+-  B  \  —  i , 
on  trouverait  que  les  quantités  A  et  R  dépendent  d'une 
équation  toute  semblable  à  la  proposée.  L'équation 
en  A,  par  exemple,  aurait  ses  trois  racines  réelles ,  et 
l'on  trouverait,  par  conséquent,  une  expression  de  A 
également  compliquée  d'imaginaires.  C'est  pour  cette 
raison  que  le  cas  dont  il  s'agit  ici  a  été  nommé  le  cas  irré- 
ductible, 

La  formule  de  Cardan  ne  peut  donc  servir  à  la  résolu- 
lion  numérique  de  l'équation  du  troisième  degré  que  si 
une  seule  racine  est  réelle.  Mais  dans  le  cas  irréductible, 
l'équation  se  résout  très-simplement  en  faisant  usage  des 
lignes  trigonomé triques.  Si  Ton  pose,  en  effet, 

-T  -\ =  —  p'  sin'  w ,     —  -  =  P  cos  w , 

4        27  '  2       ' 

la  quantité  p  et  l'angle  w  se  trouveront  déterminés  par  les 
formules 


V=if 


—  7 


5       cos  w  rrr 


v/^' 
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eila  formule  de  Cardan  donnera 


jr  =  ^p  (y  ces  w  -h  v^—Tsîn  w  -f-  y  ces  »  —  ^ — i  sin  o)  }  9 
V^jD  désignant  une  quantité  réelle.  On  a  d'ailleurs 

^1                 y—    .                     w  -4-  2  ^  TT          y~-    .     «  -h  2  A  ir 
\  cos  w  -+-  y  —  I  sin  6>  =  cos  5 h  y  —  i  sm 5 > 


Y costt  —  y  —  I  sin  »  =  cos  ^ y  —  i  sin ^ ? 

où  A  a  l'une  des  trois  valeurs  o,  i,  2.  On  doit  donnera  k 
la  même  valeur  dans  ces  deux  formules ,  car  il  faut  que  le 
produit  de  leurs  premiers  membres  soit  réel  ;  on  aura 

donc 

;F  =  2y^C0S- X 'ï 

et  les  trois  racines  de  Féquation  seront 

s,—  w  3,—  w-4-27r  3/—         »-+-4^ 

2ypcos^»     2ypcos — 5 — 9      2y^cos — 0-^- 

On  pourra,  dans  chaque  cas,  calculer  par  logarithmes 
les  trois  racines  dont  nous  venons  de  donner  l'expression. 

Méthode  de  La  grange. 
Considérons  Féquation  complète  du  troisième  degré 

et  désignons  par  Xi,  x^^  x%  ses  trois  racines.  D'après  la 
théorie  exposée  dans  les  onzième  et  douzième  leçons ,  on 
pourra  déterminer  les  valeurs  des  racines  Xi,  Xs,  x^y  si 
Ton  parvient  à  connaître  la  valeur  d^une  fonction  quel- 
conque de  ces  racines ,  tellement  choisie  cependant ,  que 
les  six  valeurs  qu'elle  peut  prendre  par  les  1.2.3  permuta- 
tions des  lettres  OTi,  x%^  x%  soient  différentes.  La  méthode 

4 
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de  Lagrange,  que  nous  allons  exposer  ici,  consiste  à  dé- 
terminer directement  la  valeur  d'une  fonction  linéaire  des 
trois  racines,  telle  que 

(2)  f  =r  j:,  4- AjCaH- BoTa, 

OÙ  A  et  B  désignent  des  constantes  quelconques  y  et  à  dé- 
duire ensuite  de  cette  fonction  Texpression  des  racines 
elles-mêmes. 

Si  l'on  fait  subir  aux  lettres  Xi ,  Xs ,  x^  toutes  les  per- 
mutations possibles ,  on  aura  les  six  valeurs  suivantes  de 
la  fonction  t  : 

*!   ^^  <3?|    "T~  A. «Cj  "T~  ** "^3  j 

^a  =  X|  -h  AXi  -h  Bdfj, 

;  ?3  =^  ^3  •+"  A  J?3  -f"  -DiTi , 

(3)  { 

^    ^  '  ^4  =  jr,  -f-  A jr,  -h  Bj73  , 

^5  =  ^3  H-  A  j?!  H-  B^Tj , 

Tg  ^i^  Xj  -y-  A.  Xi  "T"  lS4?|  , 

et  cette  fonction  t  dépendra  de  F  équation  du^  sixième 
degré 

(4)  (^-'.){'-^0('-'0('-A)(^  — ^*)('-M  =  o, 

qui  pourra  être  résolue  à  la  manière  des  équations  du 
second  degré,  si  l'on  peut  disposer  des  constantes  indé- 
terminées A  et  B ,  de  façon  qu'elle  ne  renferme  que  la 
sixième  et  la  troisième  puissance  de  t.  Il  faut  et  il  suffit, 
pour  qu'il  en  soit  ainsi ,  que ,  t  désignant  Tune  quelconque 
des  racines  de  l'équation  (4)i  *  ^^^  racine  cubique  ima- 
ginaire de  l'unité ,  a  f  et  a*  ^  soient  aussi  racines  de  l'équa- 
tion (4).  Voyons  si  cette  condition  peut  être  remplie. 
D'abord  afi  et  at}t^  ne  peuvent  être  égaux  ni  à  «j,  ni  à  r^, 
ni  à  ffi,  car  autrement  on  aurait  a  =  i;  il  faut  donc  que 
l'on  ait 

a  ^  =  ^j     et     a'  ^,  =  ^5 , 
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OU 

at^-=ti     et     «'^,  î=f,. 

Ces  deux  dernières  équations  équivalent  aux  précédentes, 
puisque  rien  ne  distingue  les  racines  a  et  a'  l'une  de 
l'autre',  nous  adopterons  les  dernières,  et  comme  elles 
doivent  avoir  lieu ,  quelles  que  soient  Xi,  x^^Xiy  nous ^i 
déduirons  les  valeurs  suivantes  de  A  et  6 , 

n  arrive  alors  que  Â  et  B  ayant  ces  valeurs ,  on  a  aussi 

en  sorte  que  si  Ton  prend  pour  valeur  de  t 

f  =  X,  -4-  a  JTa  4-  a'jC;, , 

l'équation  en  t  aura  pour  racines 

et  sera ,  par  conséquent , 

ou 

(5)  t^-{i',-htl)t^-\-t\t\=zo, 

en  faisant 

r,  =  X,  -h  a*jcj  -4-  axs . 

Lorsque  les  valeurs  de  f  t  et  f ,  seront  connues ,  celles  de 
Xj,  ar„  Xi  le  seront  aisément;  on  a,  en  effet, 

(7)  —  P  =  j:, -f-JC-hXa, 

et  en  ajoutant  les  équations  (6)  et  (7),  il  vient,  à  cause 

de  a'  4-  a  -f-  I  =  o, 

(8)  -P  +  ^.  +  ^, 


.V,  =r 


4. 
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Pour  avoir  jc,,  il  faut  ajouter  les  trois  équations  (6)  et  (7), 
après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  a*,  a  et  i^ 
on  a  ainsi 

(9)  ^^  —  ' 3 » 

et  enfin  on  obtient  la  valeur  suivante  de  ^3 , 

(10)  Jr3= 5 5 

en  ajoutant  les  équations  (6)  et  (7),  après  les  avoir  res- 
pectivement multipliées  par  a ,  a'  et  i . 

Tout  est  donc  ramené  à  résoudre  Téquation  (5)^  qui 
est  alors  une  réduite  ou  une  résolvante  de  1  équation  pro- 
posée. Cherchons  d'abord  à  exprimer  les  coefficients  de 
la  résolvante  par  ceux  de  l'équation  proposée,  ce  qui  est 
possible,  puisque  ces  coefficients  t\  -h  t\  et  t\t\  sont  des 
fonctions  symétriques  des  racines  de  F  équation  proposée. 

Si  Ton  multiplie  les  deux  équations  (6),  et  qu^on  ait 
égard  à  la  relation  a'  -j-  a  -f-  i  =  o ,  il  vient 

t\  «j  -^  J?|  -y"  ^j  ~T~  ^3  *""  ^1  ^2  —  J?i  J'3   •""  ^2  ^3  j 

^^  (  ^1  "4"  ^a  "4"  ^3  j  ~—  ^  («^1  ^3  ~f*  Jf I  ^a  "4"  *a  ^3  j  » 

et ,  par  conséquent , 

(n)  r,/,=rF-.3Q; 

si,  enfin,  on  ajoute  les  deux  équations  (6),  après  les  avoir 
élevées  au  cube ,  on  a 

=  3(j?î  -H*;  -h.rj)  — (^,  4- Xj -♦- X3  )*  H-  i8A',ar,  :C3 
=  —  2  P3  +  gPQ  —  27  R  ; 


J 
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la  résolvante  (  5  )  dev ien t  donc 

f«  —  (— aP^  4- 9PQ  —  27R)^» -*- (P' ~  3Q)*  =  o. 

En  posant 

elle  se  réduit  à  Téquation  du  second  degré 

Q' —  (— aP^ -4- 9PQ  —  27  R)G  4- (P*  —  3Q)»  =  o; 

et,  en  appelant  0i  et  9^  les  deux  racines  de  celle  équation, 
on  doit  faire 

Les  équations  (8),  (9)  et  (10)  deviennent  alors 

_-"P-f-^ei"+yêr 


4P,=  L 1— 


0^3-.-  ^ 


p+aVe.H-a^ye,. 


on  prendra  pour  y/9i  Tune  quelconque  des  trois  valeurs 
de  ce  radical,  mais  la  même  dans  les  trois  formules  : 

quant  à  l'autre  radical  ^/O^^  sa  valeur  est  déterminée 

quand  on  a  fixé  celle  de  y^ôj,  car  l'équation  (11)  nous 
donne 

(/ô;.v/êr=F— 3Q. 

U  suit  de  là  que  les  trois  racines  pourront  être  représen- 
tées par  la  formule  unique 


a,  -  :zl±lîi±ïb 
"-— — 3 
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qui  n'a  que  trois  valeurs  distinctes ,  si  Ton  considère  que 
\lBt  y  e*t  mis ,  pour  abréger^  à  la  place  de  — 3_     * 


Comparaison  des  deux  méthodes  précédentes. 

La  méthode  de  Lagrange ,  que  nous  venons  d'exposer, 
est  moins  simple  que  celle  de  Hudde  ^  mais  elle  est  plus 
directe.  Toutefois  ces  deux  méthodes  fournissent  la  même 
résolvante,  et  nous  allons  voir  qu'on  est  naturellement 
conduit  à  la  méthode  de  Lagrange,  en  étudiant  à  fond 
celle  de  Hudde. 

Reprenons  l'équation  générale  du  troisième  degré 

(i)  je-h  Pj:»-+-Qj:-+-R  =  o. 

Pour  appliquer  la  méthode  de  Hudde,  on  commence  par 
faire  disparaître  le  second  terme ,  en  posant 

__       P 

ce  qui  ramène  l'équation  à  la  forme 

(2)  y* -h /?«' -+-^  ==  o ; 
on  pose  ensuite 

et  l'on  obtient  enfin  cette  résolvante 

(3)  /•H-^r'-^  =  o. 

Cela  posé,  si  j^i  désigne  l'une  des  trois  racines  eu- 

* 


sf\ 


^ 
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cubiques  de  —  -  —  V/T"^'  *ï^*  '  multipliée  par  y^ , 

donne  pour   produit  — ^  ?   les  six  racines  de  Féqua- 
tien  (3)  sont 

et  celles  de  Téquation  (2) 

par  suite,  en  appelant  Xi ,  Xj ,  Xs  les  trois  racines  de  1  e- 
quation  (i),  on  a 

P 

p 

*>  =  —  ^  -+•  a'ri  -f-  ajîj 
^3  =  —  ô  4-  a/i  -+-  a'^ï' 

Si  Ton  ajoute  ces  équations,  après  les  avoir  respective- 
ment multipliées  d'abord  par  i,  a,  a*,  puis  ensuite  par 
I,  a*,  a,  il  vient 

•  Xx  ■+"  *J?a  -f-  Ot' J?3 


r»  = 


3 

j:,  -h  a' Xj  -+-  a  OTâ 


On  voit  par  là  que  la  méthode  de  Hudde  revient,  au 
fond,  à  former  une  résolvante  en  j^  dont  la  racine  ait  pour 
valeur 


Xx  -+-  OLXi-\-  Ot}Xi 

y  = ô ' 


et  que  cette  résolvante  ne  diffère  de  celle  de  Lagrauge  que 
par  le  facteur  3  qui  divise  les  racines. 
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Méthode  de  Tschirnaûs* 

Nous  avons  déjà  eu  l^occasion  de  mentionner  la  mé- 
thode générale  de  Tschimaûs,  pour  faire  disparaître  d^une 
équation  autant  de  termes  que  Ton  veut.  II  en  résulte 
une  méthode  pour  la  résolution  des  équations  du  troi- 
sième degré,  ainsi  que  nous  en  avons  déjà  fait  la  re- 
marque. Les  calculs  qu'exige  Tapplication  de  cette  méthode 
sont  plus  simples,  si  Ton  a  la  précaution  de  débarrasser 
d'abord  Féquation  proposée  de  son  second  terme. 

Soit  r équation 

(i)  JO^ -hpjc-^q  =  Oj 

et  posons ,  conformément  à  la  méthode  de  Tschirnaûs , 

(2)  ^  :=z  a  -h  bx  ^  x^. 

Si  Ton  élimine  x  entre  les  équations  (i)  et  (2),  on  ob- 
tiendra cette  équation  en^, 

(3)  /»4-A^^-hB7H-C  =  o, 

ou  Ton  fait,  pour  abréger, 

A  =r —  3«  4-  2/?, 

B  =  Su'  —  ^pa  -h  pb^-hiqb  -h  p\ 

C  = —  a' -h  2/?fl' — p^a  — pb^a  —  3qba  -+■  qb^-^  pqb  —  q^. 

Quant  à  la  valeur  de  x  en  fonction  de  j^,  on  peut  la 
calculer  au  moyeu  de  la  formule 

__dx  _       ^  db'^^  db"^      db 

ainsi  qu'on  Ta  vu  dans  la  huitième  leçon. 

Enfin ,  on  déterminera  a  et  &  de  manière  que  Ton  ait 

A  =  o,     B  =  o. 


\ 
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Comme  ces  équations  sont,  Tune  du  second  degré,  l'autre 
du  premier  degré  entre  a  et  J,  on  trouvera  facilement  * 
les  valeurs  de  a  et  6  5  l'équation  (3)  donnera  alors 


et  l'équation  (4)  fera  connaître  ensuite  les  trois  valeurs 
de  ar.  . 

Cette  méthode,  fort  simple  au  point  de  vue  théorique, 
conduit  à  des  calculs  très-laborieux. 

Méthode  d*Euler. 

Nous  nous  bornerons  à  mentionner  cette  méthode ,  qui 
rentre,  au  fond,  dans  celle  de  Tschirnaûs.  Elle  consiste 
à  éliminer  y  entre  deux  équations  de  la  forme 

et  à  identifier  l'équation  finale  en  x  avec  l'équation  pro- 
posée, dont  la  résolution  s'ensuivra  évidemment.  On  peut 
disposer,  à  volonté,  de  la  valeur  de  l'une  des  indétermi- 
nées a,  i,  c,  d\  on  peut  faire,  par  exemple,  a  =  i  ou 
rf=i. 
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Des  équations  du  troisième  degré  dont  deux  racines  peuvent  s'exprimer 
rationnellement  en  fonction  de  la  troisième  et  des  quantités  connues. — 
Étude  d'une  classe  étendue  d'équations  numériques  du  troisième  degré, 
qui  possèdent  une  propriété  remarquable. 


Des  équations  du  troisième  degré  dont  deux  racines 
peuv^ent  s*  exprimer  rationnellement  en  fonction  de  la 
troisième  et  des  quantités  connues. 

Considërons  F  équation  du  troisième  degré  débarrassée 
du  second  terme 

(i)  ar^H-/72:-f-^  =  0, 

et  dans  laquelle  p  et  q  désignent  des  fonctions  ration* 
nelles  de  quantités  quelconques  qu'on  regarde  comme 
connues.  On  peut ,  comme  on  va  voir,  exprimer,  dans  un 
cas  assez  étendu ,  deux  quelconques  des  trois  racines  de 
l'équation  (i)  en  fonction  rationnelle  de  la  troisième  et 
des  quantités  connues. 

Désignons  par  j^  et  ^  deux  quantités  ayant  pour  produit 

—  ^5  et  dont  les  cubes  ont  respectivement  pour  valeurs 


r'  =  — --f-l/V-H  — ' 


soient  aussi  a  et  6  les  deux  racines  cubiques  imaginaires 
de  l'unité  :  les  trois  racines  jc,  Xi,  x,  de  l'équation  (i)  ont 
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pour  valeurs 

or,  =aj  4-6z, 

ainsi  qu'on  Fa  vu  dans  la  dernière  leçon  ;  on  a  d'ailleurs 

a== ï >       6= 2 : 

2  2 

par  suite,  les  valeurs  de  Xi  et  Xt  deviennent 

(4)  ■  ^  ^    ' 


a:,  =  -t±I^l:^^—3, 


OU,  à  cause  de  la  première  des  équations  (3), 


y  —  z 


(5)  ■  ^  ^ 


J?  ^ Z 


2  2 


V/— 3. 


On  voit ,  par  là ,  que  Xt  et  x^  sont  exprimables  en  fonc- 
tion rationnelle  de  x  et  des  quantités  connues,  si  la  quan- 
tité y —  z  ^ —  3  l'est  elle-même. 

On  a ,  par  les  équations  (2) , 


et,  par  hypothèse, 


d'ailleurs 


P 


y  —  z  =  — =r  - — 1 

y^-^yz-^-z"      [y  -\-  «)*  — r« 
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donc 


_v/'-1|. 


portant  cette  valeur  àe  y  —  z  dans  les  équations  (5) ,  il 
vient 


2  2(3jr*-H/?) 

d^où  il  résulte  queXi  etXf  s'exprimeront  en  fonction  ration- 
nelle dex  et  des  quantités  connues,  si  ^  —  4p' —  27^' 
est  exprimable  en  fonction  rationnelle  des  quantités  con- 
nues dont  p  et  q  dépendent. 

On  peut  simplifier  les  précédentes  expressions  de  Xi  et 
Xf.  Nous  ferons  d'abord 

(6)  /ip'-h2ir  =  -r\ 

r  pouvant  être  réel  ou  imaginaire;  et  remarquant  ensuite 
que  X  doit  satisfaire  à  Téquation  (i) ,  nous  remplacerons 

dans  les  valeurs  de  Xi  et  Xj ,  x*  par  — -y   on  aura 


ainsi 

X  rx 


Xi 


2       2(2/;j?4-39) 
X  rx 


Xz 


2         2,[7.px  +  Zq) 


Comme  ces  deux  formules  se  déduisent  l'une  de  Pautre 
par  le  changement  de  r  en  —  r,  les  valeurs  de  x^  et  Xt 
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seront  toutes  deux  comprises  dans  la  formule  unique 

X  rx 

2^    "T^     •——    —    —I—     ———————  ^ 

^^'  *       _  — 2/?J?'+(r— 3y)x 

2  (  2/?X  +  3  <7  ) 

OÙ  Ton  remplacera  r  successivement  par  ses  deux  valeurs 
tirées  de  Fëquation  (6). 

X  est  une  fonction  rationnelle  non  entière  d^une  ra- 
cine x  de  Téquation  (i);  on  pourra  donc,  par  l'un  des 
procédés  indiqués  dans  la  troisième  leçon ,  mettre  sa  va*- 
leur  sous  la  forme  d'un  polynôme  du  second  degré  en  x. 

Pour  cela ,  on  divisera  d'abord  le  premier  membre  de 
Téquation  (i)  par  2px-h  3  7,  et  l'on  sera  conduit  ainsi 
à  l'égalité  suivante  : 

6p^ («*+/>*  H-  ^)  ==  [2px  -H  3  ^)  (4  p^ •«*—  ^pqjc  4-  4/^'+  9^') 

—  ^(4/>'-4-27y«)  =  o, 

d'où  l'on  tire 

^     —  qr^ 

^  ^       ^p^x^  —  6 ^^2? -+- 4/^*4- 99' 

et  la  valeur  de  X ,  donnée  par  l'équation  (7) ,  sera  alors 

~~^  I 

X  =  — -J — ±px^-h{r  —  3^)x][4/?*.r* — 6^7x4-4/^^+9?') 

_  _l_  rS/^^x*  —  4/?»rx3  4-  (8/><  4-  &pqr)  xH 
^^qr'V  -(4/^H-97'){'--3y)*        J' 

enfin  on  chassera  de  cette  expression  de  X,  x^  et  x^ ,  à 
l'aide  des  équations 

X^  =r  —  px  —  ^  ,  X*  =  —  pX^  —  qXy  • 

et  l'on  aura 

(8)  X  =  i-[6/»x'-(9?  +  r)x  +  4/,'].     . 


2^4  SEIZIÈME    LEÇON. 

c'est  tout  récemment  que  M.  Lobatto  s'est  proposé ,  le 
premier,  de  trouver  quelles  sont  les  équations  du  troi- 
sième degré,  à  coefficients  commensurables ,  qui  pos- 
sèdent cette  propriété.  Ce  géomètre  a  complètement  ré- 
solu la  question ,  pour  les  équations  de  la  forme 

dans  un  Mémoire  qui  fait  partie  du  tome  IX  du  Journal 
des  Mathématiques  pures  et  appliquées  de  M.  Liou- 
ville.  INous  suivrons  à  peu  près  la  marche  quHl  a  in- 
diquée. 

Si  une  équation  du  troisième  degré,  débarrassée  du  se- 
cond terme ,  a  ses  trois  racines  réelles ,  le  coefficient  de 
la  première  puissance  de  x  est  négatif;  nous  considére- 
rons donc  Téquation 

(i)  a?*— />x4-7  =  o, 

et  nous  supposerons  p  et  q  positifs  et  commensurables 
(le  cas  de  q  négatif  se  ramènerait  à  celui  de  q  positif  par 
le  simple  changement  de  x  en  — x),  en  sorte  que  l'équa- 
tion (i)  aura  une  racine  négative  et  deux  racines  positives. 
Nous  désignerons  par  —  x  la  racine  négative ,  par  Xi  et  Xt 
les  deux  racines  positives ,  et  en  faisant 

(2)  ^  =  -i-v/4/^"— 27^% 

on  déduira  des  formules  précédemment  établies,  par  de 
simples  changements  de  signes , 

(3)     ^,-^^9'i-''')^-^^P\     ^^  —  (91±iif_±_^\ 
6/?a:  +  (97-h/')  '       *       6/?j?-h(9«7  —  r) 

Supposons  maintenant  que  les  fractions  continues  qui 
représentent  x  et  x^  soient  terminées  par  un  même  quo- 
tient complet  j^;  d'après  les  propriétés  des  fractions  con- 
tinues, on  aura,  pourx  et  0^1,  des  valeurs  de  la  forme 
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suivante  : 

M,  N,  etc.,  étant  des  nombres  entiers  positifs  assujettis  à 
vérifier  les  équations 

(5)  JSM'  — MN'.=±:d::i,     Ql?'  — PQ'  =  zh  i. 

De  la  première  des  équations  (4)  on  tire  • 

_  M  —  Wx 

et,  en  portant  cette  valeur  de  y  dans  la  seconde,  il  vient 

en  faisant ,  pour  abréger, 

A  =  PN'  —  QM',       B  =  QM  —  PN, 

A'  =  P'N'  —  Q'  M',     B'  =  Q'  M  —  P'N  ; 

d'où  Ton  déduit  aisément 

(7)      AB' —  BA'  =  (NM'  —  MN')  (QP'  —  PQ')  =  ±:  1. 

Les  valeurs  de  Xi,  données  par  les  équations  (3)  et  (6), 
doivent  être  identiques;  car,  s'il  en  est  autrement,  en  éga^ 
lant  ces  deux  vUeurs  de  x^ ,  on  aura  une  équation  du  se- 
cond ou  du  premier  degré  dont  les  coefficients  seront  com- 
mensurables ,  ou  du  moins  ne  contiendront  que  le  radi- 
cal r  :  cette  équation,  après  qu'on  y  aura  changé  x  en  — x^ 
aura,  avec  la  proposée  (ï) ,  une  ou  deux  racines  communes, 
et,  dans  l'un  et  l'autre  cas ,  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (i)  admettra  un  diviseur  linéaire  commensurable  ou 
ne  contenant  que  le  radical  r.  Si  ce  diviseur  linéaire  est 
commensurable,  Féquation  proposée  (i)  aura  une  racine 
commensurable.  Si  ce  diviseur  contient  le  radical  /%  et 
que  r  soit  incomnftènsurable ,  Téquation  proposée  (i)  aura 

i5 
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une  racine  de  la  forme  a  -{-  6f\  elle  admettra  donc  aussi 
a  —  6r  pour  racine ,  et  la  troisième  racine  sera  alors  com- 
mensurable  ;  d'où  il  suit  que  si  Téquation  (i)  n'a  pa»  de 
racine  commensurable,  comme  nous  le  supposons  évi- 
demment dans  cette  recherche ,  les  deux  valeurs  de  Xt , 
données  par  les  équations  (3)  et  (6),  sont  nécessairement 
identiques  :  on  a  donc 

^^^  A       "   B    ~  A'""       B'       ~ 

On  peut  déterminer  aisément  la  valeur  X  commune  à 
chacun  de  ces  rapports.  On  tire,  en  effet,  de  ces  équa- 
tions (8) 

V(AB'  — BA')  =  —  4r»; 

et  comme  AB' —  BA'  doit  être  égal  à  ±:  i ,  il  faut  qu'ici 

AB'— BA'=— I,     et     V  =  4rS 
d'où 

on  peut  prendre  A  =  a  r,  car  on  ramène  à  ce  cas  celui  de 
X  =  —  ar,  en  changeant  les  signes  des  quantités  A,  B, 
A',  B',  ce  qui  est  évidemment  permis;  les  équations  (8) 
donneront  alors 

Donc,  pour  que  les  deux  racines  —  x  et  Xx  de  l'équa- 
tion (i)  se  terminent  par  les  mêmes  quotients  incomplets, 
il  faut  que 

(r^\  97  —  ^  ^P"  ^P  97  +  ^ 

«oient  des  nombres  entiers  ;  ce  qui  exige ,  en  particulier, 
que  r  soit  commensurable ,  puisque  p  et  q  \%  sont  par 
hypothèse. 


r 
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On  serait  arrivé  exactement  aux  mêmes  coDditions  si , 
au  lieu  de  considérer  les  racines  —  a:  et  oTi,  on  avait  pris 
"~~  X  et  x^  m 

Je  dis  maintenant  que  les  conditions  que  nous  venons 
de  trouver  sont  suffisantes  et  que,  si  les  quantités  (9)  sont 
des  nombres  entiers,  les  trois  racines  de  Téquation  (1)  dé- 
veloppées en  fraction  continue,  se  termineront  par  un 
même  quotient  complet. 

Posons 

(io)      âiL=I=A,      ^  =  B,     ^=A',     âl±-^=B', 

les  formules  (3)  deviendront 

,       '  Aa:-h  B  B'j?-h  B 

les  équations  (10)  donnent  d'ailleurs 
(12)  AB'  — BA'  =  — I, 

iBl ,  par  hypothèse ,  A ,  B,  A',  B'  sont  des  nombres  entiers. 

Cela  posé,  pour  établir  la  proposition  que  nous  avons 
en  vue,  nous  commencerons  par  démontrer  le  lemme 
suivant  : 

Lemme.  —  Si  A  ^  B^  A',  B'  sont  quatre  nombres  entiers 
tels,  que  A  ^  B,  A'  ^  B',  et  gui  satisfont  à  la  condition 

AB'  — BA'^rfci, 
on  pourra  toujours  considérer  les  fractions  ~   et    -- 

comme  deux  réduites  consécutii^es  dune  même  fraction 

continue» 

A  .  . 

Réduisons ,  en  effet,  -7  en  fraction  continue,  et  arran- 

geons-nous  de  manière  que  le  nombre  des  quotients  soit 
pair  ou  impair,  suivapt  que  AB'  —  BA'  est  égal  à  -f- 1  ou 
à  —I.  Cela  est  toujours  possible-,  car  on  peut,  si  on  le 

i5. 
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juge  à  propos,  diminuer  d'une  unité  le  dernier  quotient 
obtenu ,  et  prendre  un  quotient  de  plus  égal  à  i .  Formons 

les  réduites  de  cette  fraction  continue ,  et  désignons  par  —-, 

A 

l'avant -dernière,  c'est-à-dire  celle  qui  précède  -79  on 

aura 

AM'  —  MA'  =  ±:  I  =  AB'  —  BA% 

et,  par  conséquent, 

A(M'— B')  =  A'(M  — B). 

Or,  je  dis  que  cette  dernière  égalité  exige  que  Ton  ail 
M  =  B ,  M'  =  B'  5  car  si  cela  n'avait  pas  lieu ,  A ,  qui  di- 
vise le  premier  membre  de  l'égalité  précédente ,  divise- 
rait aussi  le  second ,  et  comme  il  est  évidemment  premier 
avec  A',  il  diviserait  M  —  B,  ce  qui  est  impossible,  puis- 
que M  et  B  sont  tous  deux  moindres  que  A, 

Il  suit  de  là  cpie  l'on  peut  considérer  —7  comme  l'avant- 

dernîère  réduite  de  la  fraction  continue  dans  laquelle  se 

/A 
développe  — ,•  Notre  lemme  est  donc  démontré. 

Revenons  maintenant  au  théorçme  qu'il  s'agit  d'éta- 
blir (*). 

Si  l'on  a  à  la  fois 

A>B,      A'>B^     x>î, 

il  est  évident,  d'après  la  première  équation  (11),  que  x 
sera  un  quotient  complet  de  la  fraction  continue  dans  la- 
quelle se  développe  Xi  ^  car,  à  cause  de  l'équation  (12),  si 

l'on  -fait  le  développement  de  -7  en  fraction  continue,  on 


{*)  Le  Mémoire  de  M.  Lobatto  renferme  quelques  inexactitudes,  qui 
pourtant  nHnfirment  en  rien  les  conclurions  de  Taiiteur. 


^ 


SEIZIEME    iEÇON.  a  29 

aura ,  par  exemple , 

A  1  B  ^      I 


et,  d'après  les  propriétés  des  fractions  continues , 


I 

jc,  =  a  4- 


S-h. 


I 
or 


Supposons  que  Ton  n'ait  pas  à  la  fois  A  >  B,  A'  ^  B', 
mais  que  x  soit  ]>  i',  et  posons 

I 

X  =  fl  H — 5 

z 

a  étant  le  plus  grand  entier  contenu  dans  x ,  la  valeur  de 
0?!  devient 

—  (A<»-4-B)z4-A  _CgH-A 
'^'""  (A'fl  +  B')  z  4-  A'  ■"  az  -+-  A'  ' 

ici  l'on  a  évidemment ,  a  n'étant  pas  nul , 

C>A,     C'>A' 

€t 

CA'—  AC'.=  -h  I,     à  cause  de     AB'  —  BA'  =  —  i; 

d'où  il  résulte ,  évidemment ,  que  z  sera  un  quotient  com- 
plet de  la  fraction  continue  dans  laquelle  Xx  se  développe. 
Cette  conclusion  est  en  défaut  si  a  est  nul  ;  car  alors  la 
valeur  de  Xi  est 

Bz 


•""'-B'z+A' 
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et  il  se  peut  qu'on  n'ait  pas  à  la  fois  B  ^  A  et  B'  ^  A', 
Pqsods  alors 


u 


b  ^tant  l'entier  le  plus  grand  contenu  dans  z  5  on  aura 

__(Bô-hA)/*-hB  _D  K  4-  B 
^'  ~  (B'^»  -h  k!)  «  -h  B'  "~  D'à  -h  B'' 

Comme  b  ne  peut  être  nul ,  on  a  évidemment  D  ]>  B , 
D'>  B'  5  d'ailleurs  DB' —  BD'  =  — i ,  donc  u  sera  un  quo-; 
tient  complet  de  .rj , 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  l'un  des  trois  premiers 
quotients  complets  de  la  racine  négative  —  x  sera  néces-^ 
sairement  un  quotient  complet  de  la  racine  positive  x^, 
çt  par  conséquent  aussi  de  la  racine  x%  5  car  tous  nos  rai- 
sonnements s'appliquent  à  x^  qui  se  déduit  de  jCi,  en  chan^ 
géant  A  et  B'  Tun  dans  l'autre. 

Formation  des  équations  qui  possèdent  la  propriété 
précédente,  —  Nous  allons  former  les  équations  qui  pos- 
sèdent la  propriété  que  nous  venons  d'étudier. 

Il  s'agit  des  équations  de  la  forme 


-   x^  —  px  -^  q        0  , 

et  qui  sont 

telles ,  qu'en  posant 

on  ait 

r*  —  4/^'  —  27  y% 

(•) 

97        r=2rA, 

{^) 

p'=rB, 

(3) 

3p  =rA\ 

(4) 

(97-+-'')~2rB', 

A,  B,  A',  B'  étant  des  nombres  entiers^  et  il  en  résulte 
(5)  AB'— BA'  =  — I. 


r 
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L'équation  (5)  étant  une  conséquence  des  quatre  premières^ 
nous  pouvons  nous  borner  aux  équations  (i)?  (3),  (4)?  (5), 
et  même  substituer  aux  équations  (i)  et  (4)  celles, qu'on 
en  déduit  par  addition  et  soustraction ,  savoir  : 

9<7=r  r(A -+-B'),      B'  — A  =  i. 

De  ces  dernières  combinées  avec  les  équations  (3)  et  (5), 
on  tire 

(6)  B'=A-hi, 


(7)  .fi- 


A'  -h  A  4-  I 


) 


.   sA  -h  I 
(«)  V  =  —^  r, 

A' 
(9)  f-^''- 

Des  équations   (8)   et   (9),  combinées  avec   réquation 
r'=  4/'' —  27 (y',  on  tire 

'-         4A"    ■     ' 

par  suite,  les  équations  (8)  et  (9)  donnent 

(2A-hi)-^-h3       3(A»-hA-hi) 
^=^^ W ^ T^ ' 

—  (?-A+i)-^4-3(2A-hi)  _  aA'^^-SA'-H  3A  + 1 

Dans  ces  formules ,  A  peut  être  considéré  comme  un  nom- 
bre entier  absolument  arbitraire,  et  A'  n'est  assujetti  qu'à 
la  seule  condition  de  satisfaire  à  Féquation  (  7J ,  c'est-à-dire 
de  diviser  A*-h  A  -h  i . 
Il  résulte  de  là  que  les  équations  du  troisième  degcé 
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dont  nous  nous  occupons  ont  la  forme  générale  que  voici  : 

^  A» -h  A  4-1           2A.^-l-3A«4-3A-hi 
^-3 -^^ x-\ jr, =  o, 

A  désignant  un  nombre  entier  quelconque ,  et  A'  un  divi- 
seur quelconque  de  A*-HA-t-i'.  L'équation  a:' — 70:4-7=0 
se  déduit  de  cette  équation  générale ,  en  faisant  A  =  4  9 
A'  =  3. 

M.  Lobatto  s^est  borné,  dans  son  Mémoire,  à  Fétude 
des  équations  du  troisième  degré  débarrassées  du  second 
terme.  On  arriverait  à  des  résultats  plus  étendus,  -en 
considérant  les  équations  complètes;  car  on  comprend 
qu^uuc  équation  complète  puisse  posséder  la  propriété  que 
M.  Lobatto  a  étudiée,  et  ne  pas  la  conserver  quand  on 
Vaura  débarrassée  de  son  second  terme.  Cette  extension 
des  recherches  de  M.  Lobatto  ne  présente  aucune  diffi- 
culté, car  Féquation  la  plus  générale  du  troisième  degré 
peut  être  mise  sous  la  forme 

(jr  —  û)'4-y»(j?  — «)4-'^==o, 

et  Ton  peut  aisément  exprimer  deux  racines  en  fonction 
rationnelle  de  la  troisième ,  en  se  servant  des  formules  que 
nous  avons  établies  précédemment.  Ges  formules  feront 
connaître  ensuite  les  conditions,  pour  que  les  fractions 
continues  dans  lesquelles  se  développent  les  trois  racines 
puissent  se  terminer  par  les  mêmes  quotients  incomplets  : 
il  n'y  a  qu'à  employer  des  raisonnements  tout  semblables 
à  ceux  que  nous  avons  faits  \  mais  je  crois  devoir  me  bor- 
ner ici  à  cette  simple  indication.  Au  surplus ,  on  trouvera 
dans  la  Note  VU  l'extension  la  plus  complète  qu'on  puisse 
désirer  des  résultats  que  nous  avons  exposés  dans  cette 
leçon , 
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Résolution  de  Téquation  générale  du  quatrième  degré.  —  Méthode  do 
Louis  Ferrari.  —  Étude  de  la  résolvante.  —  Méthode  de  Lagrange.  — 
Méthode  de  Descartes.  —  Méthode  de  Tschirnaûs  et  d'Euler. 


Résolution  de  V équation  générale  du  quatrième  degré. 

Nous  allons  examiner,  dans  celle  leçon,  les  principales 
méthodes  connues  pour  la  résolution  de  l'équation  générale 
du  (juatrième  degré. 

« 

Méthode  de  Louis  Ferrari, 

La  méthode  la  plus  simple  pour  résoudre  Féquation  du 
quatrième  degré ,  est  aussi  la  plus  ancienne  \  c'est  celle  de 
Louis  Ferrari  :  elle  consiste  a  faire  en  sorte  que  les  deux 
.  membres  de  l'équation  soient  des  carrés ,  et  elle  ramène 
par  suite  la  résolution  de  l'équation  du  quatrième  degré  à 
celle  de  deux  équations  du  second. 

Soit  l'équation 

(l)  .r*  ■i'jJX^  -h  qx^  -|-  rj?  -f-  5  =  o  ; 

en  ne  conservant  dans  le  premier  membre  que  les  deux 
premiers  termes ,  elle  devient 

x^  H-  px^  =  —  ^.r'  —  rx  —  s  y 

et,  en  ajoutant  aux  deux  membres  ^—t-  ?  afin  que  le  pre- 
mier membre  deV^ienne  un  carré , 

Mise  sous  cette  fomie,  l'équation  proposée  se  résoudrait 
immédiatement ,  si  le  second  membre  était  un  carré  ;  car  il 
suffirait  alors  d'extraire  la  racine  carrée  des  deux  mem- 
bres, et  Téquation  ne  serait  plus  que  du  second  degré. 


rx  —  s» 
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Cest  à  ce  cas  très-pariiculier  que  la  méthode  de  Ferrari 
ramène  tous  les  autres. 

Désignons  par  y  une  quantité  indéterminée,  et  ajoutons 
aux  deux  membres  dé  Téquation  (2)  la  même  quantité 

y' 


il  vient 


(''■^^) 


^■4 


(3)     (..^-.,^-)  =  (^__,^,)..(^^_.),^(^__,) 

Maintenant,  déterminons  y,  de  manière  que  le  second 
membre  de  l'équation  (3)  soit  un  carré.  IlsuflSt,  pour 
cela ,  que  Ton  ait 

ou 

(4)    j'  — 7j' -h (/?/•  — 4.ç)jr  —  ^ (/»'  —  4y )  —  '•'  =  oî 

et ,  si  Ton  connaît  une  seule  racine  de  cette  équation  en  y^ 
la  résolution  de  Téquation  proposée  (i)  s'ensuivra  inmié- 
diatement,  car  Téquation  (3),  qui  est  la  même  que  (i) , 
peut  s'écrire  comme  il  suit  : 


=  O 


et  elle  se  décompose  dans  les  deux  suivantes,  qui  sont  du 
second  degré  : 


"'+(f+v/?-'^-^^)^-'-U 


(5) 


-  (^  v/f  - 


r  ]^ 
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L'équation  (4)  9  qui  est  du  troisième  degré,  sera  donc 
ici  la  réduite  ou  la  résohan^e  de  Téquation  (i).  Nous 
avons  vu  qu'on  peut  exprimer  par  radicaux  les  racines 
de  Téquation  générale  du  troisième  degré  ;  il  s'ensuit  que 
l'équation  du  quatrième  degré  jouit  de  la  même  propriété, 
car  les  équations  (5)  permettent  d'exprimer  les  quatre 
racines  de  Téquation  (i)  en  fonction  des  coefficients  et 
d'une  racine  quelconque  y  de  la  résolvante. 

Exemple.  —  Considérons  l'équation 

jc*  -\-  x^  —  /\a:^  —  4  -^  "+"  '  =  o  » 

dont  les  racines  ont  pour  valeurs  absolues  le  côté  et  les 
diagonales  du  polygone  régulier  de  trente  côtés  inscrit 
dans  le  cercle  de  rayon  i.  La  résolvante  (4)  est  ici 

r'-h4r'~Bj~33  =  o, 

et  elle  a  —  3  pour  racine  -,  Téquation  proposée  se  décom-r 
pose  alors  dans  les  deux  suivantes  : 


x' 


—  I  -h  v^5 


a 


et,  en  général,  en  appliquant  la  méthode  de  Ferrari  à 
une  équation  du  quatrième  degré  à  coefficients  commen-r 
surables  dont  les  racines  ne  doivent  pas  contenir,  dans 
leur  expression ,  de  radicaux  cubiques ,  on  arrivera  tou- 
jours à  une  résolvante  qui  aura  une  racine  commensu^ 
rable. 

Étude  de  la  résohanle. 

Nous  venons  de  voir  comment  les  quatre  racines  de  Té-» 
quation  proposée  peuvent  s'exprimer  à  l'aide  d'une  seule 
racine  de  la  résolvante  :   nous  allons  étudier  à  son  tour 
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cette  résolvante ,  et  examiner  de  quelle  manière  ses  ra- 
cines sont  formées  avec  celles  de  la  proposée. 

Désignons  toujours  par  y  une  racine  quelconque  de  la 
résolvante,* et  par  Xi,  Xs,  Xs,  x^  les  quatre  racines  de 
Téquation proposée,  savoir,  parXi  et  Xt  celles  qui  appar- 
tiennent à  la  première  des  équations  (5);  par  x^  et  Xi, 
celles  qui  appartiennent  à  la  seconde.  On  aura  alors 

py 


r 

y  2 

X\  Xi  —   ~"  "+- 
2 


v/f- 


py 


'  r 

•^3  "^4   "^    "~    

2 


et,  en  ajoutant, 

y  — ^  «^1  ^J  "T~  «^3  J?4. 

La  résolvante  a  donc  pour  racine  la  fonction 

X\  Xi  -^  J?3  X^ 

des  quatre  racines  de  la  proposée ,  fonction  qui  n^a  effec- 
tivement que  trois  valeurs,  quand  on  y  échange  les  racines 
les  unes  dans  les  autres  de  toutes  les  manières  possibles. 
Posons 


d'où 


y 


-'2-ft 
~4     U" 


la  résolvante  en  y  se  transformera  dans  une  équation 
en  f ,  qui  sera  du  sixième  degré,  mais  qui  ne  contiendra 
que  des  puissances  paires  de  t.  Cette  équation  ne  sera  pas 
plus  difficile  à  résoudre  que  Téquation  (4) ,  et  on  peut  la 
prendre  pour  résolvante  à  la  place  de  cette  dernière.  Les 
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équations  (5),  dans  lesquelles  se  décompose  T^qualion 
proposée,  deviennent  alors 

f(ï-f-')-'_ 


-C-fV-Kî'-f- 


*     i,     ='• 


et  Ton  en  déduira  les  quatre  racines  de  la  proposée ,  si  l'on 
connaît  une  seule  racine  de  la  résolvante  en  t. 

Les  équations  précédentes  ont  pour  racines ,  la  pre- 
mière ,  Xi  et  Xt ,  la  seconde ,  x^^  et  T4  \  on  a  donc 

^1  "T"   *p2   — —     —————    9 


p  —  t 

-^3   4-  J?4   =      t 


et,  en  retranchant,     . 

Telle  est  l'expression  de  la  racine  de  la  résolvante  en  t. 
C'est  une  fonction  linéaire  des  racines  de  la  proposée, 
qui  peut  prendre  efTectivement  six  valeurs  égales  deux  à 
deux  et  de  signes  contraires ,  par  les  permutations  des  ra- 

C1116S  X\  ^  0C%  ^  X^  ^  «X*i  • 

Méthode  de  Lagrange. 

D'après  la  théorie  générale  exposée  dans  les  onzième 
et  douzième  leçons ,  on  peut  exprimer  rationnellement  les 
quatre  racines  de  l'équation  générale  du  quatrième  degré 
par  une  fonction  de  ces  racines  telle ,  que  les  1.2.3.4  va- 
leurs qu W  en  déduit  par  les  permutations  soient  diffé- 
rentes. Une  pareille  fonction  dépend  d'une  équation  du 
vingt-quatrième  degré;  mais  nous  venons  de  voir,  par 
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Taiialysc  de  la  mélhode  de  Ferrari  ,  qu'il  suffit,  pour  ré- 
soudre Téqualion  du  quatrième  degié,  de  connaître  une 
fonction  des  racines  qui  ait  trois  valeurs  seulement,  ou  six 
valeurs  égales  deux  à  deux  et  de  signes  contraires. 

La  formation  k  priori  de  l'équation  dont  dépend  une 
pareille  fonction  des  racines  de  la  proposée,  et  la  déter- 
mination subséquente  de  ses  racines,  constituent  une  nou- 
velle méthode  due  à  Lagrangc ,  et  que  nous  allons  actuel-^ 
lement  exposer. 

Soit  r équation 

(  I  )  x*'\-  px^  -h  qx^  4-  rx  -h  A*  =  o  i 

et  désignons  par  Xi,  Xs,  X3,  Xi,  ses  quatre  racines.  La  fonc- 
tion la  plus  simple  de  ces  racines,  parmi  celles  qui  ne  peu- 
vent acquérir  que  trois  valeurs ,  est  x^  Xt  -i-x^Xi,'^  posons 
donc 

jr  =  Xi  X2  -h  ^3  ^4 

et  commençons  par  chercher  la  valeur  de  j^  ou  plutôt 
l'équation  du  troisième  degré  dont  elle  dépend. 

Soientj^i,  j^j,  j^s  les  trois  valeurs  que  peut  acquérir  j-, 
on  aura 

Yi  =  x,  j:,  -f-  x^Xt  y       fi^z:  Xi  Xi  -i-  x-iXi,        jr.^  =  j:,  ^4  +  Xj  3:3 , 

et  l'équation  en  y  sera 

Les  coefficients  de  cette  équation  (2)  sont  des  fonctions 
symétriques  des  racines  de  Téquation  (i),  et  peuvent,  par 
conséquent,  s'exprimer  par  les  coefficients /7j  ^,  /•,  s.  On  a 

Xi  4- Ja  -+-^3  =  (^i  X2-\-X^  Xi-i-  X^  X^-\-  Xj^TaH-  X^X^-^  X^Xt)  =  q, 

yiX2-hx,Xi'^x^x^ 

=r.  (J7,  -f-  Xj  -H  ^3  H-  ^4)  (*i  ^2^3  -+-  ^1  ^i^*  4-  ^1  X^X^  -h  X2X:iX^  ) 

X\  X2  Xi  ~—  "^l  "^2  "^3  ^4 

X  [(^i'\'X7'^^2-\'^iY—^(jl^i^2'hXiX3-hXiX^-\-X2X3'^X-^^-{'X3X^)] 

-+-  (XiX:iX:i-{'  X(XiX^'^  JT,  jr^x^ -h  .rj^TaO:! )'=r:  s  (p^ —  ^g)  -h  r»; 


r 
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réquation  résolvante  en  y  est  donc 

Nous  savons  résoudre  cette  équation,  qui  est  du  troisième 
degré;  voyons  maintenant  comment  on  obtiendra  les  va- 
leurs des  racines  oTi,  Xj,  Xs,  0:4. 

Soitj^,  une  racine  quelconque  de  Féquaiion  (3), 'on 
aura 

Xx  Xj  -+"  Xo  127^  ^^  yx  \ 

(railleurs 

*^\    ^7    X    «^3  ^\    ^^      S    'y 

donc  .r,  x^  et  x%  X4  sont  les  racines  de  Téquation  du  second 
degré 

(4)  z'  — /jZH-j  =  o. 

Soient  Zx  et  z^  les  racines  de  cette  équation  (4)9  on  aura 

X\  JTj  ^^  Z\  y        X3  X^  ^T  239 

connaissant  ainsi  les  fonctions  x^x^  eix^Xi,^  on  voit  de 
suite  qu'on  doit  en  déduire  rationnellement  les  sommes 
^i-^-^t  et  Xi  -t-X4,  qui  sont  des  fonctions  respectivement 
semblables  à  Xx  x^  et  x%  X4.  On  a  ^  elFectî veinent, 

J^3 «4  (-2^1  -^rXt)->fX,Xi[x.i'\-x^)=z  —  ry 

ou 

3,  (j:, -hxa)  -f  2,(0:3 +  .r4)  =  —  /•; 

d'ailleurs 

[x^  +  iî)'-f-  (0:3  4-  Xi)  =  —  /?, 
donc 

■^1  -T-  -Cj  =    9  •>P3  -t-   «^4  = 

Connaissant  x--!- Xj  et  Xi  Xj,  X3  +  ^4  et  Xs  X4,  on  peut 
former  deux  équations  du  second  degré,  ayant  pour  ra- 
cines, la  première,  x,  et  Xj,  la  seconde,  Xs  et  X4,  et  le 
problème  peut  être  considéré  comme  résolu.    • 
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Ou  résout  plus  faciit^meut  réquation  du  quatnème 
degré,  en  prenant  une  résolvante  dont  la  racine  soit  une 
fonction  linéaire  des  racines  de  Téquation  proposée , 
ayant  six  valeurs  égales  deux  à  deux  et  de  signes  con- 
traires. 

Soit 

t  =3  Xi  +  X'i  —  J?2  —  X^  \ 

m 

cette  fonction,  ayant  six  valeurs,  dépendra  d'une  équa- 
tion du  sixième  dogré  :  mais  parce  que  ces  valeurs  de  t 
sont  égales  deux  à  deux  et  de  signes  contraires,  Téquation 
s^abaissera  au  troisième  degré,  en  posant 

t'=z  e. 

On  peut  former  directement  l'équation  en  0,  puisqu'on 
connaît  la  composition  de  ses  racines;  mais  on  peut  aussi 
la  déduire  de  la  résolvante  (3)  en  y.  Il  est  facile ,  en  effet, 
de  voir  que  l'on  a 

^  = 4 ' 

et  la  résolvante  en  d  est 

j  ô»— (3^î-. 8^) e»-H  (3/?*— 16/>^^ -M6y^-M6/?r  —  64 5)  e 
W|     —  (^3'-.4/,i7-h8r)>=:o. 

On  pourrait  exprimer  les  quatre  racines  o^i,  otj,  Xs,  x^ 
de  la  proposée ,  à  l'aide  d'une  seule  des  racines  9  de  cette 
équation  ;  mais  on  obtient  des  résultats  plus  simples  en 
employant  les  trois  racines. 

Soient  0i,  Ôj,  0^  les  trois  racines  de  l'équation  (5),  on 
aura  _ 

iJîi  4-  j:j  —  ^3  —  «2^4  =  V'ô»  » 
X,  4-  J?3  —  -se,  —  ;C4  =  v^O, , 
.17|  —T"  X^  —   JTj  '—  J?3  —   Y  V3  ^ 

d'ailleurs 

(•^)  .r, -4- Xî-t-Xa  -f- Jf,  =  — /?, 
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et  les  (kjuations  (6)  et  (7),  qui  sont  du  premier  degré, 
donneront  les  valeurs  suivantes  des  quatre  racines  : 


JO^ 


JC. 


"~" 

r   ' 

y  "1    1 

4 

Y  ^2  ^^ 

Y  "3 

, 

-P-^ 

-v/ëT- 

v/e.- 

■  V«r 

4 

5 

—  P  — 

^>  + 

V'eT- 

v^ 

4 

.  .-  J 

—  P- 

.  ^_ 

v/ër+ 

Ve. 

4 

Ces  quatre  racines  peuvent  être  représentées  par  la  for- 
mule unique 

{«)  x= ^ > 

puisque  chaqile  radical  a  deux  valetirs  égales  et  de  signes 
contraires.  Mais  ici  se  présente  une  dij9iculté,  car  l'ex- 
pression de  Xy  donnée  par  la  formule  (8),  a  huit  va- 
leurs, tandis  que  Féquation  proposée  ne  peut  avoir  que 
quatre  racines.  Il  est  aisé  de  faire  disparaître  cette  ambi- 
guïté. En  effet,  on  peut  prendre  à  volonté  l'une  des  deux 

valeurs  de  ^0i  et  de  v^  ;  mais  quand  on  a  fixé  ces  valeurs, 

celle  du  troisième  radical  yôs  se  trouve  par  cela  même  dé- 
tepninée.  En  effet,  en  multipliant  les  trois  équations  (6), 
on  trouve 

\/r,  Sff,  s/r,  =  (a:\  -^-.xl  H-  ^î  4-  x]) 

+  2  (a?,  :CjX3  -H  Xi  XiXt  H-  X,  x^x^  ^-  XjXjX,) 
-'Xi(xl-hxl-hx])'--x,(x]^x\-hx]) 
-  X,  (x]  +  x\  +  x])  ^x,{x]  +  x]  •+-  x]) 

16 


1 

5 
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d'où 


Il  résulte  de  là  que  la  valeur  de  x,  donnée  par  réqua- 
tion  (8),  a  précisément  quatre  valeurs,  etqu^elle  repré- 
sente bien ,  en  conséquence ,  les  quatre  racines  de  l'équa-^ 
tion  proposée. 

Remarque.  —  Il  est  important  de  remarquer  que  le 
succès  des  méthodes  de  Ferrari  et  de  Lagrange  est  dû  àr 
cette  seule  circonstance,  que  Von  peut  former  des  fonc- 
tions de  quatre  lettres,  qui  n^ont  que  trois  valeurs. 

Méthode  de  Descartes, 
Cette  métliode  consiste  à  identifier  l'équation  proposé^- 
jr*  4- px^  4-  9^J?'  -f-  rx  -^  s  =  Oy 
avec  cette  autre 

[x^-4rfx  +  g)  (x^  -^f'x  +  g')  ==  o, 

dont  les  racines  peuvent  être  considérées  comme  conn^ues.- 
Au  lieu  d'employer  la  méthode  des  coefficients  indé-^ 
ter^iinés,  comme  fait  Descartes,  on  peut  exprimer  que 
X*  -{-fpc  -h  g  est  un  diviseur  du  premier  membre  de 
l'équation  proposée ,  en  eifectuant  la  division,  et  égalant 
à  zéro  les  deux  terme*  du  reste  qui  est  du  premier  degré 
en  X,  On  obtient  ainsi de^x  équations  entre  lesdeux  incon- 
nues f  et  g^  et  en  éliminant  g  ou  y,  on  a  une  équation 
du  sixième  degré  qu'on  ramène  aisément  au  troisième, 
et  qu'on  peut  considérer  comme  une  résolvante  de  l'équa- 
tion proposée.  Cette  méthode  ne  diffère  pas,  au  fond,  de 
celles  que  nous  avons  d'abord  exposées;  car  si  l'on  con- 
naît une  valeur ^e  g  ou  def\  c'est-à-dire  Xi  x%  ou  x^-hx^^ 
on  connaîtra  également  x^  Xi^ovl  x^  +  Xi,^  et  la  résolu^ 


I 

i 

■ 
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! 
don  de  Téquation  proposée  s'en  déduira  comme  nous  j 

l^avons  montré  précédemment. 

Méthodes  de  Tschùnaûs  et  d^Euler, 

Je  n'ajouterai  rien  à  ce  que  j'ai  dit  dans  une  précédente 
leçon  au  sujet  de  la  méthode  de  Tscbimaûs,  qui  ramène 
l'équation 

x^  -h  px^  -f-  qx^  -f-  ri:  -h  Jf  =  O 

à  la  forme  bicarrée ,  en  employant  la  transformation 

j  =  »  -h  ^x  4- ^% 

et  disposant  convenablement  des  indéterminées  aeib. 

La  méthode  d'Euler  consiste  à  éliminer^  entre  les  deux 
équations 

ir  =  o -+*  ftj -h  tj' -h  rfr'j 

r'  =  ^? 

et  à  identifier  l'équation  finale  en  x  aveb  la  proposée 
dont  les  racines  seront  alors  données  par  la  fof  miile 

x=ia^b^yfe-^c  {^"ef  H- d (^/. 

Tout  revient  donc  à  déterminer  les  valeurs  des  indéter- 
minées a,  i,  c,  r/,  e,  dont  l'une  peut  être  choisie  arbitrai- 
rement. 


i6é 
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DIX-HUITIÈME  LEÇON. 

Sur  la  résolution  algébrique  des  équations.  —  Des  équations  de  degré* 
premier.  —  De»  équations  de  degré  non  premier. 


Sur  la  résolution  algébrique  des  équations. 

Totttes  les  mélhodes  connues  que  les  géomètres  ont 
essayé  d'appliquer  à  la  résolution  algébrique  des  équa- 
tions ,  et  il  en  serait  nécessairement  de  même  des  nouvelles 
qu'on  pourrait  imaginer,  reviennent  à  faire  dépendre  la 
vésolution  de  Féquation  proposée  de  celle  d'une  autre 
équation  plus  facile  à  résoudre ,  et  dont  les  racines  sont 
des  fonctions  de  celles  de  la  proposée. 

C'est  ainsi  que  nous  avons  pu  résoudre  Féquation  du 
troisième  degré,  en  déterminant  la  valeur  d'une  fonction 
linéaire  des  racines  or,,  Xt^  x^^  savoir  : 

a  désignant  l'une  des  racines  imaginaires  de  l'équation 
x'  =  I .  Le  cube  t'^  de  cette  fonction  ne  peut  prendre  que 
deux  valeurs  distinctes  par  les  permutations  des  racines 
a:  15  J?t,  x^^  et  dépend,  par  conséquent,  d'une  équation  du 
second  degré. 

De  même,  nous  avons  résolu  l'équation  du  quatrième 
degré  en  déterminant  la  valeur  de  Tune  des  deux  fonc- 
tions suivantes  de  ses  racines  Xi,  .rj,  a"^,  0:4, 

t  :=:r  X|  —  Xi  H—  X^  —  X^  • 

La  première  de  ces  deux  fonctions  ne  peut  acquérir  que 
trois  valeurs ,  et  dépend ,  par  cqnséquent ,  d'une  équation» 


V 


du  troisième  degré,  qu'on  sait  résoudre;  la  seconde  peut 
prendre  six  valeurs  et  dépend  d'une  équation  du  sixiémfe 
degré,  mais  qu'on  peut  abaisser  au  troisième,  parce 
qu'elle  ne  contient  que  des  puissances  paires  de  l'incon- 
nue. Nous  avons  vu,  dans  la  leçon  précédente,  que  la 
résolvante  en  t  conduit  plus  aisément  que  celle  en  y  à  la 
résolution  de  la  proposée  5  elle  a  aussi  cet  avantage,  que  la 
résolution  de  l'équation  du  quatrième  degré ,  qu'on  en 
déduit,  présente  la  plus  complète  analogie  avec  celle  de 
l'équation  du  troisième  degré.  La  fonction  f  peut ,  en  effet^ 


s'écrire  ainsi  : 


^  =  ar,  H-  (f.x.x  -f-  a'  0^3  -+-  a^  x^ , 

a  désignant  la  racine  réelle  —  i  de  l'équation  a:*  ==  i. 

Dans  les  Mémoires  de  V Académie  de  Berlin  (années 
1770  et  177 1)  (*),  Lagrange,  prenant  pour  point  de  dé- 
part les  résultats  qui  précèdent ,  a  cherché  à  opérer  la 
résolution  de  l'équation  de  degré  wdontXi,  jCj,  0:8,..,, 
jc,„  sont  les  m  racines ,  en  employant  une  fonction  de  la 
forme 


r  =  X,  -h  çf.Xi  4-  a^-î^a  -H-  .    -h  a""' j:^_,-|-  a*""'  x^ 


my 


OU  a  désigne  une  racine  de  l'équation  x"*  =  i . 

Quoique  ces  recherches  de  Lagrange  neTaient  pas  con- 
duit à  la  résolution* des  équations  générales  d'un  degré 
supérieur  au  quatrième,  les  développements  qu'il  a  don- 
nés à  ce  sujet  présentent  a^sez  d'intérêt  pour  qu'il  semble 
utile  de  les  exposer  ici . 

Nous  suivrons  la  marche  tracée  par  l'illustre  auteur,  et 
nous  distinguerons  avec  lui  le  cas  où  le  degré  de  l'équa- 
lion  est  un  nombre  premier,  et  le  cas  où  ce  degré  est  un 
nombre  composé. 


(*)  Lagrange  a  donné  an  extrait  de  son  Mémoire  dans  la  Note  XIII  de 
son  Traité  de  la  RésQlulion  des  équations  numériques,  3*  édition  ,  page  i^\7 . 
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Des  équations  de  degré  premier. 
Soient 

les  m  racines  d*uue  équation 
(i)  V=o, 

d'un  degré  premier  m,  a  une  racine  quelconque  de  Féqua-. 
tion  x'"  =  I ,  et  posons 

(2)  /  =  Xj -f-aaTiH- a'arg -h.  .  .-h  oÇ-' J?«.  . 

Si  a  n'est  pas  égal  à  i,  m  étant  premier,  les  puissances 
de  a ,  savoir 

sont  les  m  racines  de  Féquation  j;"*  =  i,  et,  par  consé- 
quent, sont  toutes  distinctes.  Il  résulte  de  là  que  la  fonc^ 
^ion  t  prendra  i  •  2 . 3 .  . .  m  valeurs  distinctes ,  si  Ton  y 
permute  les  m  racines  Xi,  x^s,  etc.;  cette  fonction  dépend 
donc  d'une  équation  du  degré 

1.2.3.  .  .f7?, 

qu^on  peut  former  par  la  méthode  exposée  dans  la  troi-r 
sième  leçon,  puisqu'on  connaît  la  composition  de  ses  ra- 
cines. 

Nous  allons  démontrer  que  la  résolution  de  cette  équa- 
tion de  degré  i .  2 . 3 . . .  /7^  peut  se  ramener  à  la  résolu^ 
tion  d'une  équation  du  degré  m  — '  i ,  dont  les  coefficients 
dépendent  d'une  équation  du  degré  i.2.3...(/n  —  2). 

Multiplions  successivement  Texpression  de  t  par  a,  a*, 
a*,. . .,  a'"""*,,  et  rab^aissons  les  exposants  de  a  au-dessous 
4e  /7i,  à  l'aide  de  la  relation  a'""^"  =  a";  on  aura 

af  =  ax,  H- a'OTa  4- a^ X3 -I- .  .  .  +  Xm, 
a*r  =  a- X, -h  a'^JCs  4- a'i^a -h .  .  .  4- a  j:«  , 
••••* • • ? 
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OU,  en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  de  a, 

f  =  X,    -f-  a  J?,  -h  a'4?3  -|- .  .  .  -f-  a"*—  x^ , 
af  =  jc„  -4-  aj»,  -f-a»ara4-.  . .-+- a'»-*a:„_,, 
{3)  {     a»f  =:x«_,-H  ajr«  -f-  a'x,  -f-, . . -f-  «"^«x»,^,, 

\  a*"'  f  =  Xa   4-  aX;,  4-  a^x^  -+-...  +  a'""'  x, . 
On  voit  que  chacune  des  quantités 

se  déduit  de  la  précédente  par  la  substitution 


/    X|  y    Xj , .  •  •  I    x^       \ 
\  «^«j     Xi  ,  •  .  .  ,    Xj||_|   J 


et,  par  conséquent ,  chacune  des  racines  x^^x^^  etc. ,  oc- 
cupe, dans  les  seconds  membres  des  équations  (3),  toutes 
les  places.  Par  exemple ,  Xi  est  à  la  première  place  dans  t^ 
à  la  deuxième  dans  a  ^,  etc. ,  à  la  dernière  place  dans  a'"~  ^  t  ; 
on  aura  donc  les  i  •  2 . 3  • . .  m  valeurs  de  t ,  en  faisant 
subir  auit  m  —  i  lettres  Xf ,  jts  , . . . ,  x^ ,  dans  les  seconds 
membres  des  équations  (3 ),  les  i .  a  •  3 . . .  (m  —  i)  permu- 
tations dont  elles  sont  susceptibles ,  sans  changer  la  place 
de  Xi*  Et  si  Ton  fait,  pour  abréger, 

^  =  1 .2.3. .  .(m  —  i), 
et  que  Ton  désigne  par 

les  fx  valeurs  que  prend  t^  quand  on  y  permute  les  m  —  i 
lettres  Xa ,  Xs ,  • . . ,  ;p^  ,  les  i .  2 . 3 .  . .  m  racines  de  Téqua- 
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liou  en  t  seront 

t^y   OLUy    aV,,  ...,    a"-'r,, 


on  a  d^illeurs 
Téquatian  en  t  sera  donc 

On  voit  que  cette  équation  ne  contient  que  des  puissances 
de  t  dont  les  exposants  sont  divisibles  par  iît ,  et  qu'elle 
s*  abaissera  au  degré  iâ=  i.a.3.«.(m-^i),  en  posant 

L'expression  de  9  est 

% 

(4)  9  =  (j:,  4-ax,-f-a'jc,-f-.  .  .  +  «•"-•t^)'", 

et  l'on  déduit  de  cette  formule  les  fi.  racines  de  l'équation 
en  0,  en  permutant ,  de  toutes  les  manières  possibles ,  les 
m — I  lettres  Xj,  Xs,..*.,  x,„,  sans, changer  x\  de  place.  Or, 
parmi  ces  permutations ,  qui  servent  à  déduire  toutes  les 
valeurs  de  9  de  Tune  d'entre  elles,  il  en  est  qui  méritent 
surtout  de  fixer  l'attention ,  parce  qu'elles  équivalent  au 
simple  changement  de  a  en  a*,  a', . . . ,  a'"~*.  En  effet,  m 
étant  un  iiombre  premier,  si  dans  la  série 


a,   a',  .  .  .  ,    a'"""' 


on  remplace  a  par  a",  n  étant  <^/»,  on  reproduira  les 
mêmes  racines,  mais  dans  un  ordre  différent.  La  substi- 
tution à  5t ,  de  Tune  de  ses  puissances ,  équivaut  donc  à 
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un  certain  changement  des  puissances  de  a  entre  elles 
dans  l'expression  de  0,  et,  par  suite,  à  un  certain  chan- 
gement des  racines  arj ,  Xs , .  .  . ,  jc,,,  entre  elles. 

Remplaçons  donc  a,  dans  l'expression  (4)  de  0,  par 
chacune  de  ses  puissances  «,«',  a',. . .,  a*"""*,  rabaissons 
les  exposants  de  a  au-dessous  de  m  et  ordonnons,  par 
rapport  aux  puissances  de  a ,  la  fonction  dont  la  puis- 
sance m  est  égale  à  6\  désignons  enfin  par 

les  m  —  1  valeurs  de  Q  ainsi  obtenues  :  il  est  évident 
que  Xj,  qui  occupe  la  deuxième  place  dans  9i ,  aura  la 
troisième  dans  0j,  la  quatrième  dans  0^  ?  etc.,  la  dernière 
dans  0,„_i ,  et  Ton  aura 

Ga  =  (x,  4-  . .  .  +  a»X3  -H . .)'", 

(5)       /'       Ô3  ==  («a:,  + H-  a^  JTj  -h ...  .)'"> 


\  0.^_,  =  (a:,  -f- H-  a'»-'^,)'». 

Voilà  donc  /?/  —  i  valeurs  de  Q  dans  lesquelles  x^  occupe 
successivement  la  seconde,  la  troisième,  etc.,  la  dernière 
place,  en  sorte  qu'il  suffira,  pour  avoir  les  1.2. 3... (m — 1) 
Valeurs  de  6,  de  faire,  dans  chacune  des  m  —  i  valeurs 
que  nous  venons  d'écrire  les  i .  2 . 3 . .  •  (m  —  2)  permuta  - 
tions  des  lettres  0:3 ,  0*4 , . . . ,  :r,„,  les  unes  dans  les  autres, 
sans  changer  la  place  ni  de  x^  ni  de  x^.  On  déduira ,  en 
effet ,  par  ce  moyen  1.2. 3. ..(m  —  2)  valeurs  de  9,  de  cha- 
cune des  valeurs  (5),  ce  qui  fera  en  tout  i.2.3...(/w — 1) 
valeurs. 
Si  maintenant  on  considère  l'équation  de  degré  m  —  i 
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OU 

(6)  9'"-  4-  P,  0"'-=^  4-  P.  ô'"-^  + .  . .  -f-  Pm-2  9  +  P«.-.  =  o , 

qui  a  pour  racines  les  quantités  6i,  &j,...,  6„,_i ,  je  dis  que 
les  coefficients  P| ,  Pj,  etc. ,  de  celte  équation  ne  dépendent 
que  d'une  équation  du  degré  i .  2  .  3  . . .  (m  —  a) ,  en  sorte 
que  r équation  du  degré  i .  a .  3 . . .  (  w/ — i  ) ,  qui  a  pour  racines 
toutes  les  valeurs  de  0,  se  décomposera  en  i  .2.3. ..(m —  a) 
facteurs  du  degré  m  —  i,  à  Taide  d'une  seule  équation  du 
degré  1.2. 3. ..(m — 2). 

D'abord  il  est  facile  de  voir  que  toute  fonction  symé- 
trique des  quantités  Ôj ,  62?  ^svm  ^«-i  9  ^^  feul  acquérir 
que  1.2.3  ...  (m — 2)  valeurs,  parles  1.2. 3. ..(m  —  2) 
permutations  des  lettres  jf.'s,  0:4,...,  a:,„. 

En  effet,  si  l'on  remplace  a  par  Tune  quelconque  de 
ses  puissances,  a"~*,  les  quantités  613  Os v" 9  ^m-i  ^^  feront 
que  s'échanger  les  unes  dans  les  autres,  carôj,  O3,  etc.,  se 
déduisant  de  0,  par  les  changements  de  a  en  a',  a',  etc., 
on  peut  les  représenter  par 

(7)  <?(a),      0(a'),      e(a^),,..,      9(a— )î. 

çt  ces  quantités  (7)  sont  évidenunent  les  mêmes,  à  l'ordre 
près,  que  les  suivantes  : 

(8)  0  (a«-'),      9[a»("-')], .  .  .  ,      9[af"'~»)  («-•)]. 

Cela  posé,  le  changement  de  a  en  a"""*  dans  9i  ou  0  (a) 
équivaut  à  une  certaine  permutation  des  lettres  ar^,  x^,.. ., 
çç^y  qui  amène  x^  à  la  place  de  a:„",  le  même  changement 
de  a  en  a"~*,  ou  de  a*  en  a*^""*^  dans  6,  ou  0  (a*),  équi^ 
vaut  à  la  même  permutation  des  lettres  :i^î,  X3,...,  a:,„;  et 
^insi  de  suite 5  d'où  il  résulte  que  les  quantités  (8)  se  dé- 
duiront, à  l'ordre  près,  des  quantités  j[ 7 )  par  la  même 
substitution.  H  y  a  donc ,  en  un  mot ,  une  substitution  qui 
peut  amener  x^  h  la  place  de  l'une  quelconque  des  lettres, 
suivantes  Xa,  .r*,...,  :r,„,  et  par  laquelle  les  quantités  0^, 
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fi» V  -5  ^m-1  ne  font  que  s'échanger  les  unes  dans  les  autres. 
Par  conséquent,  cette  substitution  ne  changera  pas  la 
valeur  d'une  fonction  symétrique  des  quantités  0,,  Ôj,*.., 
fifli-i- 

Supposons  maintenant  qu'on  veuille  appliquer  à  une 
fonction  symétrique  de  61,  ôj,  etc. ,  une  substitution  quel- 
conque devant  amener  x^  à  la  place  de  j:„  ,  on  pourra 
commencer  par  amener  x^  à  la  place  de.a:„  par  une  sub- 
stitution qui  ne  change  en  rien  la  valeur  de  la  fonction 
spié trique ,  ensuite  il  n'y  aura  plus  qu'à  opérer  upe  cer- 
taine substitution  sur  les  ///  —  2  lettres  Xg ,  3:4,. .  . ,  x^^ 
la  seule  qui  puisse  changer  la  valeur  de  la  fonction  symé- 
uique.  Ainsi ,  la  place  de  x^  pouvant  être  fixée  à  volonté 
dans  une  fonction  symétrique  de  0i,  0j,  etc.,  une  pa- 
reille fonction  ne  saurait  avoir  que  les  i.2.3,..(//i  —  2) 
valeurs  résultant  des  permutations  des  m  —  2  lettres  Xzj 

D'après  ce  qui  précède,  chacun  des  coefficients  Pj , 
Pj,  etc.,  de  l'équation  (6)  dépend  d'une  équation  du 
degré  1.2.3. ..(m  —  2),  et  l'on  pourra  former  chacune  de 
ces  équations  par  la  méthode  exposée  dans  la  troisième 
leçon,  puisqu'on  connaît  la  composition  de  leurs  racines. 
Mais  on  aperçoit  immédiatement  que  tous  ces  coefficients 
Pi,  P25  etc.,  ne  dépendent  que  d'une  seule  équation  du 
degré  i.2.3..*(/n  —  2),  car  ce  sont  évidemment  des  fonc- 
tions semblables  des  racines  oTi,  Xj,...,  or^,  de  l'équation 
proposée,  et  si  l'on  se  donne  la  valeur  de  l'un  d'eux, 
celles  de  tous  les  autres  s'en  déduiront  rationnellement. 

Voici  comment  on  peut  opérer  pour  former  l'équation 
dont  Pi  dépend ,  et  pour  exprimer  en  fonction  de  Pi  les. 
autres  coefficients  Pj,  Pg,  etc.  On  calculera  l'équation  de 
degré  1.2. 3...  (m — 1),  qui  a  pour  racines  toutes  les  va-r 
leurs  de  9  et  dont  les  coefficients,  fonctions  invariables 
des  racines  de  la  proposée,  sont  exprimables  rationnelle-^ 
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ment  par  ses  coefficients.  Le  premier  membre  de  Féqua- 
tioii  (6)  étant  un  diviseur  du  premier  membre  de  celte 
équation  complète  en  6,  on  fera  la  division  à  la  manière 
ordinaire ,  et  on  égalera  à  zéro  les  m  —  i  termes  du  reste. 
Les  m  —  2  premières  des  équations  ainsi  obtenues  servi- 
ront à  déterminer  les  coefficients  Pj,  Ps,  etc.,  en  fonction 
de  Pi ,  et  on  aura  ensuite  T équation  en  Pi  de  degré 
1.2. 3... (m  —  a),  en  remplaçant  dans  la  (m — i)"'"*,.Pi, 
Ps,  etc.,  par  les  valeurs  qu  on  aura  trouvées. 

Lagrange  a  cherché  à  simplifier  les  calculs ,  presque 
impraticables  dès  le  cinquième  dcgi^,  auxquels  conduit 
Tapplication  de  la  théorie  précédente^  il  a  efleclivement 
imaginé  un  artifice  ingénieux  pour  exprimer  les  coeffi- 
cients de  lequation  (6),  en  fonction  des  racines  Xi ,  Xt^  etc. 
Je  vais  le  rapporter  ici. 

Pour  avoir  l'expression  de  9,  il  faut  élever  à  la  puis- 
sance m  la  quantité 


jCi  H-  a  5^2  -h  a'  Xa  -h .  .    4-  or~^  Jr, 


«> 


en  faisant  ce  calcul ,  et  ayant  soin  de  rabaisser  les  expo- 
sants de  a  au-dessous  de  m ,  on  a  un  résultat  de  la  forme 

(9)  Ô  =  ?o  -f-  aÇi  -+-  a'?2  + . .  .  -H  ««-»  ?«-,. 

L'équation  (9)  donne  les  valeurs  de  Q^  Ôj^-m  ^m^iî  en 
substituant  à  «  chacune  des  racines  imaginaires  a,  6, 
7,  w . . ,  0)  de  l'équation  x"*  =  i .  En  outre ,  si  Ton  remplace  a. 
par  I,  le  second  membre  de  l'équation  {9)  a  pour  valeur 
(j^i-f- J^«H-...-h.^m)"*  ou  A'",  en  désignant  par  A  la  somme 
connue  des  racines  de  Téqualion  proposée  (i).  On  a  donc 

A'«  =  ?,-+-    Ç. -+-     ?,-f-.,.4-  ?«_,, 
Ô,  =  Ço  +  6?,  H-  6^  Ç,  + . . .  -h  ê"»-'  Ç«-. , 
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Ajoutons  ces  équations  et  désignons  par  Si  la  somme  de» 
racines  de  l'équatîon  (6)5  on  aura,  d'après  les  propriétés 
des  racines  a^  6,  etc., 

ou 

s,  =  wfo  — A"'. 

Désignons  généralement  par  S„  la  somme  des  puissances  n 
des  racines  de  l'équation  (6)  ^  élevons  Téquation  (9)  à  la 
puissance  /2,  et  rabaissant  les  exposants  de  01  au-dessous 
de  m,  représentons  le  résultat  par 

remplaçons  ensuite  a  successivement  par  i,a,6,...,ci)^et 
ajoutons  les  résultats ,  on  aura 


ou 


0 


S„=wÇ^'*^— A-«. 


On  pourra  calculer  de  cette  manière,  en  fonction  des  ra- 
cines Xj ,  aTj , . . . ,  Xm  y  les  sommes  Sj ,  Ss , . ... ,  S,„_i ,  et  l'on 
en  déduira  ensuite  les  valeurs  suivantes  des  coefficients 
P15  Pt,  etc.,  de  l'équation  (6) 


P.=:-(/lî?o-A-), 


(/wgo  — A")'       (mS^^--A»-) 


2 


'2.3  2  3  ' 
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Voilà  donc  les  coefficients  Pi,  Pa,  etc.,  de  Téquation  (6) 
exprimés  en  fonction  des  racines  oTf ,  jr,,. . . ,  x«  de  l'é- 
quation proposée ,  et  si  l'on  fait  dans  l'expression  de  l'un 
d'eux ,  de  Pi  par  exemple ,  toutes  les  permutations  pos- 
sibles ,  on  ne  trouvera  que  i .  a .  3 . .  •  (m  —  2)  valeurs 
distinctes.  On  pourra  ainsi  former  directement  l'équation 
en  Pi ,  et  l'on  exprimera  ensuite  les  valeurs  des  autres 
coefficients  en  fonction  rationnelle  de  Pi ,  par  le  procédé 
indiqué  plus  haut. 

Si  l'on  connaît  un  seul  système  de  valeurs  des  coeffi*^ 
cicnts  Pi,  P,,  etc.,  et  si  Ton  peut  résoudre  l'équation  en  0 
correspondante  de  degré  m  —  i ,  la  résolution  de  l'équa  - 
tion  proposée  (  1  )  s'ensuivra  immédiatement ,  comme  nous 
allons  l'expliquer 

Dans  l'hypothèse  où  nous  nous  plaçons,  les  quantités 
0],  6s, ... ,  dm.i  sont  connues  :  les  équations  (5)  donnent^ 
en  mettant  a ,  S ,  y,  ...,&)  au  lieu  de  a ,  a*, . . . ,  a"*"* , 


(•0) 


on  a  d'ailleurs 

X^   "T"  X-f  -T-  X^  -+"  .  .  •  -7-  X/fi  ——  A  \ 

donc ,  en  ajoutant  ces  équations ,  et  ayant  égard  aux  pro-= 
priétés  des  racines  « ,  6^  etCi,  on  a 


„    V                           A  -H  V^,  4-  '(y ©2  4-  ...  4-  '(/ôm-i 
(il)  X,  = "' 5[ y 5 

m 
ajoutant  aussi  ces  mêmes  équations  respectivement  mul- 
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lipHées  par  a")  6",  ...,&>"  et  i ,  on  a 


m 

Mais  comme  rien  ne  détermine  celle  des  valeurs  de 
chaque  radical  qu'il  faut  prendre ,  le  second  membre  de 
réqualion  (  i  a)  est  absolument  identique  au  second  membre 
de  Téquation  (i  i).  Aussi  doit-on  se  borner  à  dire  que  les  m 
racines  de  l'équation  proposée  sont  données  par  la  for- 
mule unique 

(i3)  ^_,A-f-  ye. -h  v^Q.,  -h  . . . -h  \/ 9m-.. ^ 

m 

A  la  vérité,  cette  formule,  à  cause  de  la  multiplicité  des 
valeurs  de  chaque  radical ,  donne  pour  x  un  nombre  de 
valeurs  égal  à  m'""*  5  mais  on  peut  faire  disparaître  l'am- 
biguïté qui  en  résulte.  En  eifet,  les  premiers  membres 
des  équations  (10)  sont  des  fonctions  semblables  des 
racines  x^^  Xj,  etc. 5  on  pourra  donc,  si  l'on  se  donne 
l'un  d'eux ,  en  déduire  rationnellement  tous  les  autres. 

Ainsi ,  on  pourra  exprimer  '1^6^ ,  '^6^  >  •  •  •  ?  v/^m-i  ration- 
nellement en  fonction  de  '(/0i,  et  la  formule  (i3)  ne  don- 
nera alors  pour  x  que  m  valeurs,  comme  cela  doit  ètre^ 
Par  cette  méthode ,  la  résolution  de  l'équation  du  cin-»- 
quième  degré  se  ramène  à  celle  d'une  équation  du  qua-^ 
Irièoie  degré ,  dont  les  coefficients  dépendent  d'une  équa-« 
tion  du  sixième. 

Des  équations  de  degré  non  premier. 

On  voit  aisément  que  l'analyse  précédente  ne  peut 
^'appliquer  aux  équations  dont  le  degré  est  un  nombre 
composé.  En  efiet,  les  quantités  0i,  62,  etc. ^  que  nous  avons^ 
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déduites  de  0  en  remplaçant  a  successivement  par  a ,  a^^ 
a^,  etc.,  ne  sont  plus  toutes  des  racines  de  Tcquation  ré- 
solvante en  0,  parce  qu'alors,  en  remplaçant  a  par  l'une 
de  ces  puissances  dans  la  série 


a ,    a' ,    a' ,  .  .  .  , 


on  ne  reproduit  pas  nécessairement  ces  mêmes  quanti tés^ 
lors  même  que  a  serait  une  racine  primitive  de  l'équa- 
tion x^=  i.  Aussi  Lagrange  a-t-il  cherché  une  autre  mé- 
thode :  celle  qu'il  a  suivie  revient,  en  dernière  analyse, 
à  décomposer  l'équation  proposée 

(0  V  =  o, 

de  degré  m  =  np^n  étant  un  nombie  premier,  en  n  équa- 
tions du  degré  p  ^  et  cette  méthode  n'exige  pour  cela  que 
la  résolution  d'une  équation  du  degré 

I .  a . , .  //t 

(n  —  i)  n  (i  .a. . ,  pY 

et  celle  d'une  équation  de  degré  n  —  i ,  tandis  que  si  l'on 
cherchait  à  faire  la  décomposition  par  la  méthode  ordi- 
naire, il  faudrait  résoudre  une  équation  du  degré 

■  ■  ■       * 
I  .a . . . /> 

Cette  décomposition  de  l'équation  (i)  en  n  équations  du 
degré  p  une  fois  faite ,  on  pourra  appliquer  à  chacune  de 
ces  dernières  la  méthode  exposée  précédemment ,  si  p  est 
un  nombre  premier.  Dans  le  cas  contraire ,  si  ^  =  n^p'^ 
n  étant  un  nombre  premier,  on  ramènera  la  résolution 
de  chaque  équation  de  degré  p  à  celle  de  7i'  équations  du 
degré  /?',  en  opérant  de  la  même  manière  que  pour  la  pro- 
posée; et  ainsi  de  suite.  Entrons  maintenant  dans  lesdé* 
tails. 
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Soit  m  =x  np^  n  étant  un  nombre  premier,  et  posons , 
comme  précédemment , 

/  =  jc,  -f-  a  Xa  -I-  a'  JC,  +  .  .  .  -h  a"^'  x^ , 

^ijXj,. . .,  x,„  désignant  les  m  racines  de  l'équation  (i) 
et  a  une  racine  dé  a::"*  =  i ,  mais  ijui  appartienne  aussi  à 
l'équation  j::"  =  i .  Alors ,  comme  on  a  généralemefat 

la  valeur  précédente  de  t  pourra  s'écrire  comme  il  suit  ; 


-f-  a         [  J?,|  +  Xa  B  ~f~  «2^3  n  "t* "4*  ^pn}^ 

OU 

r  =  X,  4-  aXa  -h  a' X3  -f- . .  .  4-  «"-'  Xn^ 

en  faisant ,  pour  abréger, 

Xj  ^:^  X%  -H  ^R4-3  ~T~  ^2n-4-2  "T"  •   •   •  "4*"  •2?(^— |)jn-2  y 

Soit 

(3)  W^o"^  , 

Téquation  qui  a  pour  racines  Xi,  Xg,...,  X^/,  on  pourra 
appliquer  à  cette  équation  (3)  la  méthode  exposée  précé- 
demment pour  les  équations  de  degré  premier.  Faisons 

0  =  r ,  ou 

(4)  Ô=(X,-+-aXa-|-...-ha''-X„)''; 

'7 
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9  dépend  d'une  équation  du  degré  1.2. 3...  (/* —  i)  dont 
les  coefficients  peuvent  s'exprimer  rationnellement  par 
ceux  de  Téquation  (3) ,  et  si  Ton  représente  par  0,,  0î,.-«» 
9„^i  ,  les  71  —  I  valeurs  que  prend  6,  quand  on  remplace 
a  par  les  »  —  i  racines  imaginaires  de  x"  =  i ,  on  pourra 
former  l'équation  de  degré  n  —  i  qui  a  ces  n  —  i  va- 
leurs de  0  pour  racines  ;  représentons  cette  équation 
par 

(  5)     9«-'  4-  P,  0"-'  +  P.  ô"-'  4-  .  . .  +  P«-,  6  -h  P,-,  =  o; 

ses  coefficients  Pi,  Pj,  etc. ,  dépendent  d'une  seule  équa- 
tion de  degré  i.a.3...  {n  —  2)  dont  les  coefficients  s'ex- 
priment rationnellement  par  ceux  de  l'équation  (3),  ainsi 
que  nous  Ta  vous  établi  précédemment. 

Soientj^  l'un  quelconque  des  coefficients  Pi,  P,,  etc.,  et 

(6)  Ar)  =  o 

l'équation  de  degré  1.2. 3.*.  (n — 2)  dont  y  dépend. 
Les  coefficients  de  cette  équation  (6)  sont  exprimables 
rationnellement  par  ceux  de  l'équation  (3),  mais  ces  der- 
niers ne  sont  pas  connus ,  il  n'y  a  que  ceux  de  l'équa- 
tion (i)  qui  le  soient;  voici  comment  on  peut  former  une 
équation  en  ^  dont  les  coefficients  soient  exprimés  par  le» 
quantités  connues. 

f(j)  est  une  fonction  de  j^  qui  contient  symétrique- 
ment les  quantités  Xi ,  X2 , .  •  •  9  ^n»  6t,  en  remplaçant 
Xi ,  Xj,  etc.,  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (2)^ 
f{y)  deviendra  une  fonction  non  symétrique  des  racines 
jTi,  jTi,...,  x«  de  l'équation  (i).  Faisons  dans/ {^)  toutes 
les  permutations  des  racines  x^^  «^^sv**)  ^m?  et  désignons 
par 

les  {X  valeurs  distinctes  que  prend  ainsi/  (j)  5  le  produit 


DIX^UUITIÈME    LEÇOH.  aSg 

de  toutes  ces  valeurs  est  une  fonction  symétrique  des  ra- 
cines Xi ,  ar, , . . . ,  x,„  de  la  proposée ,  exprimable  rationnel- 
lement par  ses  coefficients.  On  a  donc,  pour  déterminer  j^, 
Téquation 

(7)  /(r)/.Cr)/a(r)  ••/^W  =  o, 

dont  les  coefficients  peuvent  être  considérés  comme 
connus. 

Ledegré  de  cette  équation  (7)  est  1.2. 3...  (n  — 2)  Xj^, 

fx  désignant  le  nombre  des  valeurs  distinctes  que.  prend 

f(y)^  quand  on  y  permute  les  lettres  arj,  a:tv«>  oc^\ 

nous  Savons  que  ce  nombre  fx  est  un  diviseur  du  produit 

I .  â .  3 . . . .  m  (ouâsième  leçon) ,  et  si  Ton  fait 

I     alS.O.    •     .     •    fn 

U.    =  "   9 


V  sera  le  nombre  des  permutations  des  lettres  j?i ,  Xs , .  •  •  )  -^m 
qui  ne  font  pas  cbanger  la  fonction /"(y).  Or  f  {y)  ne 
change  pas  en  changeant ,  les  unes  dans  les  autres,  les 
lettres  qui  composent  respectivement  Xi ,  Xj , . . . ,  X„ , 
non  plus  qu'en  échangeant  les  quantités  Xi,  X^^  etc.,  les 
unes  dans  les  autres  *,  mais  toute  permutation  des  lettres 
JPi,  oîf,  etc. ,  qui  fait  passer  quelques-unes  des  leitfes  de 
Xj,  ou  Xj,  ou,  etc.,  dans  Tune  des  autres  fonctions, 
change  évidenunent  la  fonction/*  (y).  On  conclut  aisé- 
ment de  là  que 

V==  (1.2.3..  ./?)"»(l.2.../î), 

et ,  par  conséquent , 

1 . 2 . 3 . .  .m 

^  ^^  {i   2  3. .  * /i  j(i . 2.3. . ./?)" 

17'." 
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Le  degré  de  réquation  (7)  est  donc 

1.2.3. . .m 


I     2.3.  ..  (/7  —  2). 


(l  .2.3.  .  .  /ï)  (l  .2.  .  .  pY 
OU 

1 .2.3. . . m 
[n  —  i)  /î  (i  .2.3. .  .pY 

Si  l'on  connaît  une  seule  racine  de  l'équation  (7) ,  on  aura 
un  système  de  valeurs  des  coefficients 

P|  y    P3)  .  •  .  9     Pu— I 

de  l'équation  (5),  car  ces  coefficients  sont  des  fonctions 
semblables  des  racines  de  l'équatîon  proposée,  et,  par 
conséquent,  ils  peuvent  s'exprimer  rationnellement  en 
fonction  de  l'un  quelconque  d*entre  eux  et  des  quantités 
connues. 

On  résoudra  ensuite  l'équation  { 5  ) ,  qui  n'est  que  du 
degré  n  —  i ,  et  l'on  aura  alors  aisément  les  racines  de 
l'équation  (3).  Désignons,  en  effet,  par 

les  n  —  I  racines  de  l'équation  (5)  ^  ces  valeurs  de  0  étant 
précisément  celles  qu'on  déduit  de  l'équation  (4)^  en 
remplaçant  a  par  chacune  des  racines  imaginaires  de 
X"  =  I,  on  aura 

X,  -{-  aX,  4-  a'Xs  4-.  .  .-f-  a»->  X„  =  "yjJ,, 
X,  -f-  6X,  4-  6^X3  4- . .  .4-  6«-'  X„  =  v/êl, 


X,  4-  WX24-  w»X3  4-...4-w''''X„=y0Z^^. 
D'ailleurs,  la  somme  des  racines  Xi,  Xt,...,  X„  est 
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connue,  car  elle  est  la  même  que  celles  des  racines  Xi , 
jTj,...,  wC,„5  en  désignant  donc  par  A  cette  somme,  on 
aura 

■A.1  "T-  A-j  —T"    A.3  ■+-  .   .   •  "T*  -A-ji  ^^   A" 

Des  équations  qui  précèdent ,  on  tire  cette  expression  gé- 
nérale des  racines  X,,  Xj,  etc. , 

^^A-{-yë;-f-v/'ê;4-...4-yQ^. 

n 

Il  ne  reste  plus ,  maintenant ,  qu'à  trouver  les  racines 
a:,,  Xi^  etc. ,  elles-mêmes ^  pour  cela ,  on  considérera  l'é- 
quation qui  a  pour  racines  celles  de  la  proposée  dont  la 
somme  est  Xi  ou  Xjs,  ou  etc.,  Xj  par  exemple  :  soit 

xP  —  X,  xP-'  -h  QaX/'-^-h . . .  +  Qp_,  .r  -h  Qp  =:  0 

cette  équation ,  dont  le  premier  membre  est  un  diviseur 
du  premier  membre  V  de  la  proposée;  On  fera  la  division 
à  la  manière  ordinaire,  et  on  égalera  à  zéro  les  p  termes 
du  reste;  on  aura  ainsi  p  équations  dont  les  p  —  i  pre- 
mières détermineront  Qg,  Qs,  etc.,  en  fonction  de  Xi,la 
dernière  étant  alors  satisfaite  d'elle-même.  Il  est  évident, 
à  priori ,  que  Qs,  Q3,  etc.,  doivent  s'exprimer  rationnelle- 
ment en  fonction  de  Xi ,  puisque  ce  sont  des  fonctions 
semblables.  On  aura  donc  enfin ,  par  ce  moyen ,  les  n 
équations  de.  degré  p ,  dans  lesquelles  peut  se  décomposer 
Téquation  proposée. 

Tel  est  le  point  où  se  trouve  ramenée  aujourd'hui  la 
question  de  la  résolution  algébrique  des  équations.  La 
fonction  résolvante  de  Lagrange  nous  a  donné  la  résolu-  . 
tion  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré, 
mais  elle  n'est  d'aucune  utilité  pour  les  équations  gêné- 
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raies  de  degré  supérieur  au  quatrième,  dont ,  au  surplus, 
la  résolution  est  aujourd'hui  démontrée  impossible.  Tout 
tefois  nous  verrons ,  dans  une  prochaine  leçon ,  que  la 
considération  de  cette  fonction  résolvante  conduit  à  la 
résolution  algébrique  d^ui^e  classe  fort  étendue  d'équations 
de  degrés  quelconques. 

A  la  même  époque  où  Lagrange  publiait,  à  Berlin ,  le 
Mémoire  dont  nous  venons  de  présenter  les  résultats  prin- 
cipaux 2  Yandermonde  s'occupait  de  la  même  question ,  et 
présentait ,  à  TAcadémie  des  Sciences  de  Paris ,  un  beau 
Mémoire  où ,  par  des  considérations  différentes  de  celles 
de  Lagrange,  il  arrivait  pourtant  aux  mêmes  consé- 
quences. Je  me  borne  iei  à  indiquer  ce  travail  de  Yander- 
monde, imprimé  dans  les  Mémoires  de  V Académie  des, 
Sciences  de  Paris  (  année  1 77 1  ) . 
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Sur  le  nombre  de  valeurs  que  peut  prendre  une  fonction  quand  on  y 
permute  les  lettres  qu'elle  renferme. —  Des  substitutions  circulaires.-— 
Théorème  de  M.  Cauchy.  —  Forme  générale  des  fonctions  qui  ont  deux 
valeurs. 


Sur  le  nombre  de  valeurs  que  peut  prendre  une  fonction 
quand  on  y  permute  les  lettres  quelle  renferme. 

Le  succès  des  méthodes  exposées  précédemment  pour  la 
résolution  des  équations  générales  du  troisième  et  du  qua- 
trième degré  est  du  à  cette  seule  circonstance,  qu'on  peut 
former  des  fonctions  de  trois  lettres  qui  n'aient  que  deux 
valeurs^  et  des  fonctions  de  quaire  lettres  qui  n'en  aient 
que  trois.  Et  si  Ton  pouvait  de  même  former  des  fonctions 
de  cinq  lettres  n'ayant  que  quatre  ou  trois  valeurs,  on 
est  fondé  à  penser  que  ces  fonctions  permettraient  de 
résoudre  Téquation  générale  du  cinquième  degré.  On  voit 
par  là  combien  la  question  du  nombre  de  valeurs  qu'une 
fonction  rationnelle  peut  acquérir,  quand  on  y  permute 
les  lettres  qu  elle  renferme,  est  liée  intimement  à  la  théo- 
rie des  équations.  Aussi  plusieurs  géomètres  s'en  sont-ils 
occupés,  et  quoiqu'ils  aient  laissé  beaucoup  à  faire  après 
eux,  ils  ont  pourtant  obtenu  quelques  résultats  intéres- 
sants que  nous  allons  exposer. 

Lagrangeest  le  premier  qui  se  soit  occupé  de  cette  ques- 
tion ,  en  démontrant  (i;oz*r  onzième  leçon)  que  le  nombre 
des  valeurs  d'une  fonction  de  n  lettres  est  toujours  un 
dîpiseur  du  produit  i .  2 . 3 . . .  n. 

Rufini ,  dans  sa  Théorie  des  équations ,  a  considéré  par- 
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.ticulièr<ement  les  fonctions  de  cinq  lettres,  et  il  est  parvenu 
à  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Si  une  Jonction  de  cinq  lettres  a  moins  de  cinq  va- 
leurs  distinctes j  elle  ne  peut  en  ai^oir  plus  de  deux. 

M.  Cauchy,  dans  un  Mémoire  qui  fait  partie  du  x®  ca- 
hier du  Journal  de  l* École  Polytechnique ^  a  démontre  en 
suite  un  théorème  plus  générai  et  qui  consiste  en  ce  que  : 

*Si  une  fonction  de  n  lettres  a  moins  de  p  valeurs  dis* 
tinctes  [p  étant  le  plus  grand  nombre  premier  contenu 
dans  h) ,  elle  ne  peut  en  a\^oir  plus  de  deux. 

Et  comme  ^  =-•  ti^  si  «  est  premier^  on  a,  en  particu- 
lier, ce  théorème^  : 

Si  une  fonction  de  n  lettres  a  moins  de  n  valeurs  dis- 
tinctes,  n  étant  un  nombre  premier,  elle  ne  peut  en  avoir 
plus  de  deux, 

M.  Cauchy  donne  à  entendre,  dans  son  Mémoire,  qu^il 
(chercha  à  étendre  le  théorème  précédent  au  cas  où  n  n'est 
pas  un  nombre  premier,  mais  il  ne  put  y  parvenir  que 
dans  le  cas  de  /»  =^  6. 11  a,  en  effet,  démontré  que 

Si  une  fonction  de  six  lettres  a  moins  de  six  valeurs 
distinctes  y  elle  ne  peut  en  av^oir  plus  de  deux. 

Enfin  M.  Bertrand  s'est  occupé,  dans  ces  dernières 
années,  de  cette  même  question,  et  il  est  parvenu  à  dé- 
montrer généralement  le  théorème  que  M.  Cauchy  avait 
établi,  avant  lui,  dans  un  cas  particulier  (*),  Ainsi,  d'a- 
près M.  Bertrand , 

Si  une  fonction  de  n  lettres  a  moins  de  n  valeurs  dis- 
tinctes, elle  ne  peut  en  avoir  plus  de  deux, 

La  démonstration  de  M.  Bertrand  repose  sur  le  pos^ 
tulatum  suivant  :  Si  l'on  «  »  ^  7,  ily  a  au  moins  un 

nombre  premier  p  compris  entre  n  —  1  et  --  Les  Tables 


(*)  Journal  de  l'École  Polxtechni<juc,  xxx®  cahier. 
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dénombres  premiers  ont  permis  de  constaler  l'exactitude 
de  ce  postulatuni  pour  toutes  les  valeurs  de  n  comprises 
entre  7  et  6  000  000 ,  en  sorte  que  le  théorème  de  M.  Ber- 
trand se  trouve  démontré  par  lui  pour  les  fonctions  qui 
ont  moins  de  6000000  de  variables.  Au  surplus,  le  pos- 
tulatum  dont  il  s'agit  a  été  démontré  rigoureusement  dans 
ces  derniers  temps  par  un  habile  géomètre  de  Saint-Pé- 
tersbourg, M.  TchebichelOr.  [Foirldi  Note XV.) 

Le  raisonnement  dont  M.  Bertrand  a  fait  usage,  con- 
duit à  cet  autre  théorème,  démontré  auparavant  par  Abel 
pour  les  fonctions  de  cinq  lettres  : 

Si  une  fonction  de  n  lettres  a  n  valeurs,  elle  est  symé^ 
trique  par  rapport  an  —  i  lettres. 

Dans  une  Note  publiée  dans  le  xxxii®  cahier  du  Jour- 
nal de  V École  Polytechnique ,  j'ai  fait  voir  que  si ,  entre 

n —  2  et  -?  il  n'y  a  aucun  nombre  premier,  le  théorème 


n 


de  M.  Bertrand  continue  d'avoir  lieu,  pourvu  que  -  soit 


2 


un  nombre  premier.  La  démonstration  n'est  en  aucune 
façon  modifiée  \  seulement  on  ne  peut  plus  conclure  ce 
corollaire,  que  si  une  fonction  de  n  lettres  a  n  valeurs, 
elle  est  symétrique  par  rapport  k  n  —  i  lettres. 

Cette  remarque  est  importante,  car  il  en  résulte  que 
le  théorème  de  M.  Bertrand  comprend  celui  de  M.  Cauchy 
pourle^  fonctions  de  six  lettres,  et  rend,  par  suite,  inu- 
tile la  démonstration  un  peu  compliquée  de  M.  Cauchy. 
En  effet,  si  /z  ==  6,  il  n'y  a  aucun  nombre  premier  entre 


n  .    n 


n  —  2  et  -  ;  mais  -  ou  3  est  un  nombre  premier. 
2  2 

M.  Bertrand  a  démontré  aussi ,  dans  son  Mémoire ,  le 
théorème  suivant  : 

Si  une  fonction  de  n  lettres  ^  n  étant  ^  9,  a  plus  de  n 
valeurs,  elle  en  a  au  moins  2  n. 

Tels  sont  les  résultats  principaux  acquis  à  la  science 
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dans  cette  théorie  (^).  Le  problème  général ,  qu'il  serait 
intéressant  de  résoudre ,  consisterait^  à  déterminer  quels 
sont ,  parmi  les  diviseurs  du  produit  i .  a .  3 . . .  n,  ceux  qui 
peuvent  représenter  le  nombre  des  valeurs  d'une  fonction 
de  n  lettres.  On  voit  combien  les  théorèmes  que  nous 
venons  d'indiquer  sont  loin  de  répondre ,  d'une  manière 
complète,  à  cette  question.  Toutefois  ces  théorèmes  suf- 
fisent pour  l'objet  qu'on  doit  avoir  en  vue  dans  la  théorie 
des  équations^  Ainsi ,  en  particulier,  le  théorème  de  Ru- 
fini ,  s'il  n'établit  pas  l'impossibilité  de  résoudre  l'équa- 
tion générale  du  cinquième  degré,  prouve  du  moins  l'im- 
possibilité de  former  une  résolvante  dont  le  degré  soit 
inférieur  à  cinq. 

Des  substitutions  circulaires. 

Pour  bien  comprendre  les  développements  dans  lesquels 
nous  allons  entrer,  il  est  nécessaire  de  se  faire  une  idée 
précise  de  l'opération  que  nous  avons  désignée  par  le  mot 
de  substitution  [voir  onzième  leçon). 

Soit 

F(a,  bj  c,, .  .,  A-,  /) 


(*)  Dans  un  Mémoire  que  j'ai  présenté  à  TAcadémie  des  Sciences  le  7 
juillet  1849 )  j'ai  démontré,  sans  avoir  recours  à  aucun  postulatum  ,  les 
théorèmes  suivants  : 

i^.  Une  fonction  de  n  lettres  qui  a  nfoins  de  n  valeurs  n'en  a  que  deux 
au  plus,  à  moins  que  n  ne  soit  égal  à  4  ; 

2^.  Une  fonction  de  n  lettres  qui  a  précisément  n  valeurs  est  symétrique 
par  rapport  an  —  i  lettres ,  à  moins  que  n  ne  soit  égal  à  6  ; 

3°.  Une  fonction  de  n  lettres  qui  a  plus  de  n  valeurs  en  a  au  moins  an 
si  n  est  >■  8  ; 

4^.  Une  fonction  de  n  lettres  qui  a  plus  de  -in  valeurs  en  a  ay  moins 

n  (n  —  i)    . 

-— i SI  n  est>  12. 

i 

La  méthode  dont  j'ai  fait  usage  dans  ces  recherches  diffère  essentielle- 
ment de  celles  qui  avaient  été  employées  jusqu'ici.  On  trouvera  un  extrait 
de  mon  Mémoire  dans  la  Noie  VII!. 
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une  fonction  de  n  lettres.  Si,  parmi  ces  n  lettres,  on  en 
prend  p  au  hasard , 

par  exemple ,  et  qu'après  les  avoir  rangées  en  cercle  ou 
mette  chacune  d'elles  à  la  place  de  celle  qui  la  précède , 
on  dit  que  Ton  a  fait  subir  à  ces  p  lettres  une  permuta- 
tion circulaire ,  et  la  substitution 


/a,  b,  e,...,^\ 


est  dite  une  substitution  circulaire  de  Y  ordre  p.  Cela  posé, 
on  a  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Toute  substitution,  si  elle  n  est  pas  cir^ 
culaire,  équivaut  à  plusieurs  substitutions  circulaires 
effectuées  simultanément  sur  des  lettres  différentes. 

Supposons ,  ei|  effet,  que  Ton  fasse  subir  une  substitu- 
tion quelconque  aux  lettres 

par  cette  substitution ,  a  se  trouve  remplacée  par  une  cer- 
taine lettre,  c  par  exemple,  c  elle-même  sera  remplacée  par 
une  troisième  lettre  e,  et,  en  continuant  de  cette  manière, 
on  tombera  nécessairement  sur  une  lettre  qui  se  trouvera 
remplacée  par  a.  Or  il  est  évident  que  les  lettres  que  l'on  a 
ainsi  rencontrées  ont  subi  une  permutation  circulaiee. 
En  prenant  une  des  lettres  restantes ,  et  opérant  de  la 
même  manière ,  on  formera  un  nouveau  groupe  de  lettres 
qui  auront  subi  également  une  permutation  circulaire , 
et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  toutes  les  lettres  soient 
épuisées. 

Le  raisonnement  dont  nous  venons  de  faire  usage 
donne  le  moyetn  de  former  immédiatement  les  substitu- 
tions circulaires  qui  équivalent  à  une  substitution  don- 


l 
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née.  Considérons,  par  exemple,  la  substitulion 

«,  h,  c,  d,  e,f,  g,  h,  t\j\  o 

on  trouvera  qu'elle  équivaut  aux  trois  substitutions  cir- 
culaires suivantes  : 

«>  ^*»  g\  f^>  o,  /,  e\    /c,  ^,/,y 
^y  gy  «/   V^i  '»  ^>  ^/    V^yfJyC. 

Le  même  procédé  doit  aussi  être  employé  quand  on  veut 
reconnaître  si  une  substitution  est  circulaire  ou  non.  Ainsi 
on  trouvera  que  la  substitution 

a,  b,  c,  d^  e,/,  g',  h,  iyj^  o 
gy  f^yAJy  «>  o,  c,  /,  6,e,A 

est  circulaire,  car  on  peut  Técrire  de  la  manière  suivante  : 

^jgy^^/i  O,  h,  /,  b,  d,j,  e\ 
gy  Cy/jO,  h,  /,  b,  d,J,  ^,^/ 

Si,  après  avoir  effectué  une  substitution  circulaire  sur 
p  lettres,  on  répète  i ,  2,  3, .  . . ,  /^  —  i  fois  la  même  sub- 
stitution, on  obtiendra  p  arrangements  différents;  mais 
en  faisant  une  fois  de  plus  cette  substitution ,  on  repro- 
duira l'arrangement  primitif. 

Nous  désignerons  par  le  mot  transposition  la  substi- 
tution circulaire  de  deux  lettres ,  c'est-à-dire  l'opération 
qui  consiste  à  échanger  simplement  ces  deux  lettres  Tune 
avec  l'autre ,  et  nous  indiquerons  par  la  notation  abrégée 
(a ,  &)  la  transposition  des  lettres  a  et  b. 

Il  est  évident  que  toute  substitution,  circulaire  ou  non, 
équivaut  à  une  série  de  transpositions.  Car  supposons 
qu'il  s'agisse  d'opérer  une  sub^stitution  quelconque  sur  les 

lettres 

a,  b,c,..  .,/,  g, 

on  amènera  a  à  la  nouvelle  place  qu'elle  doit  occuper  par 
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une  tranâ|>osition  ]  cela  fait,  une  autre  transposition  amè- 
nepa  &  à  la  place  qu'elle  doit  occuper,  et  ainsi  de  suite, 
jusqu'à  ce  que  toutes  les  lettres  aient  pris  les  places  qu'on 
veut  leur  donner. 

Théorème  de  M,  Cauchy, 

La  démonstration  du  théorème  de  M.  Cauchy  repose 
sur  les  quatre  lemmes  suivants  : 

Lemme  P*".  —  Si  une  fonction  de  n  lettres  n'est  pas 
changée  par  une  substitution  circulaire  effectuée  surp 
lettres,  elle  ne  changera  pas  non  plus  en  répétant  cette 
substitution  un  nombre  quelconque  de  fois. 

Ce  lemme  est  presque  évident  5  car,  soit  la  fonction 

F  (a,  b y  c,  dy  Cf .  ,  .)j 

et  supposons  que  cette  fonction  ne  soit  pas  changée  par 
la  substitution  circulaire  du  cinquième  ordre 

û,  by  Cy  dy  e\ 

by      Cy      dy      €,      «/' 

on  aura 

F(fl,  by      Cy      dy      éy     .     ,     .)     =F    (by     Cy       dy     Cy      flf,  .   .     ); 

mais  cette  égalité  ayant  lieu  quelles  que  soient  les  quan- 
tités représentées  par  a ,  i ,  c ,  rf,  e ,  on  aura  aussi 

T    {by  Cy     dy     6  y  Û   y  *  ,  .)=F(C,  dy     Cy  ûy  by     .     ..), 

F(C,  rf,      e,      fl,  ^,  .     .  .)  =     ¥   (dy     €y    Oy      by      Cy  .  ,     .)y 

F    (dy  CyOyby  Cy  .  .  .)     ■=¥    [Cy     Oyby     Cy      dy     .     .     ,)y 

F    {e  y  a  y     b  y     C  ;  d  y  .     .  ,)  =    Y    {a  ^     b  y     C  y     d  y     e  y    .    ,    ,)  'y 

car  chacune  de  ces  égalités  se  déduit  de  celle  qui  a  lieu 
par  hypothèse,  en  représentant  par  d'autres  lettres  les 
quantités  actuellement  représentées  par  a ,  & ,  c ,  c?,  e. 
Le  même  raisonnement  montre  que  si  une  fonction 
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n'est  pas  changée  en  faisant  r  fois  de  suite  une  permu- 
ution  circulaire  de  p  lettres ,  elle  ne  cliangera  pas  ucm 
plus  en  répétant  2  r  fois  ^  3  r  fois ,  etc<,  cette  même  per- 
mutation circulaire. 

Lemme  II. — Réciproquement f  sip  est  un  nombre  pre- 
mier y  et  si  une  fonction  de  n  lettres  n  est  pas  changée  en 
opérant  une  substitution  circulaire  de  p  lettres,  un  cer- 
tain nombre  dejois  inférieur  àp^  cette  fonction  ne  chan- 
gera pas  non  plus,  en  faisant  une  seule  fois  là  substitua 
tion  circulaire. 

Désignons  par  Ai  une  permutation  formée  avec  p  des 
n  lettres  de  la  fonction  donnée ,  et  appliquons  p  —  i  fois 
à  la  permutation  Ai ,  une  même  substitution  circulaire 
d'ordre  p.  On  aura  de  cette  manière  p  permutations  que 
nous  représenterons  par 

A 1 9    A  j  y    A3  9  •  .  •  y    A^  y 

OU,  en  les  rangeant  en  cercle,  par 


(•) 


f  T 


Si  maintenant  la  permutation  Ai  donne  à  la  fonction  k 
même  valeur  que  la  permutation  A^,  on  pourra ,  d'après 
le  lemme  I,  répéter  un  nombre  quelconque  de  fois  la 
substitution  par  laquelle  on  passe  de  la  permutation  Ai  à 
la  permutation  A^.  Or,  pour  avoir  les  permutations  cor- 
respondantes I  il  suffit  de  joindre  de  r  en  r  les  sommets 
du  polygone  (i) ,  et  comme  p  est  un  nombre  premief,  on 
sait  qu'on  ne  reviendra  au  point  de  départ  qu'après  avoir 
rencontré  tous  les  sommets;  d'où  il  résulte  que  les  per- 
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mutations 

A|  9    Aj  I  .  •  .  j  Ap 

donnent  la  même  valeur  à  la  fonction. 

Lemme  III.  —  Si  une  Jonction  n'est  changée  par  au^ 
cune  substitution  circulaire  opérée  sur  p  lettres,  elle  ne 
sera  pas  changée  non  plus  par  une  substitution  circulaire 
opérée  sur  trois  lettres  quelconques. 

Soit 

/fl,  b,  c,  d,.  .  .,  k,  l 

une  substitution  circulaire  d'ordre  p  ^  la  substitution 

/^,  c,c/,...,  A-,  /,  a\ 
\c,«,  6,  rf,..  .,if,  // 

sera  également  circulaire.  En  effet,  en  opérant,  comme 
il  a  été  indiqué  au  commencement  de  cette  leçon ,  on  peut 
écrire  cette  substitution  de  la  manière  suivante  : 

b,  c,  a^  i,,    .,  d' 

C  y      Oy      ly     k  ^    ,  ,   y      b 

Donc,  puisque,  par  hypothèse,  la  fonction  qu'on  consi- 
dère n'est  changée  par  aucune  substitution  circulaire  de  p 
lettres ,  on  pourra ,  sans  changer  sa  valeur,  lui  appliquer 
successivement  les  deux  substitutions  (i)  et  (^2),  ou,  ce 
qui  revient  au  même ,  la  substitution  unique 


/û,  by  c,  d,.  .  .,  ky  A 
\tf,  £1,6,  £/,.    .,k,  l) 


Mais  cette  dernière  revient  simplement  à  remplacer  les 
trois  lettres  a^b^c^  par  c ,  a ,  i  5  la  fonction  ne  sera  donc 
pas  changée  par  la  substitution 


.  )     ou 


b)  \Cyh,a 
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qui  est  circulaire  et  qui  doit  être  effectuée  sur  trois  lettres 
quelconques. 

Lemme  IV. — Si  une  fonction  nest  changée  par  aucune 
substitution  circulaire  de  trois  lettres,  elle  na  au  plus 
que  deux  valeurs. 

Toute  substitution  circulaire  de  trois  lettres  équivaut 

à  deux  transpositions,  opérées  successivement.  Ainsi  la 

substitution 

a,    b  y   c 

b  y   c ,   a 

revient  à  opérer  d'abord  la  transposition  (a,  i),  puis  en- 
suite la  transposition  (a,  c),  qui  a  une  lettre  commune  a 
avec  la  première.  Ainsi,  dire  qu'une  fonction  n'est  chan- 
gée par  aucune  substitution  circulaire  de  trois  lettres,  c'est 
dire  qu'elle  n'est  pas  changée  par  deux  transpositions  ayant 
une  lettre  commune,  opérées  successivement. 

Soit  donc  Y  une  fonction  de  n  lettres  a^  i,  c,  rf,  etc., 
qui  n'est  changée  par  aucune  substitution  circulaire  de 
trois  lettres.  D'après  ce  qui  précède,  V  ne  changera  pas 
en  opérant  successivement  deux  transpositions  (a,  i), 
(a,  c) ,  ayant  une  lettre  commune.  Supposons  que  V  de- 
vienne V,  quand  on  lui  applique  la  transposition  (a,  i), 
(Vi  pouvant  être  égal  à  V),  la  transposition  (a,  c)  devra 
changer  Vi  en  V,  et,  par  suite ,  V  en  Vj  ;  car,  faire  deux 
fois  de  suite  une  transposition ,  c'est  ne  faire  aucun  chan- 
gement. Il  résulte  de  là  que  deux  transpositions  (a,  h), 
(a,  c),  qui  ont  une  lettre  commune,  produisent  le  même 
changement  dans  la  fonction  -,  il  en  sera  de  même  des  deux 
transpositions  (a,  c),  (c,  d)  et,  par  suite,  des  deux  trans- 
positions (a,  i),  (c,  d)  qui  n'ont  aucune  lettre  com- 
mune. 

Cela  posé,  toute  substitution  équivalant  à  plusieurs, 
transpositions,  on  voit  que  V  n'a  au  plus  que  deux  va- 
leurs \  car  si  une  première  transposition  change  V  en  Vi, 
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tme  deuxième  changera  Vi  en  V,  une  troisième  V  en  \  i^ 
et  ainsi  de  suite  ^  en  sorte  que  V  n  aura  que  deux  valeurs, 
et  elle  n'en  aura  même  qu'une  seule  si  V  =  V, . 

Théorème  dé  M.  Catichy. — Si  une  Jonction  de  n 
lettres  a  moins  de  p  valeurs^  p  étant  le  plus  grand 
nombre  premier  contenu  dans  n,  elle  ne  peut  avoir 
plus  de  deux  vaieurst. 

Soient  V  une  fonction  de  n  lettres  ^  p  un  nombre  pre- 
mier égal  ou  inférieur  à  /i,  et  supposons  que  la  fonction  Y 
ait  moins  de  p  valeurs. 

Parmi  les  n  lettres  de  la  fonction  V^  prenons-en  p  au 
hasard,  formons  avec  ces  p  lettres  un  premier  arrange- 
ment Al ,  puis  faisons  subir  aux  p  lettres  de  cet  arrange-- 
ment,  p  —  i  fois  de  suite,  une  même  substitution  circu- 
laire d'ordre  p)  on  aura  en  tout^  arrangements  que  nous 
désignerons  par 

A|  ,      A2  j      A3 ,  .  .  .  ,       Ap» 

Appliquons  à  la  fonction  Y  les  p  substitutions 


\A./    UJ    Us/**    \A. 


p  ' 


il  en  résultera  p  valeurs  de  Y,  que  nous  représenterons 
par 

V|,     Vj,      V3, .  . . ,     V^, 

ou 5,  les  rangeant  en  cercle,  par 


Or,  par  hypothèse ,  la  fonction  V  a  moins  de  p  valeurs 

18 
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distinctes^  ilj  sl  donc  au  moins  deux  valeurs  de  V  ^ales 
entre  elles  parmi  celles  que  nous  venons  d'écrire.  Supjx)- 
sons  que  Ton  ait 

alors  la  fonction  V^/  ne  change  pas  quand  on  fait  subir 
aux  p  lettres  que  nous  avons  considérées  /*  fois  de  suite 
une  substitution  circulaire;  elle  ne  changera  donc  pas, 
p  étant  un  nombre  premier,  si  Ton  ne  fait  qu  une  seule 
fois  cette  substitution  (lemme  II),  et,  par  suite,  si  on 
la  fait  un  nombre  quelconque  de  fois  (lemme  1).  Mais 
chaque  valeur  de  V  se  déduit  de  la  précédente  par  une 
substitution  circulaire  des  p  lettres  considérées  ;  donc  les 
p  valeurs  de  V  sont  ^ales  entre  elles. 

U  résulte  de  là  que  la  fonction  Y  n'est  changée  par  au- 
eune  substitution  circulaire  de  p  lettres  -,  donc  elle  ne  le 
sera  pas  non  plus  par  une  substitution  circulaire  de  trois 
lettres  quelconques  (lemme III) ,  et,  par  conséquent,  elle 
n'a  que  deux  valeurs  au  plus  (  lemme  IV  ). 

Corollaire  I.  —  Si  n  est  premier,  on  peut  prendre 
p  ==  n,  et  l'on  a  ce  théorème  :  Si  une  fonction  de  n  lettres ^ 
(«  étant  premier)  y  n  moins  fie  n  valeurs j  elle  ne  peut  en 
av^ir  plus  de  deux. 

En  particulier  :  Si  une  fonction  de  cinq  lettres  a  plus 
de  deux  valeurs ,  elle  en  a  au  moins  cinq. 

Corollaire  II.  — r-  Toute  fonction  de  n  lettres  qui  n'a 
que  deux  tmleurs  n'est  changée  par  aucune  substitution 
circulaire  de  trois  lettres,  et,  par  conséquent,  elle  est 
changée  par  une  transposition  quelconque. 

En  efl'et,  d'après  le  théorème  précédent,  une  fonction 
qui  a  moins  de  trois  valeurs  n'est  changée  par  aucune 
substitution  circulaire  de  trois  lettres ,  et ,  d'après  le 
lemme  IV,  toutes  les  transpositions  produisent  le  même 
changement  sur  la  fonction^  sa  valeur  doit  donc  changer 
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par  une  transposition  quelconque  si  elle  n  est  pas  symé- 
trique. Et,  en  général,  une  substitution  quelconque 
change  ou  ne  change  pas  la  valeur  de  la  fonction  ,  suivant 
que  cette  substitution  équivaut  à  un  nombre  pair  ou 
iknpair  de  transpositions. 

Forme  générale  des  /onctions  qui  ont  deux  %mleurs. 

On  peut  toujours ,  quel  que  soit  «,  former  des  fonctions 
de  n  lettres  qui  n'aient  que  deux  valeurs. 
Considérons,  en  effet,  les  n  lettres 

et  désignons  par  \f  le  produit  de  toutes  les  différences 
obtenues ,  en  retranchant  de  chacune  de  ces  lettres  succes- 
sivement chacune  des  suivantes ,  on  aura 

i;  =  (a  —  ô)(a— c).,.(«-/)(è-.c)..    [k  —  l). 

Le  carré  de  v  est  évidemment  une  fonction  symétrique,  et, 
par  conséquent ,  \^  ne  peut  avoir  que  deux  valeurs  égales 
et  de  signes  contraires.  Ces  deux  valeurs  existent  effecti- 
vement -,  car  on  voit  que  i^  se  change  en  —  %^  quand  on 
change  a  et  &  Tune  dans  l'autre. 

On  peut  trouver  très-facilement  la  forme  générale  des 
fonctions  qui  n'ont  que  deux  valeurs.  Désignons  par  V  une 
fonction  quelconque  qui  n'a  que  deux  valeurs  distinctes , 
il  est  aisé  de  voir  que  le  produit  \s^  n'aura  aussi  que  deux 
valeurs.  Soient,  en  effet,  V  et  Vj  les  deux  valeurs  de  V, 
1^  et  —  s^  étant  celles  de  v;  d'après  ce  qui  a  été  établi  pré- 
cédemment ,  une  substitution  ne  changera  ni  V  ni  \f^  si  elle 
équivaut  à  un  nombre  pair  de  transpositions  \  au  contraire, 
elle  changera  V  en  Vj  et  i^  en  —  i^,  si  elle  équivaut  à  un 
nombre  impair  de  transpositions  \  d'où  il  suit  évidemment 
que  la  fonction  V  v  n'a  que  les  deux  valeurs  Vm  et  —  Vi  i^, 

i8. 
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Si  donc  on  fait 

A  et  B  seront  des  fonctions  symétriques  [voir  troisième 
leçon).  De  ces  équations  on  déduit 

xr        ^         B         A    .      B 

2  2('         2  2c' 

mais  -  et  —  sont  des  fonctions  symétriques  \  on  peut 

donc  écrire  plus  sin>plcment 

V  =  A-+.B.. 

Telle  est  la  forme  générale  des  fonctions  qui  n'ont  que 
deux  valeurs;  A  et  B  désignent  des  fonctions  symétriques^ 
et  i^  représente  la  fonction 

dont  les  deux  valeurs  sont  égales  et  de  signes  contraires^ 


.i 
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Théorème  de  M.  Bertrand  sur  le  nombre  des  valeurs  qu«  peut  prendre  une 
fonction  de  n  lettres.  —  Forme  générale  des  fonctions  de  n  lettres  qui 
ont  n  valeurs  distinctes.  —  Examen  des  cas  particuliers  qui  échappent 
il  la  démonstration  précédente. 


Tkéor'ème  de  M.  Bertrand  sur  le  nombre  de  valeurs  que 
peut  prendre  une  fonction  de  n  lettres* 

Postulatum, Si  n  est  un  nombre  entier  ^  y,  il  y  a 

au  moins  un  nombre  premier  ^  compris  entre  n  —  2  et  — 

La  démonstration  du  théorème  de  M.  Bertrand ,  ainsi 
que  celle  du  lemmequi  va  suivre,  reposesurce  postulatum, 
Lemme.  —  Soit 

uffe  fonction  de  n  lettres  ayant  moins  de  n  valeurs.  Si  p 
désigne  un  nombre  premier ^  compris  entre  n  —  2  e^  -» 

ou  égal  à-t  et  qWai^ec  les  n  lettres, 

a^    b ^  Cj  d^ , , ,  y  A  j  i 

on  forme  deux  groupes ,  F  un  de  p  lettres^  l'autre  de 
deux  lettres ,  l'un  au  moins  de  ces  deux  groupes  jouira 
de  la  propriété  que  la  fonction  V  ne  sera  pas  changée 
par  une  substitution  circulaire  effectuée  sur  les  lettres 
qui  le  composent. 

Soient  aetb  deux  lettres  quelconques  parmi  les  n  lettres 
données  a^b^c,  etc. ;  on  formera ,  en  les  transposant ,  les 
deux  arrangements  ab  et  ba.  Considérons  aussi  Tun  des  ar- 
rangements de/?  lettres  prises  parmi  les  w— -  2  qui  rçstefi^, 
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efFectuons  sur  les  lettres  de  cet  arrangement  une  substitu-^ 
lion  circulaire  et  répétons  celte  même  substitution  p  —  i 
fois.  Ou  formera,  de  cette  façon,  p  arrangements,  et,  en 
combinant  chacun  de  ces/;  arrangements  avec  les  deux  des 
lettres  a  et  &,  on  aura  en  tout  a  p  arrangements  des  /?  -h  2  . 
lettres ,  auxquels  correspondront  2  p  valeurs  de  la  fonc-» 
lion  V.  Maïs ,  par  hypothèse,  V  a  moins  de  n  valeurs  dis- 
tinctes et  2^7  est  au  moins  égal  à  n\  donc,  parmi  les  2p 
valeurs  de  V,  il  y  en  a  au  moins  deux  qui  sont  égales  entre 
elles.  Cela  posé,  il  convient  de  distinguer  trois  cas  : 

i^î  Les  deux  valeurs  égales  de  V  correspondent  à  un 
même  arrangement  des  p  lettres  et  ne  diffèrent  que  par 
Tordre  des  deux  lettres  a  et  ft.  Alors  on  passe  de  l'une  à 
l'autre  des  valeurs  de  V,  par  la  transposition  (a,  b).  Cette 
transposition  ne  change  donc  pas  la  valeur  de  V. 

2**.  Les  deux  valeurs  égales  de  V*  correspondent  à  un 
même  arraogenpient  des  deux  lettres  a  et  é,  et  à  des  arran- 
gements différents  des  p  autres  lettres.  Alors  la  fonc- 
tion V  n'est  pas  changée  en  effectuant  plusieurs  fois  une 
même  substitution  circulaire  sur  ces  p  lettres  \  donc  elle 
ne  changera  pas  non  plus  en  ne  faisant  qu'une  seule  fois 
cette  substitution. 

3**.  Enfin,  les  deux  valeurs  de  V  correspondent  à  des  ar- 
rangements qui  diffèrent  tant  par  l'ordre  des  deux  lettres 
a  elb  que  par  celui  des  p  autres  lettres.  Alors  la  fonction 
V  n'est  pas  changée  en  effectuant  un  certain  nombre  /*  de 
fois,  sur  les  /; lettres,  une  même  substitution  circulaire , 
pourvu  qu'on  change  en  même  temps  les  lettres  a  elb  Fune 
dans  Taut^e.  On  pourra  donc  faire  une  seconde  fois  cette 
opération  sans  changer  la  valeur  de  V,  mais  alors  a  et  i 
auront  repris  leurs  places ,  et  l'on  aura  seulement  effectué 
sur  les  p  lettres  de  l'autre  fi^roupe  2  r  fois  une  même  sub- 
stitution  circulaire.  D'où  il  suit,  comme  dans  le  second 
çs^s,  qu'une  substitution  circulaire  effectuée  sur  les  p  let- 


VINGTIÈME    LEÇON.  2^9 

très  ne  changera  pas  la  fonction.  Et  comme,  après  avoir 
fait  plusieurs  fois  la  substitution  circulaire  sur  les  p  let- 
tres, on  peut,  sans  changer  V,  faire  la  transposition 
(a,  h)^  cette  transposition  ne  changet*a  pas  non  plus  la 
valeur  de  la  fonction. 

La  proposition  est  donc  démontrée. 

Remarque.  —  La  démonstration  qui  précède  se  fait', 
comme  on  voit,  avec  le  même  succès,  que  p  soit  compris 

entre  n —  2  et  -?  ou  qu'il  soit  précisément  égal  à  -•  Mais 

si  p  est  ^-t  on  peut  étendre  un  peu  Fénoncé  de  la  pro- 

position ,  et  dire  : 

Si  une  fonction  de  n  lettres  napas  plus  de  n  valeurs, 
et  si  p  désigne  un  nombre  premier  compris  entre  n  —  2 

et-')  en  Jormant  deux  groupes,  Vun  de  deux.  Vautre  de 

p  lettres  y  il  y  aura  au  moins  un  de  ces  groupes  qui  jouira 
de  la  propriété  que  la  Jonction  ne  sera  pas  changée  par 
une  substitution  circulaire  effectuée  sur  les  lettres  qui  le 
composent. 

Ce  nouvel  énoncé  ne  serait  jpas  exact  si ,  entre  n  —  2 

et  -  9  il  n'y  avait  elTectivement  aucun  nombre  premier. 

Tel  est  le  cas  de  n  =  6. 

Théorème  de  M.  Bertrand.  — Si  une  fonction  de  n 
lettres  y  non  symétrique  ^  a  moins  de  //  valeurs,  elle  ne 
peut  en  avoir  plus  db  deux. 

Supposons  que  la  fonction 

V  =  F(«,  b,  Cy  dy  . ,  ,  ,  /  ,  /) 

des  n  lettres  a,  b,  c,  etc.,  ait  moins  de  n  valeurs.  Cette 
fonction  n'étant  pas  symétrique,  il  y  aura  au  moins  deux 
lettres  a  et  b  dont  la  transposition  changera  sa  valeur. 
Désignons  par  p  un  nombre  premier  compris  entre  n  —  a. 
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et  -ï  OU  égal  à  ->  puis  parmi  les  n  —  2  lettres 

prenoDS-en  p  au  hasard.  Diaprés  le  lemme  précédent,  la 
fonction  V  ne  sera  pas  changée  par  une  substitution  cir- 
culaire effectuée  sur  ces  p  lettres,  puisqu'elle  est  changée 
par  celle  des  deux  lettres  a  et  & ,  et  que ,  parmi  les  deux 
groupes,  Fun  de  deux,  Fautre  de;?  lettres,  il  y  en  a  un  sur 
lequel  on  peut  effectuer  une  substitution  circulaire  sans 
changer  la  fonction. 

Il  suit  de  là  que  V,  considérée  comme  fonction  des  n  —  2 
lettres 

n'est  changée  par  aucune  substitution  circulaire  de  p  let- 
tres ;  par  suite,  elle  ne  Test  pas  non  plus  par  une  substitu- 
tion circulaire  effectuée  sur  trois  lettres  quelconques;  elle 
n'a  donc  au  plus  que  deux  valeurs  (roi/' la  leçon  précédente). 

Nous  examinerons  d'abord  le  cas  où  la  fonction  V  est 
symétrique  par  rapport  aux  n  —  2  lettres  Çjff^.,.^k<,l^ 
puis  celui  où  elle  a  deux  valeurs  par  les  permutations  de 
ces  lettres. 

I®.  V  est  symétriqiœ  par  rapport  aiix  n  —  2  lettres 

Si  V  n'a  pas  précisément  n  valeurs ,  cette  fonction  chan- 
gera par  la  transposition  de  Tunç  des  lettres  a  et  i  avec 
Vune  quelconque  des  /i  -^  2  autres  \  car  autrement  V  serait 
symétrique  par  rapport  an  —  1  letti*es ,  et  aurait  précir 
sèment  n  valeurs.  On  ne  peut  donc  avoir 

F  (a,  6,  c.  dy  .  .  .,  ^,  /)  =r  F  (rt,  c,  by  r/,  .  . .,  ^,  /). 

Il  n'est  pas  possible  non  plus  que  V  conserve  la  même 
valeur  lorsque  les  deux  lettres  «  et  &  sont  changées  en 
deux  autres  c  et  /tÎ,  car  on  aurait  alors 
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et  le  second  membre  serait  symétrique  par  rapport  à  a  et  ft, 
tandis  que  le  premier  ne  Test  pas  par  hypothèse.  Enfin 
r  égalité 

F  {a  y  b,  Cy  (l,  ,  , .,  fi  y  i)  =  F  (hy  c^a  y  d  y  . .  .,  X- ,  /) 

est  de  même  impossible;  car  le  second  membre  est  sym.é- 
Irîquc  par  rapport  à  a  et  d^  tandis  que  le  premier  ne  l'est 
pas. 

D'où  il  suit  que,  si  V  n'a  pas  précisément  n  valeurs, 
cette  fonction  en  aura  autant  qu'il  y  a  d'arrangements  de 
n  lettres  deux  k  deux,  c'est-à-dire  n  {^n  —  i). 

Comme,  par  hypothèse ,  la  fonction  V  a  moins  de  n  va- 
leurs,  il  est  impossible  qu'elle  soit  symétrique  par  rapport 
aux  n  —  2  lettres ,  c ,  rf, . . . ,  fî ,  /. 

2^.  V  «  deux  valeurs  par  les  permutations  des  n  —  i 
lettres  c^  dy  ,.,y  k ^  l. 

Je  dis  que ,  dans  ce  cas ,  la  fonction  V  ne  sera  changée 
par  aucune  substitution  circulaire  effectuée  sur  p  lettres 
quelconques  prises  parmi  les  // , 

aybyCydy,,,,k,ly 

et,  par  suite,  que  cefte  fonction  n'aura  que  deux  valeurs 
distinctes  parles  permutations  de  ces  n  lettres. 

Remarquons  d'abord  que  V  n'ayant  que  deux  valeurs, 
par  les  permutations  des  n  —  2  lettres  Cy  d^,,.^k^I  change 
par  la  transposition  de  deux  quelconques  de  ces  lettres , 
et  n'est  pas  changée  par  une  substitution  circulaire  opérée 
sur  p  de  ces  n  —  2  lettres.  Supposons  maintenant  qu'on 
prenne  p  lettres  parmi  les  n  lettres  «  ,  6,  etc. ,  et  que  parmi 
ces  p  lettres  se  trouvent  a  et  è  ou  au  moins  l'une  d'elles , 
il  y  aura  au  plus  dans  ce  groupe  p  —  1  lettres  prises  parmi 
c,  dy.,,yk^l\  et  comme /7  est  <^ 7/  —  2,  il  restera  au  moins 
deux  de  ces  dernières  lettres  qui  ne  feront  pas  partie  du 
groupe  de  p  lettres.  Or  la  transposition  de  ces  deux-là 
change  la  valeur  de  la  fonction;  donc,  d'après  le  lenrime 
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précédent,  une  substitution  circulaire  effectuée  sur  les 
p  lettres  ne  la  changera  pas. 

La  fonction  V  n'étant  changée  par  aucune  substitution 
circulaire  effectuée  sur/^  lettres,  ne  le  sera  pas  non  plus 
par  une  substitution  circulaire  effectuée  sur  trois  lettres^ 
et,  par  conséquent ,  elle  n^ aura  que  deux  valeurs,  ainsi 
que  nous  l'avons  vu  dans  la  dernière  leçon. 

On  voit  donc  que  si  entre  11  —  2  et-  il  y  a  un  nombre 


n 

2 

n 


premier,  ou  si  -  est  un  nombre  premier,  une  fonction 

de  n  lettres  qui  a  moins  de  n  valeurs  ne  peut  en  avoir 
que  deux  au  plus. 

En  particulier,  comme  -  est  un  nombre  premier,  on 

a  ce  théorème  démontré  depuis  longtemps  par  M.  Cauchy  ; 

Une  Jonction  dç  six  lettres  y  qui  a  moins  de  six  'va- 
leurs,  ne  peut  en  avoir  plus  de  deux» 

Remarque.  —  La  démonstration  de  M.  Bertrand  ne 
s'applique  pas  aux  fonctions  de  quatre,  de  cinq  et  de 
sept  lettres;  mais,  comme  5  et  7  sont  des  nombres  pre- 
miers ,  le  cas  des  fonctions  de  cinq  lettres  et  celui  des 
fonctions  de  sept  lettres  sont  compris  dans  le  théorème 
de  M.  Cauchy.  Le  seul  cas  des  fonctions  de  quatre  lettres 
fait  exception.  Il  y  a  effectivement,  comme  nous  Tavons 
vu  dans  les  leçons  précédentes,  des  fonctions  de  quatre 
lettres  qui  n'ont  que  trois  valeurs  distinctes. 

Forme  générale  des    fonctions    de   n  lettres  qui  ont 

n  valeurs  distinctes^ 

Soit 

V  =r  F(âf,  bf  c  y  ri  y  » .  ,y  A  ,  l) 

une  fonction  de  n  lettres  a^b^  c^  ,,,^  k  ^  l^  qui  a  préci- 
sément n  valeurs ,  et  supposons  que  la  transposition  [a ,  b) 
change  la  valeur  de  celte  fonction  \  on  fera  voir,  comme 
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précédemment,  que  la  fonction  V  ne  peut  avoir  que  deux 
valeurs  au  plus  parles  permutations  des  n  —  2  lettres  c, 
rf, ... ,  A,  /,  pourvu  qu'il  existe  un  nombre  premier  com- 
pris entre  n  —  2  et-;  alors  la  fonction  V  doit  être  symé- 

trique  par  rapport  aux  n — 2  lettres  c^d^  .,,^  k,  l^  car, 
s'il  en  était  autrement,  on  a  vu  qu'elle  n'aurait  que  deux 
valeurs.  Je  dis  même  que  la  fonction  V  doit  être  symé- 
trique par  rapport  k  n  —  i  lettres ,  car  autrement  elle  au- 
rait n  (n  —  i)  valeurs,  comme  nous  l'avons  fait  voir  tout 
à  l'heure;  d'où  il  résulte  que,  s'il  existe  un  nombre  pre- 
mier coDipris  entre  n  —  2  et  -,  on  a  ce  théorème  : 

Théorème.  —  Une  Jonction  rie  n  lettres  quia  n  valeurs 
est  symétrique  par  rapport  an  —  i  lettres. 

Remarque.  —  La  démonstration,  comme  on  le  voit^ 
ne  s'applique  pas  aux  fonctions  de  trois ,  de  quatre ,  de 
cinq,  de  six  et  de  sept  lettres.  Le  théorème  a  été  dé- 
montré par  Abel ,  pour  les  fonctions  de  cinq  lettres 
(  OE avères  complètes ,  tome  P*^,  page  19),  et  il  a  lieu  aussi 
pour  les  fonctions  de  trois ,  de  quatre  et  de  sept  lettres  \ 
le  seul  cas  des  fonctions  de  six  lettres  fait  exception  ;  il  y 
a,  en  effet,  des  fonctions  de  six  lettres  dont  le  nombre 
des  valeurs  distinctes  est  6,  et  qui  ne  sont  pas  symétri-^ 
ques  par  rapport  à  cinq  lettres  [voir  la  Note  VUI).  Nous 
allons  examiner  ici  les  cas  des  fonctions  de  trois,  de  quatre, 
de  cinq  et  de  sept  lettres. 

Examan   des   cas   particuliers   qui  échappent  à   la 

démonstration  précédente. 

Nous  commencerons  par  établir  le  lemme  général  sui-* 
vaut  : 

Si  une  fonction  d'un  nombre  n  de  lettres,  supérieur 
à  3,  n'a  que  deux  tf  aie  urs  dis  fin  et  es  par  les  permuta^ 
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tions  de  n  —  i  lettres,  elle  a  2  ou  in  valeurs  par  les 
permutations  de  tontes  les  lettres, 
Soîl  V  une  fonction  des  n  lettres 

qui  a  deux  valeurs  distinctes  par  les  permutations  des 
n  —  I  lettres 

0    y      C  y      (t   j     9    a    ,    y      n     y      l    y 

et  supposons  /i  ^  3. 

En  désignant  par  v^  le  produit  des  différences  de  ces  n  —  i 
lettres  deux  à  deux ,  en  sorte  qu'on  ait 

p  =  (^  — c}(^-£/)..,(A  — /), 

V  aura  la  forme 

V  =  A-f.Bp, 

•A  et  B  étant  des  fonctions  des  n  lettres  a,  b^  c,  etc., 
symétriques,  par  rapport  aux  n — i  dernières. 

Cela  posé,  je  distinguerai  deux  cas,  suivant  que  la 
fonction  A  est  ou  n'est  pas  symétrique  par  rapport  aux 
n  lettres. 
*  1°.  Si  A  est  symétrique  par  rapport  aux  n  lettres ,  V  a 
précisément  autant  de  valeurs  que  Bf^',  mais  le  carré  de  Bi> 
est  symétrique  par  rapport  aux  n  —  i  lettres  b^Cyd^  ... , 
ky  l'^  donc  ce  carré  a  n  valeurs ,  ou  une  valeur  seulement 
s'il  est  symétrique  par  rapport  à  toutes  les  lettres.  Par 
conséquent,  B^»  ou  V  a  2  ou  2 w  valeurs. 

a**.  Si  A  n'est  symétrique  que  par  rapport  aux  n  —  i 
lettres  &,  c,  d^,,,^hy  /,  faisons  les  n  transpositions 

[aya),     {ayb)y     (ayc)y...,      {a,k)y      («,/}, 

et  désignons  par 

•A  I   y  A.1  y    ,    »     i     y  An 

les  valeur^  qui  en  résultent  pour  A  5  par 
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les  fâleurs  correspondantes  de  B  qui  peuvent  être  égale» 
entre  elles ^  enfin  par 

celles  de  i^.  On  aura  ces  a/i  valeurs  de  V,  les  seules  que 
cette  fonction  puisse  avoir  : 

Aï  iiBjï',, 

»••••    •*• 

AndtBnVnr 

et  je  dis  que  ces  2n  valeurs  de  V  sont  différentes  si  n  esl 
^  3.  En  effet,  si  Ton  avait,  par  exemple, 

il  en  résulterait 

A ,  —  À2  =  ifc:  B>2  qz  B,  j',  V 

ôr  le  premier  membre  n'est  pas  nul ,  et  il  e*t  symétrique 
par  rapport  aux  n  —  2  lettres  c,  d,,,.^  /r,  /;  Bj  et  Bj  sont 
également  symétriques  par  rapport  à  ces  lettres ,  tandis 
que  ^1  et  i^s  changent  de  signe  par  la  transposition  de  deux 
quelconques  de  ces  n  —  2  lettres  5  Tégalité  précédente  est 
donc  impossible  si  n  —  2  est  au  moins  égal  à  2 ,  c'est-à- 
dire  si  n  est  ^  3.  La  fonction  V  a  donc  aw  valeurs. 
On  peut  déduire  de  cette  proposition  que  : 
Si  une  fonction  d'un  nombre  n  de  lettres,  supérieut 
à  i,  a  n  valeurs,  il  est  impossible  que  le  nombre  des 
valeurs  que  prend  cette  fonction  par  les  permutations 
den — I  lettres  soit  égal  à  2^ 

Cela  posé,  je  dis  que  pour  chacune  des  quatre  valeurs 
de  /2 , 

n  =  3,     ^/  =  4>     /?  =  5,     «  =  7, 

on  a  ce  théorème  : 

Une  fonction  de  n  lettres  quia  n  valeurs  distinctes  est 
symétrique  par  rapport  à  n  —  1  lettres^ 


^86  VINGTIEME    LEÇON. 

1**.   Cas  fies  fondions  de  trois  lettres.  —  Soit  V  une 
fonction  des  trois  lettres 

qui  a  trois  valeurs.  Si  V  n'est  pas  symétrique  par  rapport 
à  a  et  &,  elle  aura  deux  valeurs  Vi  et  Vj  par  les  permuta* 
tions  de  ces  lettres  \  nommons  Vs  la  troisième  valeur  de  V; 

On  a 

V3  =  (V.-hV,  +  V3)-.(V.-^V,); 

or,  ainsi  que  nous  Favons  montré  précédemment  (  troi- 
sième leçon),  la  fonction 

V»  +  V,  4-  V3 

est  symétrique  par  rapport  aux  lettres  «,  i,  c.  Pareil* 

lement, 

V.4-V, 

est  symétrique  par  rapport  k  a  gI  b\  donc  Vj  est  symé- 
trique par  rapport  à  a  et  &  ^  donc  enfin  V  est  symétrique 
par  rapport  à  deux  lettres. 

2°.  Cas  des  fonctions  de  quatre  lettres,  —  Soit  V  une 
fonction  de  quatre  lettres 

a,  b^  c,  e/, 

qui  a  quatre  valeurs.  Le  nombre  des  valeurs  que  prend  V 
par  les  permutations  des  trois  lettres  «r,  i,  c,  est  un  divi- 
seur du  produit  i .  a .3  ;  il  est  d'ailleurs  au  plus  égal  à  4* 
Si  donc  V  n'est  pas  symétrique  par  rapport  à  a,  fc,  c,  elle 
a  deux  ou  trois  valeurs  par  les  permutations  de  ces  lettres. 
Le  premier  cas  est  impossible ,  d'après  le  lemme  démou* 
tré  plus  haut^  il  faut  donc  que  V  ait  trois  valeurs  V^,  Vj, 
Vg.  Nommons  V4  la  quatrième  valeur  de  V  ;  on  a 

V4  =  (  V,  +  V,  -f.  V3  -4-  VO  -  (  V,  -H  V,  H-  V3  ) , 

d'où  Ton  peut  conclure,  comme  plus  haut,  que  V4  est 
symétrique  par  rapport  à  a,  b ,  c*,  donc  V  est  symétrique 
par  rapport  à  trois  lettres* 


J 


r 
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3^.  Cas  des  fonctions  de  cinq  lettres,  —  Soît  V  une 
fonclîon  de  cinq  lettres 

qui  a  cinq  valeurs.  Le  nombre  des  valeurs  que  prend  V  par 
les  permutations  des  quatre  lettres  a^bjC^  d  est  un  divi- 
seur du  produit  1.2.3.4)  et,  d'après  l'hypotbèse,  ce 
nombre  ne  peut  surpasser  5  ;  ce  sera  donc  Tun  des  nom- 
bres I,  2,  3,  4*  Si  donc  la  fonction  V  n'est  pas  symé- 
trique par  rapport  à  a,  6,  c,  ^,  elle  a  deux ,  trois  ou  quatre 
valeurs  par  les  permutations  de  ces  lettres.  Le  premier 
cas  est  impossible,  d'après  le  lemme  démontré  plus  haut;  je 
disque  le  second  cas  est  aussi  impossible.  En  eflet,  sup« 
posons  que  ce  cas  ait  lieu;  nommons  V|,  V„  V,  les  trois 
valeurs  que  prend  Y  par  les  permutations  des  lettres  a,  b^ 
c,  rf,  et  soient  V^,  Vg  les  deux  autres  valeurs  de  V  ;  on  a 

V,-#-V5  =  (V,-hV,-f.V3-hV,-hV0— (V.-HV.  +  Va), 


V,  V.  =: 


v.v,v, 


on  conclut  de  là  que  V4  -f-  V^s  et  V4  V5  sont  des  fonctions 
spiétriques  de  fl,  i,  c,  ^;  par  suite,  il  en  est  de  même  de 
(V4  —  V5)*,  et  alors  la  fonction  V4  —  Vg  a  deux  valeurs 
par  les  permutations  de  «,  i,  c,  d  (*).  Posons 

V4-+-V5=2A,     V,  — V»=2B, 
on  aura 

V4  =  A-^-B,     V5=rA  — B. 

Il  suit  de  là  que  V4  a  deux  valeurs  par  les  permutations 
de  a,  i,  c,  d]  donc  V  a  deux  valeurs  parles  permutations 

(*)  On  ne  peut  admettre  que  V^— V,  soit  symétrique  par  rapport  à  a,  ft, 
c,  d'y  car  alors  V^  et  V^  seraient  symétriques  par  rapport  à  ces  quatre 
lettres,  par  suite,  V  serait  symétrique  par  rapport  à  quatre  lettres,  ce 
qui  est  contre  l'hypothèse. 
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de  quatre  des  cinq  lettres  a,  &,  c,  //,  <?,  ce  que  notls  avous 
démontré  impossible. 

11  faut  donc  que  V  ait  quatre  valeurs  V,,  Vj,  Vj,  V4  par 
les  permutations  des  quatre  lettres  a,  &,  c,  d'^  nommons 
V5  la  cinquième  valeur  de  V.  L'égalité 

montre  que  V5  est  symétrique  paf  rapport  ka,  b,  c^  d\ 
donc  V  est  symétrique  par  rapport  à  quatre  lettres. 

4**.  Cas  des  fonctions  de  sept  lettres.  —  Soit  V  une 
fonction  des  àept  lettres 

«,  by  r,  d^Cy/yg 

qui  a  sept  valeurs.  Le  nombre  des  valeurs  que  prend  V 
par  les  permutations  des  six  lettres 

est  un  diviseur  du  produit  i .  2 . 3 . 4  •  3 . 6  ^  et  comme  ce 
nombre  est  au  plus  égal  à  7,  ce  sera  nécessairement  Tun 
des  nombres  i,  a,  3,  4)  ^  ou  6.  D'ailleurs,  une  fonction 
de  six  lettres  qui  a  moins  de  six  valeurs  n'en  a  au  plus  qtie 
deux^  donc  notre  fonction  V  ne  peut  avoir  que  une,  deux 
ou  six  valeurs  par  les  permutations  des  six  lettres  a,  £,  c, 
d^  e,  f.  Le  second  cas  est  impossible,  d'après  le  lemme 
démontré  plus  haut  \  donc ,  si  la  fonction  V  n'est  pas 
symétrique  par  rapport  aux  six  lettres ,  eUe  a  six  valeurs 
par  les  permutations  dé  ces  httres.  JNommant  alors  Vi, 
Vf,  Vj,  V4,  Vg,  Ve  ces  six  valeurs  et  V7  la  septième  valeur 
de  V,  l'égalité 

V  ;  =  (  V .  4- V , -^  V3  +  V, -f.  V5 -f- Ve  4- V ,  ) 
-  (V.  4-  V,  -i-  V3  4-  V,  +  Vs  4-  Ve  ) 

montre  que  V7  est  symétrique  par  rapport  k  a^b^Cyd^e^ 
y,  et,  par  suite,  cpie  V  est  symétrique  par  rapport  à  six 
lettres . 
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Des  fonctions  algébriqueâ.  — >  Des  fonctions  entières.  —  Des  fonctions 
rationnelles.— Classification  des  fonctions  algébriques  non  rationnelles. 
— Forme  générale  des  fonctions  algébriques. 


Des  fonctions  algébnques» 

Les  considérations  développées  dans  la  dix-huitLème 
leçon  et  les  suivantes  donnent  lieu  de  penser,  sans  toute- 
fois le  démontrer  d'une  manière  rigoureuse ^  qu'il  est 
impossible  de  résoudre  algébriquement  les  équations  gé- 
nérales de  degré  supérieur  au  quatriènie.  Abel  est  parvenu 
a  démontrer  cette  impossibilité^  par  une  méthode  qui  a 
été  simplifiée  ensuite  par  Wantzel  dans  quelques-unes  <fe 
ses  parties. 

Résoudre  une  équation  algébriquement,  c'est  former 
une  fonction  algébrique  des  coefficients  qui ,  substituée  à 
l'inconnue,  satisfasse  identiquement  à  l'équation )  la  pre* 
mière  chose  à  faire,  pour  reconnaître  si  une  équation  est 
soluble  ou  non  algébriquement,  est  donc  d'étudier  la 
forme  générale  des  fonctions  algébriques.  C'est  cette  étude 
que  nous  allons  faire  ici ,  et  nous  démontrerons,  dans  la 
prochaine  leçon ,  l'impossibilité  de  résoudre  algébrique- 
ment les  équations  générales  de  degré  supérieur  au  qua- 
trième. 

Soient 

k  quantités  quelconques  indépendantes ,  et  u  une  fonction 
de  ces  quantités  5  j^  sera  une  fonction  algébrique  y  si  on 
peut  l'exprimer  enxi,  jCsjOTs,  etc.,  à  l'aide  des  opérations 
suivantes,  effectuées  un  nombre  fini  de  fois  :  i**  l'addition 

'9 


n 
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OU  la  sousiraction ;  2^  la  multiplication;  3^  la  division; 
4^  l'extraction  des  racines  d'indices  premiers.  Nous  ne 
comptons  pas  l'élévation  aux  puissances  entières  et  l'ex- 
traction des  racines  de  degi;^s  composés,  car  ces  opéra- 
tions sont  évidemment  comprises  dans  les  quatre  que  nous 
avons  mentionnées. 

Des  fonctions  entières , 

Lorsque  la  fonction  p»  peut  se  former  par  les  deux  pre- 
mières des  quatre  opérations  mentionnées  ci-dessus ,  elle 
est  dite  rationnelle  et  entière  ou  simplement  entière. 

Désignons  par 

une  fonction  qui  peut  être  exprimée  par  une  somme  d'un 
nombre  limité  de  termes  de  la  formé 

A    m       m 

A  désignant  une  constante,  et  mi,  m^,  etc.,  étant  des  ex- 
posants entiers  et  positifs.  L'opération  désignée  par  / 
fournit  une  fonction  entière,  conformément  à  la  définition 
précédente;  et  Ton  peut  généralement  considérer  toutes 
les  fonctions  entières  comme  obtenues  en  répétant  cette 
opération  un  nombre  limité  de  fois.  Soient  (^1,  ^1,  etc. , 
plusieurs  fonctions  de  Xi,  jTj,  etc.,  de  la  même  forme 
que  y,  la  fonction 

sera  évidemment  de  la  même  forme.  D'ailleurs  y  (i^i  ,1^2,...) 
est  l'expression  des  fonctions  obtenues  en  répétant  deux 
fois  l'opération  y*  [xi ,  Xj, . . .  )  ;  d'où  il  suit  qu'on  trouvera 
toujours  un  résultat  de  même  forme,  en  répétant  cette 
même  opération  autant  de  fois  que  l'on  voudra ,  et  que 
toute  fonction  entière  de  a:, ,  a:t ,  etc. ,  peut  être  exprimée 
par  une  somme  de  termes  de  la  forme 


A.r.  ^  JT,  '  •  •  •  • 
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Des  fonctions  rationnelles. 

Une  fonction  \^  des  quantités  x,,  j?8  ,  j^a ,  etc. ,  est  dite 
rationnelle  lorsqu'elle  peut  être  exprimée  par  les  trois 
premières  des  quatre  opérations  algébriques  ci-dessus 
désignées. 

Soient 

deux  fonctions  entières ,  le  quotient  de  ces  fonctions 

sera  évidemment  un  cas  particulier  des  fonctions  ration- 
nelles non  entières,  et  Ton  peut  considérer  toute  fonction 
rationnelle  comme  obtenue  en  répétant  plusieurs  fois 
l'opération  précédente  5  mais  en  désignant  par  i^j,  i^,,  etc. , 

plusieurs  fonctions  de  la  forme  =-7—^^ — ^-^——"{i  il  est  évi- 
dent  que  la  fonction 

F((^„Pj,...) 

peut  être  réduite  à  la  même  forme;  d'où  il  suit  que  toute 
fonction  rationnelle  se  réduira  à  la  forme 

r  \JCx^  iï^2 j  ••  • } 

y"  et  F  désignant  des  fonctions  entières. 

Classification    des    fonctions    algébriques    non 

rationnelles. 
Soit 

J     \^\y     ^J7  •  •  •  j 

une  fonction  rationnelle  quelconque  :  il  est  évident  que 

^9- 
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toute  fonction  algébrique  s^obticndra  en  combinant  Tope- 

ration  désignée  par  y  avec  l'opération  désignée  par  y  , 
m  étant  un  nombre  premier.  Si  donc  pi ,  p^  désignent 
des  fonctions  rationnelles  de  Xi^  Xj ,  etc. ,  «i ,  Wj ,  etc. , 
des  nombres  premiers ,  et  qu'on  fasse 

/?'=/^j:,,  a:,,  .  .  .,    y'/?,,    y'/?,,     ..j, 

p'  sera  la  forme  des  fonctions  algébriques  dans  lesquelles 

l'opération  désignée  par  y  ^^  porte  que  sur  des  fonctions 
rationnelles.  Nous  appellerons,  avec  Ahel  ^  fonctions  al- 
gébriques du  premier  ordre  les  fonctions  de  la  forme  p\ 

Soient  p\ ,  p\  ,  etc. ,  des  fonctions  algébriques  du  pre- 
mier ordre  ,  n\ ,  n  j ,  etc. ,  des  nombres  premiers  ;  et  posons 

/?''=/\^j:,,  X|,. .  .,   y/?,,    Y/?2,...,    \Pi,    V/^î'-'V* 

p"  sera  la  forme  générale  des  fonctions  algébriques  dans 

lesquelles  l'opération  désignée  par  y  ne  porte  que  sur 
des  fonctions  rationnelles  ou  sur  des  fonctions  algébriques 
du  premier  ordre.  Nous  appelleronsybncfibn^  algébriques 
du  deuxième  ordre  les  fonctions  de  la  forme  p^'. 

De  même  si  p\ ,  p", ,  etc. ,  désignent  des  fonctions  algé- 
briques du  deuxième  ordre,  n\^  n\^  etc.,  des  nombres 
premiers ,  et  qu'on  fasse 

=/ yjT, ,  j:,,  . .  . . ,  y/?i,..«,     ypx7**">     y^' '••*/> 

p'"  sera  la  forme  des  fonctions  algébriques,  où  l'opéra- 
tion désignée  par  y  ne  porte  que  sur  des  fonctions  ra- 
tionnelles et  sur  des  fonctions  des  deux  premiers  or- 
dres. Les  fonctions  de  la  forme  p'"  seront  les  fonctions 
algébriques  du  troisième  ordre. 

En  continuant  ainsi ,  on  formera  des  fonctions  algo- 


p' 
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briques  du  quatrième,  cinquième,  elc. ,  fx'^'"*"  ordre,  et  il 
est  évident  que  l'expression  générale  des  fonctions  du  /x*^'"" 
ordre  sera  l'expression  générale  des  fonctions  algébriques. 
11  suit  de  là  qu'en  désignant  par  i^  une  fonction  algé- 
brique du  /x'^'"*  ordre ,  i'  aura  la  forme 

oùy désigne  toujours  une  fonction  rationnelle,  pi ,  pf ,  etc. , 
des  fonctions  de  l'ordre fx — i,  /jj,  w, ,  etc.,  des  nombres 
premiers,  et  r, ,  r^ ,  etc. ,  des  fonctions  de  Tordre  ii — i  ou 
d'ordres  moins  élevés. 
On  peut  évidemment  supposer  qu  aucun  des  radicaux 

"1/ —    "  / — 

V  Pi ,  y  Pj  ,  etc. ,  ne  soit  exprimable  rationnellement  en 

fonction  des  autres  radicaux  et  des  quantités  Tj  ,  r, ,  elc. 

Si,  en  effet,  ypi  était  dans  ce  cas,  en  portant  sa  valeur 
dans  l'expression  de  f^,  on  aurait  une  valeur  de  i^ 

de  la  même  forme  que  la  précédente,  mais  plus  simple, 

puisqu'elle  contiendrait  le  radical  y  ^i  de  moins.  Si  de 

même  Tun  des  radicaux  qui  restent  pouvait  s^exprimer 
Cû  fonction  rationnelle  des  autres  radicaux  et  des  quan- 
tités Tj ,  Tj ,  etc. ,  on  pourrait  chasser  ce  a^adical  de  l'ex- 
pression de  1^,  qui  conserverait  d'ailleurs  la  même  forme  ] 
et  si  Ton  pouvait  continuer  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  eût 

n f — -       n  .— 

éliminé  tous  les  radicaux  \Jpx ,  ypt  ?  etc. ,  la  fonction  ^^ 

serait  réduite  à  Tordre  fx — i . 
Si  donc  la  fonction  i^  est  effectivement  du  fx*^"**  ordre , 

on  peut  supposer  que  les  radicaux  \/pi ,  y /?»  j  etc. ,  aient 


\ 
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été  réduits  au  plus  petit  nombre  possible,  et  quHl  soit 
impossible  d'exprimer  l'un  de  ces  radicaux  en  fonction 
rationnelle  des  autres  et  de  fonctions  algébriques  d'ordre 
inférieur.  Et  si  m  désigne  alors  le  nombre  de  ces  radicaux 
qui  affectent  des  fonctions  algébriques  d'ordre  jx — i ,  nous 
dirons  que  la  fonction  i^  d'ordre  fx  est  du  degré  m. 

D'après  cette  définition ,  une  fonction  d'ordre  p  et  de 
degré  zéro  n'est  autre  qu'une  fonction  d'ordre  fx —  1 ,  et 
une  fonction  d'ordre  zéro  est  une  fonction  rationnelle. 

Il  résulte  de  là  que  si  \f  désigne  une  fonction  algébrique 
d'ordre  fjt  et  de  degré  m,  on  aura  généralement 

f  désignant  une  fonction  rationnelle ,  p  une  fonction  al- 
gébrique d'ordre  fx  —  i ,  n  un  nombre  premier,  et  r^ , 
r^ ,  etc. ,  des  fonctions  d'ordre  [i ,  mais  de  degré  m — i .  En 
outre,  d'après  ce  qui  précède,  on  peut  toujours  supposer 

qu'il  soit  impossible  d'exprimer  slj}  en  fonction  ration- 
nelle de  Ti ,  Tj ,  etc. 

Forme  générale  des  fonctions  algébriques. 

Dans  l'expression  précédente  de  fr*,  y  désigne  une  fonc- 
tion rationnelle  des  quantités  Tj  ,  /'g,  etc.,  et  V/^^mais 
toute  fonction  rationnelle  de  plusieurs  quantités  peut  être 
représentée  pa^  le  quotient  de  deux  fonctions  entières  5 
nous  pouvons  donc  poser* 

"  — —         "  '     A 

(f  et  (j/ désignant  des  fonctions  entières ,  et  si  l'on  ordonne  9 
et  ^  par  rapport  aux  puissances  de  \p  ou  ;t;",   on   aura 
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pour  i^  une  valeur  de  la  forme 


^0  4-^1/^"-+-^»/^" -h..  .  -^s  p 


^o  +  r.jy"H-ra/i»-f-. .  .4-^,//>'* 


T 


ovLSoj  ^1  ,...<»  5v  et  ^Q,  ^1 ,...,  £/,  sont  des  fonctions  en- 
tières de  Tt,  r,  ^  etc. 
Soit  a  une  racine  imaginaire  de  l'équation 


a"  =  i; 


désignons  par 

I 

les  /» —  I  valeurs  qu'on  obtient  en  remplaçant  dans  T,  p'* 
successivement  par 

III  I 

(xp%      a'/?»,      oL^p^, .  . . ,   a"-'/?", 

et  multiplions  par  T^  T,  ...  T„_i  les  deux  termes  de  la 
valeur  de  i^,  on  aura 

STi  T2     .  «Tn—i 

*'~"TT.T,...T„_.* 

Le  produit TiTj  ...T„_i  peut  évidemment  s'exprimer  en 
fonction  entière  de  p  et  des  quantités  /*i ,  rj/etc.  5  il  est 
donc  une  fonction  algébrique  d'ordre  /i  et  de  degré  m  —  i 
au  plus ,  que  nous  désignerons  par  u.  Pareillement ,  le 
produit   STiTj...T„_i  est  une  fonction  entière  de  Tj, 

^1,  etc.,  et  yp  5  nous  Représenterons  sa  valeur  par 

1  '  ' 

et  Ton  aura 


ÇZ=Z   ~ ±- ^-  y 

u 
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OU  simplement 


V 


=  9a  -f-  y .  /?"  -f-  ^a/?"  ^-  .  .  .  -H  qiP 


n 


en  mettant  ^<y)  ^h  etc.,  au  lieu  de  ~9  —9  etc^i^oj^i)  ^tc.^ 

désignent  ici  des  fonctions  rationnelles  de  r^,  rt,  etc. ,  et  p. 
On  peut  chasser  de  l'expression  précédente  de  i^  les 

puissances  de  p"  supérieures  à  la  (n  —  i)'**»*.  Si,  en  eflet, 
j  désigne  un  nombre  qui ,  divisé  par  n ,  donne  le  quo- 
tient g  et  le  reste  /i ,  on  a 

/  i 

et ,  en  se  servant  de  <;ette  formule  y  on  pourra  mettre  y 
sous  la  forme 


n—\ 


Çoj  Çi^  Çt^'  '  '1  9«-i  étant  toujours  des  fonctions  ration- 
nelles de  ^,  Tj,  r,,  etc.,  et,  par  conséquent ^  des  fonctions 
algébriques  d'ordre  [x  et  de  degré  m  —  i  au  plus ,  telles , 
en  outre,  qu'il  soit  impossible  d'exprimer  rationnelle- 

ment  ^"  en  fonction  des  quantités  dont  elles  dépendent. 
Dans  r expression  (i)  de  p",  on  peut  supposer 

Pour  le  démontrer,  supposons  d'abord  que  (ji  ne  soit  pas 
nul ,  et  posons 

d'où 


P  =  ^     et    p^'^^i 


^expression  de  s^  devient 
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OU  plus  simplement 

— <  -•  ^^>— 

(2)  «^  =  ^0 -h/?" 4-^2/?"  4-.    '-k-qn-xp  "  , 

en  écrivant  p  au  lieu  de  ^i  ;  ^i,  q^,  ete.,  au  lieu  de  ^9 

^>  ec. 

Dans  cette  nouvelle  expression  (2)  de  1^  qui  se  déduit 
de  (i)  en  faisant  ^^  =^  i,  les  quantités  qo,  q^^  etc.,  dési- 
gnent toujours  des  fonctions  algébriques  d'ordre  p  et  de 
degré  m  —  i . 

Supposons  maintenant  que  dans  Tcxpression  (i)  de  ^ 
on  ait  ^j  =  o  ;  désignons  par  qj,  Tune  des  quantités  q^ , 
^t,  etc.,  qui  n'est  pas  nulle,  et  posons 


d'où 


/?!  —  7)[/>S 


a  kcf. 


n  étant  premier  et  A:  moindre  que  n ,  on  peut  toujours 
trouver  deux  entiers  a  et  6  tels ,  que 

ko,  —  /z6  =  ^, 

^  étant  un  nombre  entier  quelconque  donné  ;  alors  on 

aura 


a 


p?-9r/p", 


d'oi 


ou 


a 


=  i^p-^P 


n 


On  a,  en  particulier  et  par  hypothèse, 


h 

p'o 


p? . 
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à  Taide  des  deux  formules  précédentes,  ou  substilucra 

aux  puissances  de  />"  dans  la  valeur  (i)  de  j^,  celles  de  z;;*, 
et ,  après  cette  substitution ,  il  est  évident  que  la  forme 

de  1^  n'aura  pas  changé,  mais  que  le  coefficient  de  p'^  sera 

l'unité;  car,  dans  l'expression  primitive  de  v,  /?"  a  pour 
coefficient  (/i. 

Conclusion.  —  //  résulte  de  ce  qui  précède  que  toute 
fonction  algébrique  d'ordre  [x  et  de  degré  m  peut  être 
mise  sous  la  forme 


I  2  n— I 


où  n  est  un  nombre  premier,  qo^q^^  etc.,  des  fonctions 
algébriques  d* ordre  fi ,  mais  de  degré  m  —  i^  et  p  une 
fonction  d'ordre  fx  —  i,  dont  la  racine  n'^"""  ne  petit  être 
exprimée  rationnellement  par  les  quantités  qt^^qt,  ctc. 
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Propriétés  des  fonctions  algébriques  qui  satisfont  à  une  équation  donnée . 
—  Démonstration  de  Timpossibilité  de  résoudre  algébriquement  les 
équations  générales  de  degré  supérieur  au  quatrième. 


Propriétés  des  fonctions  algébriques  qui  satisfont  à  une 

équation  donnée. 

Si  Toir  considère  un  polynôme  entier  et  rationnel 

dont  les  coefficients  ai ,  as ,  • . .  soient  des  nombres  com- 
mensurables  donnés ,  tout  diviseur  de  ce  polynôme  dont 
les  coefficients  sont  commensurables  est  dit  un  dii^iseUr 
commensurable. 

Plus  généralement,  si  les  coefficients  a^,  a^, . . .  du  po- 
lynôme sont  des  fonctions  rationnelles  de  quantités  quel- 
conques ,  qu'on  regarde  comme  connues ,  tout  diviseur  de 
ce  polynôme  qui  a  pour  coefficients  des  fonctions  ration- 
nelles des  quantités  connues ,  est  appelé  un  diviseur  corn- 
mensurable. 

On  nomme ,  dans  tous  les  cas ,  équation  irréductible 
toute  équation  dont  le  premier  membre  n'admet  aucun 
diviseur  commensurable. 

Dans  le  cas  de  F  équation  générale  de  degré  quelconque, 
dont  les  coefficients  sont  indéterminés,  les  quantités 
connues  ne  sont  autres  que  -les  coefficientjs  eux-mêmes  ^ 
l'équation  est  nécessairement  irréductible. 

Cela  posé ,  soit  une  équation  de  degré  m 

(i)       .r^'^-fl.j:"— 'H-  «aX^-'-f-..  .-ha;n-ix-h  ^,„  =  o, 
dont  les  coefficients  sont  considérés  comme  des  fonctions 
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rationnelles  de  quantités  connues ,  et  supposons  qu'elle 
soit  résoluble  algébriquement. 

D'après  la  classification  des  fonctions  algébriques  éta- 
blie dans  la  leçon  précédente ,  si  la  racine  x  est  une  fonc- 
tion algébrique  d'ordre  jx  des  quantités  connues,  on  pourra 
poser 

(2)  ^  =  f/oH-/^'4-^a/?"-f-...  +  y„l,. 

n  est  un  nombre  premier;  p  désigne  une  fonction  d'ordre 
li-^i]  qo^  Çi^  etc.,  peuvent  être  de  Tordre  fx,  mais  sont 
d'un  degré  moindre  que  celui  de  x.  Enfin,  on  peut  sup- 

poser  qu'il  soit  impossible  d'exprimer/?'*  eu  fonction  ra- 
tionnelle de  Pj  Ço'i  Çi^  etc. 

En  substituant  cette  expression  (  a  )  de  a:  dans  l'équa- 
tion (i),  on  aura  un  résultat  qui  pourra  évidemment  se 
réduire  à  la  forme 

1  1  '  "^' 

(3)  ro  +  ''i/?''-f-r3/3"-}-.  .  .-f-r„_,/:?  «  =o, 

où  /'o,  /'i,  Tf, . . . ,  r„_i  désignent  des  fonctions  rationnelles 
des  quantités  p,  Ço^Çi^»  •  »^  ^«-i-  Or  je  dis  que  l'équa- 
tion (3)  exige  que  l'on  ait  en  même  temps 

ro=o,      r,  =  0,      rjzrzo,...,      r„-,  =  o. 

En  eflet,  dans  le  cas  contraire,  les  deux  équations 

2" — p  =  o, 

/•«  H-  /•»  «  4-  /"a  s' H- . . .  -f-  A-„_j  a"-'  =  o 

auraient  une  ou  plusieurs  racines  communes.  Soit  h  le 
nombre  de  ces.  racines ,  on  pourrait  former  une  équation 
de  degré  k  ayant  pour  racines  ces  k  racines  communes ,  et 
pour  coefficients  des  fonctions  rationnelles  de  p^  ifo, 
^tj- .  •?  ^/».-i-  Soit 
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cette  équation ,  et  désignons  par 

un  diviseur  irréductible  de  son  premier  membre,  dont  les 
coefBcients  ^o?  ^i  ?  •  *  *  )  ^'  soient  des  fonctions  rationnelles 
Aep^qo^  fji^. .  .j  ^„_i .  L'équation 

(i)  ^4-^,3-h^«'H-,  ..4-^/3*=:  o 

a  toutes  ses  racines  communes  avec 

(5)  .     z«  — p  =  o; 

d^ailleurs  son  degré  î  est  au  moins  égal  à  a, ,  car,  autre- 

inent,  on  pourrait  exprimer  z  ou  p**  en  fonction  ration- 
nelle de  /7,  ^0  )  <7i  9  •  •  •  9  Çn-i*  Si  donc  z  désigne  une  racine 
quelconque  de  Téquation  (4),  cette  équation  aura  au 
moins  une  autre  racine  de  la  forme  oLz^a  étant  une  ra- 
cine de  Féquation 


a"  =  i; 


Téquation  (4)  aura  donc  une  racine  commune  avec 

(6)  U+  tiOLZ-^tiO'z^'h-  .  .-h  fia'8' =  0, 

et,  par  conséquent,  avec  l'équation 

(.j)  (i  _  a')fo  -h  (a  —  a»)  f,  «  4-. .  .-4-  (a'"-'  —  a')f;^,2'-»  =  O, 

que  l'on  obtient  en  retranchant  de  l'équation  (6)  Téqua- 
tion  (4)  multipliée  par  a*.  Mais  l'équation  (4)  est  sup- 
posée irréductible  •,  il  est  donc  impossible  qu'elle  ait  une 
racine  commune  avec  l'équation  (7),  qui  est  d'un  degré 
inférieur  au  sien.  D'où  il  suit  qu'on  a  nécessairement 

Les  équations  précédentes  ayant  lieu,  l'expression  (2) 
(le  .r  satisfera  encore  à  la  proposée  (i),  en  remplaçant  p" 
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par  chacune  des  n  valeurs 

111  I 

/?«,     ap%     6;?»,...,  0)/;% 

OÙ  I,  a,  £,...,  Cl)  désignent  les  racines  /î'*"»**  de  runîlé. 
On  aura  ainsi  n  racines  de  Tëqualion  (i) ,  que  nous  re- 
présenterons par 

et  dont  les  valeurs  seront 

I  2  n— I 

i  a  n— I 

(8)       /  11  - 

1  3  R  —  l 

on  voit  que  ces  racines  sont  différentes,  car,  si  deux 
d'entre  elles  étaient  égales,  on  aurait  une  équation  de 
cette  forme , 

I  3 

(a  —  6)  y,  H-  (a  —  6)  A'«"+  (a'  —  6=»)  73/?" -^  .  .  .  =  o, 
qui  conduirait  aux  équations  contradictoires 

(a  —  6)^0=0,       (a  —  6)=0,.... 

Au  surplus ,  cette  remarque  n'est  pas  indispensable  pour 
ce  qui  va  suivre. 

En  ajoutant  les  équations  (8),  en  les  ajoutant  ensuite 
après  les  avoir  respectivement  multipliées  par 


puis  par 
puis,  etc., 


I  ,      a«-%      ê«-% ...,   w«-% 
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011  obtient  les  suivantes  : 

yo  =  -  (^1  4-  Xî  -h  «3  H- +  ^n), 

t 

;?«  =  -  (j:,  -h  a»-'  Xa  -4- H-  w""'  J:„) , 

2 


n—y 
qa~\P  "   =-{  JTi-l-aXj-l- -{-(ùXn). 

n  ' 


II  résulte  de  la  que  les  quantités 


P    »       ^0  1       7i>  •  •  •  >       f/n—i 

sont  des  fonctions  rationnelles  des  racines  de  Téqua- 
lion(i).  On  a,-  en  effet,  généralement 

^^  ""  '^        (x,-+-  a*»-'  x^-h  5"-'  Xa H-  . .  .  -f-  ««-•  j;„)/' 
Désignons  maintenant  par  y  Tune  quelconque  des  quan- 

tités  p",  Ço  5  7î  j  •  •  •  ?  7"~S  ^'  soit 

(9)  j  ==  Jo  4-  «'''  4-  -^2  «''■  H- . .  .  -h  ^r-»  ï*  **  , 

5o,  Jj,  etc.,  étant  des  fonctions  qui  peuvent  être  du  même 
ordre  que  j^,  mais  qui  sont  de  degré  in£érieur.  On  a,  par 
ce  qui  précède , 

jr  =  ç  (  .r, ,  a?j ,  .  .  . ,  ^m  ) , 

ff  désignant  une  fonction  rationnelle ,  et  0:1 ,  0:^  ^ . . . ,  j:,» 
les  m  racines  de  Téquation  (i),  lesquelles  peuvent  ne  pas 
entrer  toutes  dans  la  fonction  ç.  Soit  m'  le  nombre  de  va- 
leurs que  prend  la  fonction  (f  quand  on  y  permute  les 
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racines*  j:,,  jTj,  etc.-,  on  pourra  former  une  équation  du 
degré  m' dont  les  coefficients  seront  exprimés  rationnelle- 
ment par  ceux  de  l'équation  (i) ,  et  dont  les  racines 


rt>    r-i 


•  > 


seront  les  m'  valeurs  de  la  fonction  (p.  Et  comme  la  va- 
leur (9)  de  y  doit  satisfaire  à  cette  équation,  on  en  con- 
clura, comme  précédemment,  que  les  quantités 

Sont  des  fonctions  rationnelles  de  }'"i,  ^j , . . . ,  y^f ,  et,  par 
conséquent,  aussi  de  Xi,  ar* , . . . ,  x,„. 

Comme  on  peut  continuer  indéfiniment  ce  raisonne- 
ment, on  conclut  de  ce  qui  précède,  que 

Si  une  équation  est  résoluble  algébriquement,  on  peut 
donnera  la  racine  une  forme  telle,  que  toutes  lesfonc- 
tions  algébriques  dont  elle  est  composée  soient  des  fonc- 
tions rationnelles  des  racines  de  l'équation  proposée. 

Démonstration  de  V impossibilité  de  résoudre  algébri- 
quement les  équations  générales  de  degré  supérieur  au 
quatrième* 


Les  propriétés  des  racines  d'une  équation  résoluble 
algébriquement,  que  nous  venons  de  démontrer,  ont  lieu 
dans  tous  les  cas,  soit  qu'il  s'agisse  d'une  équation  dont 
les  coefficients  ont  des  valeurs  déterminées ,  soit  que  l'on 
considère  ces  coefficients  comme  indéterminés,  et,  par 
suite  ,-les  racines  de  l'équation  comme  étant  des  quantités 
quelconques,  n'ayant  entre  elles  aucune  dépendance. 

Nous  plaçant  maintenant  a  ce  dernier  point  de  vue, 
nous  allons  démontrer  qu'il  est  impossible  de  résoudre 
algébriquement  les  équations  générales  de  degré  supérieur 
au  quatrième. 
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Ce  tkëorèine  a  été  démoiUré,  pour  la  première  fois, 
par  Abel  ^  mais  je  présenterai  ici  la  démonstration  très'- 
remarquablede  Wantzel.  On  verra,  dans  cette  reproduc- 
tioif  exacte ,  un  hommage  mérité  à  la  mémoire  d*un  géo<- 
mètre  que  la  mort  a  frappé  dans  toute  la  force  de  son 
talent.  Je  supprimerai  pourtant  quelques  détails^  inutiles 
ici,  après  les  développements  qiie  j'ai  donnés. sur  le  nom- 
bre de  valeurs  qu'une  fonction  peut  acquérir  (*). 

Soit 

tine  équation  de  degré  m  dont  les  coefScients  sont  indé- 
terminés ,  et  désignons  par 

^1  y  •''2  j  •  •  •  >  ■*j« 

-ses  m  racines^  que  nous  supposons  exprimables  algébri- 
quement en  fonction  des  coefficients. 

«  Si  l'équation y*(jtr)  =  o  est  satisfaite  par  la  valeur  j?, 
))  de  j:,  quels  que  soient  ses  coefficients,  on  doit  repro- 
»  duire  identiquement  Xi^  en  subsituaht  dans  son  ex- 
»  pression  la  fonction  rationnelle  correspondante  à  cha- 
»  que  radical ,  puisque  les  racines  de  Téqtiation  sont  alors 
»  entièrement  arbitraires.  De  même,  toute  relation  entre 
»  les  racines  devra  être  identique ,  et  ne  cessera  pas 
»  d'exister,  si  l'on  y  remplace  ces  racines  les  Unes  parles 
»  autres,  d'une  manière  quelconque. 

»  Désignons  par  y  le  premier  radical  qui  entre  dans  la 
»  valeur  de  Xi,  en  suivant  l'ordre  du  calcul,  et  soit 

r"  =  A^; 

i)  p  dépendra  immédiatement  des  coefficients  déy(x)=o, 
»  et  s'exprimera  par  ulic  fonction  sj^métrique  des  racines 


(*)  Les  guillemets  indiquent  tout  ce  qui  est  emprunté  littéralement  au 
Mémoire  de  Wantxcl. 

ao 


I 


r 
I 
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*  F  (jCi ,  jr, ,  Xj ,  .  .  ')]  y  sera  une  fouction  ratiounelïe 
»  (f  (xi  yXfjXi^...)  des  mêmes  racines. 

)>  Comme  la  fonction  (f  n^est  pas  symétrique^  sans  quoi 
Ttk  la  racine  n'^"^*  de  p  s'extrairait  exactement,  elle  'doit 
»  changer  lorsqu'on  permute  deux  racines,  x^^  jt^^  par 
»  exemple  ;  mais  la  relation 

)>  sera  toujours  satisfaite.  D'ailleurs,  la  fonction  F  éiant 
»  invariable  par  cette  permutation,  les  valeurs  de  (f  sont 
»  des  racines  de  l'équation  j^"  =  F,  et  l'on  a 

»  a  étant  une  racine  w*''"'  de  l'unité. 

»  Si  Ton  remplace  de  part  et  d'autre  Xi  par  Xff  et  réci- 
»  proquement,  il  vient 

»  d'où,  en  multipliant  par  ordre, 

»  Ce  résultat  prouve  que  le  nombre  //,  supposé  pre- 
))  mier,est  nécessairement  égal  à  a-,  donc  le  premier 
»  radical  qui  se  présente  dans  la  valeur  de  V inconnue 
»  doit  être  du  second  degré.  C'est  ce  qui  arrive,  en  effets 
»  pour  les  équations  qu'on  sait  résoudre.  » 

La  fonction  (p  n'ayant  que  deux  valeurs ,  change  par  une 
transposition  quelconque,  et  ne  sera  pas  changée  [voir 
dix-neuvième  leçon)  par  une  permutation  circulaire  de 
trois  ou  de  cniq  lettres ,  car  ces  permutations  équivalent 
à  un  nombre  pair  de  transpositions. 

Continuons  la  série  des  opérations  indiquées  pour  for- 
mer la  valeur  x\  de  x. 

<(  On  combinera  le  premier  radical  avec  les  coeflScienU 
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»  de  y*  (x)=:  ov  OU  la  fonction  f  avec  des  fonctions  syiné- 
»  triques  des  racines,  à  l'aide  des  premières  opérations 
m  de  l'algèbre,  et  Ton  obtiendra  ainsi  une  fonction  des 
9  racines  susceptible  de  deux  valeurs,  et,  par  cbnsiéquent^ 
»  invariable  par  les  permutations  circulaires  de  tlrois 
»  lettres.  Leis  radicaux  subséquents  pourront  donner  en- 
»  core  des  fonctions  du  même  genre ,  s'ils  sont  du  second 
»  degré-  Supposons  qu'on  soit  arrivé  à  un  radical  pour 
»  lequel  la  fonction  rationnelle  équivalente  ne  soit  pas 
»  invariable  par  ces  permutations.  Désignons-le  toujours 
»  par 

»  dans  Féqùation 
»  nous  ferons  encore 

»  cette  fonction  ne  sera  plus  symétrique,  mais  seulement 
»  invariable  par  les  permutations  circulaires  de  trois 
)»  lettres.  Si  l'on  remplace 

»  par 

))  dans  f ,  la  relation 

»  subsistera  toujours^  et,  puisque  F  ne  change  pas  par 
»  celte  substitution ,  il  viendra 

»  a  désignant  une  racine  n**""  de  l'unité.  »   • 
Eh  faisant  dans  cette  équation  la  substitution  circulaire 


( 


ao. 
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et  répétant  une  seconde  fois  cette  substitution ,  un  attra 

Ç  (  J?l  f   *1  >    ^»  I   *4  >  •  •  •  j  ^^^^  *y  \^»  f    *l  >  *J  >  ^4  J  •  •  •  j  ? 

et,  en  multipliant  les  trois  équations  précédentes,  «on 
»  conclura 

a'  =  I. 

»  Ainsi,  n  sera  égal  à  3. 

))  Si  le  nombre  des  quantités  Xiy  Xfy  Xiy  x^^  etc.,  est 
»  supérieur  à  quatre,  ou  si  l'équation  f(x)  =  o  est  d'un 
»  degré  plus  élevé  que  le  quatrième ,  on  pourra  effectuer 
»  dans  f  une  substitution  circulaire  de  cinq  lettres ,  en 
)i  remplaçant 

Vf  par 

y>  la  fonction  F  ne  changera  pas,  et  Ton  aura 

»  puis,  en  répétant  de  part  et  d'autre  la  même  siibsti^ 
»  tution. 


»  Par  la  multiplication ,  on  obtiejdt 

a*  =  I  , 
»  ce  qui  entraîne 

a  =  I,    , 

»  puisque  a  est  une  racine  cubiqtie  de  Tunité.  Ainsi  la 
»  fonction  f  est  invariable  par  les  permutations  circu" 
»  laires  de  cinq  lettres.  »  Donc,  d'après  un  théorème 


r 
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démontré  dans  la  dix-neuvième  leçon ,  la  fonction  f  est 
aussi  invariable  par  les  permutations  circulaires  de  trois 
lettres. 

«  Ainsi ,  tous  les  radicaux  renfermés  dans  la  racine 
»  (Vune  équation  générale  de  degré  supérieur  au  qua-^ 
»  trième  dei^raient  être  égaux  à  des  fonctions  ration'^ 
»  nelles  des  racines  im^ariables  par  les  permutations 
»  circulaires  de  trois  racines.  En  substituant  ces  fonctions 
))  dans  l'expression  de  a^i,  on  arrive  à  une  égalité  de  la 
»  forme 

»  qui  doit  être  identitjue  ^  ce  qui  est  impossible,  puisque 
»  le  second  membre  reste  invariable  quand  on  remplace 
»  Xs,  a*s,  Xi  par  a?t,  Xs,  Xi,  tandis  que  le  premier  cbange 
»  évidemment. 

»  Donc,  il  est  impossible  de  résoudre  par  radicaui^ 
»  UQe  équation  géaérale  du  cinquième  degré  ou  de  degré 
»  supérieur. 

»  La  démonstration  précédente  fi^it  voir  en  même  temps , 
»  que,  pour  les  équations  du  troisième  et  du  quatrième 
»  degré ,  le  premier  radical ,  dans  Tordre  des  opérations , 
»  doit  ^tre  un  radical  carré,  et  le  second  un  radical^ 
»  cubique.  Ces  circonstances  se  présentent,  en  effet,  dans 
»  les  formules  données  par  Lagrange  et  les  autres  géo- 
Mi  mètres.  » 
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VINGT-TROISIÈME  LEÇON. 

Pes  nombres  congrus  ou  équivalents. — Théorème  de  Fermât. — Théorème 
de  Wilson.  —  Des  congruences  en  général.  —  Limite  du  nombre  des 
racines  d'une  congruence  suivaat  un  module  premier.  —  Déterminalion 
du  nombre  de  racines  d'une  congruençe.  — :  Nouvelle  démonstration  du 
théorème  de  Wilson. 


Des  nombres  congrus  ou  équwalents. 

Si  la  dilfêrence  de  deux  nombres  entiers  a  et  & ,  posi-^ 
tifs  ou  négatifs,  est  divisilitle  par  un  troisième  nombre 
positif  Pj  a  et  b  sont  dits  congrus  ou  éçuii^alents  par 
rapport  à  ^^  le  divisetir  p^  est  appelé  le  module;  a  et  6 
sont  résidus  Vun  de  Vautre  suivant  le  module^. 

Pour  exprimer  que  aeib  sont  congrus  suivant  le  mo- 
dule p>  il  sofllit  d'écrire 

a  =  ^  +  un  multiple  de  p  ; 

mais   nous   adopterons   la  notation    plus    commode   de 
M.  Gauss,  et  nous  écrirons 

a^b     (mod. /?). 

Si  r  désigne  le  reste  de  la  division  de  a  par  p^  Qn  a 

a^r     (mod.  /?), 

et  le  reste  r  est,  si  Ton  veut,  compris  entre  o  et/^,  ou 

entre et  H —  \  d'où  il  suit  que  tout  nombre  a  un  ré- 

sîdu  inférieur  en  valeur  absolue  à  la  moitié  du  module. 
On  le  nomme  résidu  minimum;  mais ,  si  Ton  ne  veut  con- 


VIMaT^T&OiSIEKE    LEÇOSf.  3l< 

sidérer  que  les  résidus  positifs ,  les  limites  seront  o  et  p^ 
et  le  résidu  ininimum  pourra  surpasser  -• 

Le  principal  avantage  de  la  notation  de  M.  Gauss,  pour 
représenter  les  congruences,  consiste  en  ce  qu'elle  rappelle 
la  grande  analogie  qui  existe  entre  les  congruences  et  les 
égalités ,  sans  quHl  y  ait  pourtant  de  confusion  à  craindre. 
Nous  allons  faire  voir  que  la  plupart  des  transformations 
que  Fon  peut  faire  subir  aux  égalités  peuvent  être  appli- 
quées  aux  congruences. 

Addition  et  soustraction,  —  Si  Toiji  a 

a  ^  b     (mod.  p)y       . 

a'  ^  b'    (mod.  /?), 
ou  aura  aussi 

a±a'^b±b'     [xxïOtLp). 

Les  congruences  proposées  expriment,  en  effet,  c|ue 

a  =  6  -h  un  multiple  de/?, 

/i'  =  6'  -+-  un  multiple  de  p\ 
donc 

rt  ±  «'  =  ^  rb  ^'  -h  un  multiple  de  /;, 
ou 

a±:a'^^b±b'     (mod./?). 

Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Multiplication.  —  On  peut  midtiplier  une  congruence 
par  un  nombre  quelconque.  Car  soit 

a^sb     (mod./?), 
c'est-à-dire 

â  =  6  +  un  multiple  de/?, 

on  aura  aussi ,  quel  que  soit  l'entier  m , 

ma  =  mb  -f-  un  multiple  de  /?, 

ou 

mas&mb     (mod./?).  ; 

On  peut  aussi  multiplier  entre  elles  plusieurs  con- 
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gruences  de  même  module.  Soient,  en  effet,  deux  con-* 

gruences 

a  ^b       (mod.  p)^ 

a'  ^  b'      (mod.  /?), 
ou 

a  :=:  b  +  un  multiple  de  p^ 

a'  =  b'  -{'  un  multiple  de/?. 

On  aura,  en  multipliant, 

aa'  =  bb'  -h  un  multiple  de  /?, 
ou 

aa'  ^  bb'     (mod.  p).. 

Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

On  voiit  généralement  que,  si  ]'on  a 

a  ^  b  y 

a'  s  b\ 

(mod,/?), 

on  aura  aussi 

aa' ,..  ai'^)^bb' .. .  bC'K 

Éléi^ation  aux  puissances.  —  On  peut  élever  à  une 
même  puissance  les  deux  membnes  d'une  congruence. 
Cela  résulte  immédiatement  de  cç  que  nous  venons  de 
dire  au  sujet  de  la  multiplication.  Si  donc  on  a 

a^b     (mod.  p)y 
on  aura  aussi 

ffi^yn     (mod./?). 

Corollaire.  —  SQÎt 

f\x)  =  A.r«-+-.  Bj:«  +  ..  . 

une  fonction  entière  et  rationnelle  de  x ,  dont  les  coeffi- 
cients A,  B,  etc.,  soient  des  nombres  entiers:  si  l'on  a 

a^b.     (mod.  /?^), 


r 
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on  aura  aussi 

f[a)^f[b)     {mod.p). 

Dmsion.  —  On  peut  diviser  une  congruence  par  un 
nombre  quelconque  premier  avec  le  module. 
Soient ,  en  effet ,  la  congruence 

ma  ^  mb     (mod.  p)  y 
ou 

ma  =  mb  +  /?  X  y> 

on  aura,  en  divisant  par  m , 

m 

et,  si  Ton  suppose  m  premier  avec  p^  q  devra  être  divi- 
sible par  m,  et  Ton  aura 

.     n  =  6  +  un  multiple  de  p^ 
ou 

a^b     (mod.  p)\ 

Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

On  peut  aussi  diviser  une  congruence  par  une  autre, 
pourvu  que  les  membres  de  la  seconde  soient  premiers 
avec  le  module.  Soient,  en  effet ,  les  deux  congruences 

(i)  aa'esbb'     (mod./?), 

(3)  a  ^b      (mod./?). 

Désignons  par  7'  le  résidu  minimimi  de  la  différence  a' — A', 
on  aura 

(3)  a'^b'±r     (mod./?), 
et,  en  multipliant  (2)  et  (3), 

(4)  aa'  =  bb'±br     {mod.p). 
Dçs  congruences  (i)  et  (4)  on  déduit 

br^  o     (mod,  p); 
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or  p  est  premier  avec  b  par  hypothèse ,  on  aura  donc 

r^o     (  mod .  y?  ) , 
ou 

r  =  o, 

puisque  r  <^p.  On  a  donc 

a' ^  b'     (mod.  p). 

Ce  qu  il  fallait  démontrer. 

Théorème  de  Fermât, 

Sip  est  un  nombre  premier  qui  ne  dit^ise  pas  a,  la  diffé^ 
rence  a'*""* — i  est  dwisible  parp^  en  d'autres  termes,  on  a 

aP~^  ^  I     (mod.  p). 

Soient  a  et  p  deux  nombres  premiers  entre  eux,  et 
considérons  les  p  —  i  multiples  de  a 

(i)  rt,  2«,  3^l,...,  (p — i)  «; 

l'un  de  ces  nombres  ma,  par  exemple,  ne  saurait  être 
divisible  par  p,  puisque  p  est  premier  avec  rt,  et  qu'il 
surpasse  m.  Il  en  est  de  même  de  la  différence  ma  —  m^  a 
de  deux  termes  de  la  suite  précédente  ;  car  cette  différence 
est  elle-même  un  terme  de  la  suite.  Si  donc  on  prend  les 
résidus  minima  positifs  des  nombres  (i)  par  rapport  à  p^ 
ces  résidus  seront  tous  différents,  et  aucun  d'eux  ne  sera 
nul  :  ce  seront  donc ,  dans  un  certain  ordre ,  les  nombres 

(2)  1,  2,   3j...,  (p  —  i). 

Les  nombres  (  1  )  étant  respectivement  congrus  aux 
nombres  (2),  on  aura,  en  multipliant  toutes  ces  con-c 
gruences , 

1.2.3   .    (p — 1)  rt/'-' ^  i  .2.3. . ,  (/^  —  i)     (mod./;). 
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Supposons  maintenant  que  p  soit  un  nombre  pre- 
mier, on  pourra  diviser  la  dernière  corigruence  par 
1.2.3...^  —  I,  car  ce  nombre  est  premier  avec  le  mo-^ 
dule,  et  Ton  aura 

«/'"'  55  I     (mod.  p). 
Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Théorème  de  Wilson. 

Sip  est  un  nombre  premier,  la  somme  i.  2 . 3 . . .  (  p — i)  -l-i 
est  divisible  par  p  ;  en  d'autres  termes,  on  a 

1.2  3   .     [p  —  1)^  —  '     (mod./?). 
Soit  a  Tun  quelconque  des  nombres 
(i)  I,  2,   3,.. .,  (/>  — 0, 

et  formons  \^%  multiples  de  a 

(2)  a,   2ûr,   3«,...,   [p  —  \)a. 

Dans  la  suite  (2) ,  il  y  a  un  terme  congru  à  i,  et  il  n'y  en 
çt  qu'un  seul;  supposons  que  ce  soit  a  a,  on  aura 

cia^i     (mod. /?). 

Les  nombres  a  et  a  sont  inégaux,  à  moins  que  a  ne  soit  égal 
â  I  ou  à  ^ — I.  Si,  en  effet,  on  a  a  =  a,  a* — 1=  (û-^i)  (a  -l-i) 
est  divisible  par  p  ;  or  p  est  premier,  il  divise  donc  a  —  i 
ou  a-l-i,  et,  comme  a  est  <^p,  on  a  nécessairement 
a  =  iourt  =  p  —  I. 
n  résulte  de  là  que  les  nombres 

2,  3,  4,. ..,  (p  —2) 

peuvent  être  associés  deux  à  deux,  de  manière  que  le  pro- 
duit de  deux  associés  soit  congru  à  Tunité,  et,  en  multi-» 
pliant  entre  elles  les  congruences  ainsi  obtenues,  on  aura 

2.3.4--     (p  —  2)^1     ( raod.  p) ; 
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multipliant  enfin  par  p  —  i ,  on  a 

1 .2.3.4*  •  •(/'  —  ^)'^P  —  ï    (mod./?), 
ou 

1 .2.3.4*  • .(/'  —  i)-hi^o    (mod./'). 

Ce  qu'il  fallait  démontrer  (*). 

Remarque.  —  Ce  théorème  est  surtout  remarquable  en 
ce  qu'il  exprime  une  propriété  qui  appartient  exclusive- 
ment aux  nombres  premiers  \  car,  si  p  est  un  nombre 
composé,  et  que  Q  soit  un  de  ses  diviseurs,  6  divisera  le 
produit  1 .2.3. . .  [p  —  i) ,  et ,  par  conséquent ,  ne  pourra 
diviser  ce  même  produit  augmenté  de  l'unité.  Il  en  sera 
donc  de  même  du  nombre  p . 

Des  congruences  en  général, 

La  théorie  des  nombres  résout  sur  les  congruences  le 
même  problème  que  l'algèbre  ordinaire  sur  les  équations  ; 
elle  se  propose,  en  particulier,  de  trouver  les  valeurs  de  x^ 
qui  satisfont  à  une  congruence  telle  que 

/(jp)^o    (mod./?), 

OVL  f(x)  désigne  un  polynôme  entier  et  rationnel  dont  les 
coeflBicients  sont  des  nombres  entiers.  Si  Ton  satisfait  à 
cette  congruence,  en  faisant  a?  =  a,  on  y  satisfera  aussi, 
d'après  une  remarque  précédente,  en  faisant,  quel  que  soit 
l'entier  m ,  x = a  -H  mp  ^  d'où  il  suit  que  chaque  solution 
en  donne  une  infinité  d'autres ,  mais  qui  sont  toutes  équi^ 
valentes  suivant  le  module  p.  Les  diverses  solutions  ren- 
fermées dans  une  même   formule  a  +  mp  peuvent  se 

{*)  Le  théorème  de  Wilson,  ainsi  que  celui  de  Fermât,  est  susceptible 
d^étre  généralisé  ;  mais  comme  cette  extension  ne  nous  est  d'aucune  utilité 
pour  l'objet  auquel  se  rapportent  les  développements  que  nous  présentons 
ici  f  nous  nous  bornerons  à  renvoyer  le  lecteur  à  l'excellent  Mémoire  que 
M.  Poinsota  publié  dans  le  tome  X  du  Journal  de  Mathématiques  pures  ei 
appliquées. 
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déduire  de  Tune  quelconque  d'entre  elles  ;  d'ailleurs ,  on 
peut  disposer  de  l'entier  ni  de  manière  que  a  -H  mp  soit 

compris  entre  —  -  et  H —  ?  ou  entre  o  et  ^  5  il  n'y  a  donc 

lieu  de  s'occuper  que  des  solutions  comprises  entre  ces 
limites; 
Cela  posé ,  nous  appellerons  racines  de  la  congruence 

f[x)^a   (mod./?), 

Jes  diverses  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  p.  qui  ren- 
dent y  (a:)  divisible  par  p. 

Une  congruence  est  identique  si  tous  ses  coefficients 
sont  divisibles  par  le  module,  et  elle  est  évideînment 
impossible  si  ses  coefficients  sont  divisibles  par  le  module, 
à  Texception  du  terme  indépendant  de  x. 

Si  F  (x)  désigne  un  polynôme  entier  et  rationnel,  ayant 
pour  coefficients  des  nombres  entiers ,  on  peut  substituer 
à  la  congruence 

f[x)^o     (mod./>) 

la  congruence  équivalente 

f[x)-^ pY{x)^o    (mod./?), 

et  disposer  ensuite  des  coefficients  indéterminés  de  F  (.r), 
pour  rabaisser  au-dessous  àep^el  même  de  ~  si  l'on  veut, 

tous  les  coefficients  de  la  congruence. 

Nous  nous  bornerons,  dans  ce  qui  va  suivre,  aux  con- 
gruences  dont  le  module  est  premier.  On  peut  alors  faire 
en  sorte  que  le  coefficient  du  premier  terme  soit  égal  à 
l'unité. 

Considérons ,  en  effet ,  la  congruence 

Ao^r^  +  AiX'»-'-»-  AaOî'^-'-h. .  .  ^o     (mod./?), 
dont  le  module  p  est  supposé  premier,  et  les  coefficients 
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Ao,  Al,  Al,  etc.,  compris  entre  o  et  p,  ou  entré  —  -  él 
+  -•  En  ajoutant  à  son  premier  membre  le  polynôme 

on  peut  récrire  ainsi  : 
ou . 

\  A©  A«  / 

Cela  posé,  Ao  étant  inférieur  à  p  sera  premier  avec  lui, 
et  Ton  pourra  disposer  des  indéterminées  y\^y% ,  etc.,  de 
manière  que 

A,  4-/?r,        Aa-h/^Tî 

■  ,  ■  9    •    •    * 

soient  des  nombres  entiers  Bj,  Bj,  etc.,  compris  entre  o 
et  •/?  ou  entre  — -et  4-  -  ;  notre  congruence  sera  donc 

Ao(j:'"4-B,ar'»-'  -h  BjO?'""^  +. .  .)^o    (mod.  /?), 
ou,  comme  Aq  est  premier  avec  le  module^ 

j;»»  +  B,  j:*"-'  -f-  B,  jr""'  H- . . .  ^  O    (mod .  p) 

lÂmiiedu  nombre  des  racines  d'une  congruence  ^uimnt 

un  module  pî'emier. 

Théorème.  —  Une  congruence  non  identitfuey  suivant 
un  module  premier,  a  au  plus  autant  de  racines  quil  y 
a  d'unités  dans  son  degré. 

Soit  la  congruence  de  degré  m 

(i)  /(jr)so   (mod.yj), 
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où  le  coefficient  du  premier  terme  est  l'unîlé.  Supposons 
que  a  soit  une  racine ^  divisons  f  [x)  par  x — a,  et  dési- 
gnons par  y,  [x)  le  quotient  qui  est  du  degro  m  — i ,  on 

» 

aura 

f(x)^{x^a)Mx)^f{ay,       ' 

et  comme  f(a)  est,  par  hypothèse,  divisible  par  f}^  là 
congruence  (i)  peut  s'écrire  ainsi  : 

(x  —  a)  /^{x)  =  o     (mod.p). 

Soit  maintenant  b  une  seconde  racine,  on  aura 

[b  —  a)/i{b)^o    {mod.p), 

0(1 

fi{b)^o     (mod./>); 

car  i  —  a  est  inférieur  kp^  et,  par  conséquent,  premier 
avec  lui  5  h  est  donc  racine  de 

(2)  /,(x)^o     (moi\.p)y 

dont  le  premier  terme  a ,  comme  celui  de  (i),  pour  coefB- 
eient  l'unité. 

Il  résulte  de  là  que  la  congruence  (i)  de  degré  m  ne 
peut  avoir  qu'une  racine  de  plus  que  la  congruence  (â)  du 
degré  m — i.  A  son  tour,  cette  dernière  ne  pourra  avoir 
qu'une  racine  de  plus  qu'une  congruence 

(3)  ^  ^(07)^0    [mod,  p) 

de  degré  m  —  2  ,  et  dont  le  premier  terme  a  pour  coeffi-* 
cient  Tunité.  Par  suite,  la  proposée;  (i)  ne  peut  avoir  que 
deux  racines  de  plus  que  (3) ,  et  en  continifant  ce  raison- 
nement, on  fera  voir  que  la  congruence  (1)  ne  peut  avoir 
que  m  —  1  racines  de  plus  qu'une  congruence  du  premier 
degré ,  telle  que 

X  —  1^0    (mod. /^), 

laquelle  n'admet  que  la  seule  racine  /.  D'où  il  suit,  enfin, 
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qu'une  congrugence  de  degré  m  ne  peut  avoir  plus  de  m 
racines^  mais  elle  peut  en  avoir  moins  de  m,  et  même 
n'en  avoir  aucune.  i 

CoKOLLAiRE  I.  —  Supposous  que  la  congriience  de  de-         I 
gré  m 

/{x)^o     (mod.  ^), 

* 

dont  le  premier  terme  a  pour  coefficient  l'unité ,  ait  ellec* 
tivement  m  racines 

il  y      0    f     Çy   •     •     •     y      A*  I      IX 

ces  m  racines  appartiendront  aussi  à  la  cougruence 

f{x)  —  [x — fl)(x-^  b),.,[x  —  /)^o.     (moà, p)\ 

mais  cette  dernière  n*est  que  du  degré  m  —  i ,  elle  est  donc 
identique ,  et ,  par  conséquent ,  on  a 

/(i)  =  (x  —  ^)  (•»?  —  b). . .(«  —  /)h-/?F(j?), 

F  [x)  désignant  une  fonction  entière  et  rationnelle  de  X 
dont  les  coefficients  sont  des  nombres  entiers. 

Corollaire  H. — D'après  le  théorème  de  .Fermât,  la 
congruence 

xP-^  —  I  ^  o      (  mod./^  ) 

admet  les  ^  —  i  racines 

I  ,  2,  3,. . .,  (/?  —  i). 

Il  suit  de  là  que  si  J[x)  désigne  un  diviseur  du  binôme 
x^^^ — I,  ou,  plus  généralement,  un  diviseur, de  ce  même 
binôme  augmenté  d'un  polynôme  de  degré  p  —  i  tel  que 
pF  (x),  la  congruence 

y(a?)^o      {moà.  p) 

aura  autant  de  racines  qu'il  y  a  d'unités  dans  son  degré* 
Soit,  eneifet, 

xP-^  —  i-\-pV{x)^f{jc)f,{xy, 
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la  congruence  de  degré  p  —  i 

admet  les  racines 

I,  2,  3,. . .,  (p  —  i). 

D'ailleurs  ces  racines  sont  celles  des  deux  suivantes  : 

f[x)^o    (mod./?),    /,  (a?)^o     (mod./?), 

et  si  Tune  d'elles  avait  moins  de  racines  qu'il  n'y  a  d'u- 
nités dans  son  degré,  il  faudrait  que  l'autre  en  eût  plus 
quHl  n'y  a  d'unités  dans  le  sieti,  ce  qui  est  impossible. 

Détermination  du  nombre  des  racines  d'une 

congruence. 

On  peut  déduire  de  ce  qui  précède  un  procédé  très- 
simple  pour  détertniner  le  nombre  des  racines  d'une  con- 
gruence de  module  premier.  Démontrons  d'abord  le 
lemme  suivant  : 

Lëmmê.  —  Siji  (x)  désigne  le  reste  de  la  dii^ision  des 
deux  polynômes  f  [x)  etf^  [x)  dont  les  premiers  termes 
ont  pour  coefficients  V unité  y  les  racines  communes  aux 
deux  congruences 

f[x)^o     (mod./?),     /,  (a:)^o     (mod./?) 
sont  les  mêmes  que  les  raciiies  communes  à 

f^[x)^o     (mod./?),     /2(j?)8so     (mod./?). 

Soit  Q  le  quotient  de  la  division  àGf[x)  par/i  (a:),  on 

aura 

/(^)=/.(x).Q+/,(^), 

et  cette  égalité  fait  voir  que  si/i  [x)  est  divisible  par  p  en 
même  temps  que  l'un  des  deux  polynômes  y  (a:)  et/,  (x), 
l'autre  le  sera  nécessairement  aussi  *,  d'où  résulte  la  pro-^ 
position  énoncée. 

ai 
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Corollaire.  —  Les  racines  communes  à  deux  con- 
gruences 

/(xjso     (mod.p)y    /,  (a:)so     {mod.  p)     . 

appartiennent  à  la  congruence    - 

f(r)^o     (mod. p)  y 

(f  (x)  désignant  le  plus  grand  commun  diviseur  aux  deux 
polynômes  y  (x)  et/i  (x). 

Remarque.  —  Pour  trouver  ce  plus  grand  commun  di- 
viseur ^(x)j  on  suivra  la  marche  ordinaire;  seulement 
on  n^ligera  tous  les  termes  qui  sont  multipliés  par  /?.  Il 
faut,  en  outre,  que  toutes  les  divisions  puissent  se  faire 
sans  écrire  de  coefficients  fractionnaires.  Pour  cela,  on 
peut  faire  en  sorte ,  comme  il  a  été  indiqué  plus  haut ,  que 
les  premiers  termes  des  restes  aient  tous  pour  coefficient 
Tunité.  On  arrive  aussi  au  même  but  en  multipliant 
chaque  dividende  par  un  facteur  convenable,  ou  même 
simplement  en  ajoutant  au  coefficient  du  premier  terme 
de  chaque  dividende  un  multiple  de  p  tel,  qu'après  cette 
addition  le  premier  terme  du  dividende  en  question  soit 
divisible  par  le  premier  terme  du  diviseur  correspondant. 

Problème. — Trouv^er  le  nombre  des  racines  d'une  con- 
gruence 

(i)  f{x)^o     [mod.p). 

Les  racines  de  cette  congruence  appartiennent  toutes  à 
la  congruence 

(2)  xP~^ — 1^0     [mod.p). 

Il  suffit  donc  de  chercher  les  racines  communes  aux  con- 
gruences  (i)  et  (2).  Pour  cela,  on  prendra,  comme  il  vient 
d'être  dit,  le  plus  grand  commun  diviseur  ^  f{x)  et  à 
x^~^  —  I.  S'il  n'existe  pas  de  diviseur  commun,  la  pro- 
posée n'aura  aucune  racine;  si,  au  contraire,  on  trouve 
un  plus  grand  commun  diviseur  (}?  [x)  de  degré  jtx/la  con- 


j 
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gruence  proposée  aura  fx  racines,  qui  seront  celles  de 

y(a;)^o     {tnod.p). 

Cette  dernière  a  effectivement  fx  racines,  puisque  (p  [x)  est 
un  diviseur  de  degré  [x  du  binôme  xP"^  —  i . 

Exemple.  —  Supposons  qu'on  demande  le  nombre  des 
racines  de  la  congruence 

j:*— 3j?* — .2x^  —  2jr'-f-x  —  2^0     (mod.  •;/). 

En  divisant  x^  —  1  par  le  premier  membre  de  la  con- 
gruence proposée  et  négligeant  lés  multiples  de  7,  on 
trouve  pour  reste 

—  3x*  +  a^ — 2x*  —  X  —  2; 

en  divisant  ensuite  le  premier  membre  de  la  congruence 
proposée  par  ce  premier  reste,  on  trouve  le  deuxième 
resté 

2a^  —  x'  —  ix-f-  i. 

Dans  cette  seconde  opération ,  -on  a  ajouté  successivement 
au  dividende  les  termes  —  yx^  et  —  yx*,  afin  d'éviter  les 
coefficients  f r ac ti  onnaires . 

Enfin ,  en  divisant  le  premier  reste  par  le  deuxième  et 
négligeant  toujours  les  multiples  de  7,  on  trouve  zéro 
pour  troisième  reste.  Ici  il  a  suffi  d'ajouter  le  terme 
—  70:*  au  dividende  avant  de  faire  la  division. 

n  résulte  de  là  que  la  congruence  proposée  a  trois  ra- 
cines qui  appartiennent  aussi  à  la  congruence  du  troi* 
sième  degré 

2x3  —  jpï — 2x-i-i^o     (mod.  7). 

En  ajoutant  yx^ —  7  au  premier  membre  et  divisant 
par  2,  il  vient 

x^-h3x* — .r — 3^0     (mod.  7), 


21. 
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OU 

(jF  —  i)  (a?  —  4)  (^  ~  6)  ^o     (mod.  7), 
La  proposée  admet  donc  les  trois  racines  i,  4  y  6- 

Nowelle  démonstration  du  théorème  de  Wilson . 

Si  p  est  premier,  la  congruence 

(jc— i)(a?— 2)(x-3)...(x-/?-f i)— {^''-^'— i)so    (mod./?) 

admet  les  p  —  i  racines 

I,  2,  3,..  ,  (/?  — i); 

et  comme  elle  n'est  que  du  degré  p  —  2 ,  en  ordonnant 
son  premier  membre  par  rapport  à  .r ,  les  coefficients  de- 
vront ètrp  tous  divisibles  par  p.  Si  donc  on  désigne  par  St 
la  somme  des  nombres  i,  2,...,  (p — 1),  par  S«  la  somme 
de  leurs  produits  deux  à  deux,  etc.,  par  S^.i  le  produit 
de  tous  ces  nombres ,  on  aura 

suivant  le  niodule  p.  La  dernière  de  ces  congruences  con- 
stitue le  théorème  de  Wilson. 

Remabqije.  —  Les  coefficients  de  l'équation 

[x  —  i)[x  —  2)(a: —  3)...(j:  — />-|-i)==:o, 

ordonnée  par  rapport  à  x ,  étant  des  multiples  de  p^  à 
l'exception  du  dernier  terme ,  si  p  est  premier,  la  somme 
des  puissances  m'^"""  des  p  —  1  racines 

I,  2,  3,  4ï'  •>     [p-^^)y 

sera  divisible  par  p^  à  moins  que  m  ne  soit  un  multiple 
de  p  —  I .  Gela  résulte  immédiatement  des  formules  de 
Newton. 
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Propriétés  des-  racines  des  conçruences  binômes  de  module  premier,  -r 
De  l'existence  des  racines  primitives.— Du  nombre  dés  racines  primitives» 
—  Recherche  des  racines  primitives  d*un  nombre  premier.  —  Table  des 
racines  primitives  des  nombres  premiers  inférieurs  à  loo.  —  Propriété 
des  racines  de  Téquation  x*» —  i  =o,  dont  le  d^ré  m  est  un  nombre 
premier. 


Propriétés  des  racines  des  congruences  binâmes  de 

module  premier, 

L  Les  racines  communes  à  deux  congruences  binômes 
de  module  premier  p, 

jf^i     (mod.p)y     x^^i     (mod./?), 
sont  également  racines  de  la  congruence 

x^ssi  ,  (mod.  p)^ 

S  étant  le  plus  grand  commun  div^iseur  de  met  de  n* 

x^ —  I  est,  en  effet,  le  plas  grand  commun  diviseur 
de  x"  —  I  et  de  X" —  i.  Ce  théorème  est,  par  suite,  une 
conséquence  du  corollaire  démontré  page  322. 

Il  est  évident  que,  réciproquement,  chaque  racine  de 


la  congruence  x 


e 


satisfait  aux  deux  proposées. 


Corollaire,  —  Les  racines  d'une  congruence  binômç 
de  module  premier 

xT^  1     (mod.  p)^ 

m 

appartenant,  d'après  le  théorème  de  Fermât,  à  la  con« 
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gruence 

sont  aussi  racines  de  la  congrue n ce  ' 

x^'si     (mod./>), 

0  désignant  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres 
m  et  p  —  I . 

Comme  x^ —  i  est  un  diviseur  de  jc''"* —  i,  cette  der- 
nière a  précisément  6  racines,  ainsi  que  la  proposée. 

Si  m  est  premier  avec  p — i,  on  a  9  =  i,  et  'alors  la 
congruence  x^^i  n'a  d'autre  racine  que  l'unité. 

D'après  ce  qui  précède,  on  p^ut  borner  Tétude  des 
congruences  binômes  de  la  forme 

x"*^  I     (mod./?), 

à  celles  dont  le  degré  m  est  un  diviseur  de  ^  —  i . 

IL  Si  a  désigne  une  racine  quelconque  de  la  con^ 
gruence  de  module  premier 

af^^s.  I     (mod.  p\ 

dont  le  degré  m  est  un  di^iseuç  de  p  — ^i ,  toute  puissance 
de  a  ou  son  résidu  minimum  est  également  racine. 
La  congruence 

a^^i     (mod.  p) 


entraine ,  en  effet , 

à^ssi     ou     (a*)*3œi, 

et  si  b  désigne  le  résidu  minimum  de  a*,  par  rapport  à  ;;, 
on  a 

et ,  par  conséquent ,  tous  les  termes  de  la  série 
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OU  leurs  résidus  minima,  sont  racines  de  la  même  cou- 
§rueDce.  Or,  à  cause  de  a'^Js  i ,  on  a  aussi 

La  série  précédente  contient  donc  au  plus  m  termes  ayant 
des  résidus  différents,  et  ces  résidus  se  reproduisent  pério- 
diquement de  m  en  /?/ .  Si  les  m  premiers  termies 


a  y  a^y^a^, .  . .  ,  ,a'"^* ,  «"•     ou 


soQt  différents  (non  congrus  suivant  le  module  p)^  leur& 
résidus  sont  les  m  racines  de  la  congruence  proposée. 
Dans  le  cas  contraire,  si  Ton  a,  par  exemple, 

a  étant  premier  avec  p^  il  vient,  en  divisant  par  a"', 

«"^  1     (mod.  p)y 
et,  par  conséquent,  a  est  racine  d'une  congruence  binôme 

a^^i     (mod.  p) 

de  degré  n  inférieur  à  m. 

Il  résulte  de  là  que  : 

Si  a  est  une  racine  de  la  congruence  x"'^!  (mod.  p)^ 
qui  n'appartienne  à  aucune  congtiience  de  degré  moindre 
jc"^i  (mod..^) ,  les  m  racines  de  la  proposée  seront  les 
résidus  d^s  m  puissances  de  a 


a  y  fit',   ût^,...,   «"*"',   a*". 


Cela  posé,  nous  appellerons  racines  primitives  d'une  con- 
gruence binôme 

jc^^i     (mod./?) 

dont  le  degré  m  divise  p  —  i ,  celles  des  racines  de  cette 
congruence  qui  n'appartiennent  à  aucune  congruence  de 
même  forme  et  de  degré  moindre.  Chaque  racine  primi- 
tive jouît  de  la  propriété  de  donner  toutes  les  autres 
racines  par  ses  diverses  puissances. 
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Remarque.  —  Toute,  racine  non  primitive  de  la  con- 
gruence  x'^sai  (mod.  p)^  appartenant  à  une  congruence 
de  même  forme  et  de  dçgré  moindre ,  appartient  aussi  à 
une  troisième  congruence  de  même  forme,  et  dont  le 
degré  divise  celui  de  la  proposée. 

De  l'existence  des  racines  primitives^ 

Considérons  la  congruence 
(i)  a:"asi      (mod. /?), 

et  supposons  d'abord  que  m  ne  contienne  qu'un  seul  fac«« 
teur  premier  q^  que  Ton  ait 

toute  racine  non  primitive  de 

(2)  or'    ^i      (mpd. /?) 
appartient  à  qne  congruence 

ar^i     (mod.  y») y 

dont  le  degré  0  est  un  diviseur  de  q^  et  même  de  q^^^\ 
et,  par  conséquent,  cet^e  racine  appartient  aussi  à  la  con- 
gruence 

(3)  x^       ^\     {moà.p). 

D'ailleurs  les  racines  de  (3)  sont  toutes  racines  de  (  2  )) 

leur  nombre  est  q^^\  par  conséquent  celui  des  racines 
primitives  de  la  proposée  est 

«'*  —  2^~\     ou     7^(1 


VINGT-QUATRIÈME    LEÇON.  829 

Supposons  maintenant  m  quelconque ,  et  soit 

(l^r^.,,^s  désignant  des  facteurs  premiers  inégaux. 
Considérons  les  congruences 

(4)  x'  ^1  (mod.  -»),    j?*^  ssi  (mod. /?),...,  x' ssi  (mod./>), 

et  désignons  par  a  une  racine  primitive  de  la  première, 
par  b  une  de  la  seconde ,  etc. ,  par  c  une  de  la  dernière  \  je 
dis  que  le  résidu  du  prodtiit 

'  ab.  »  .c 
est  une  racine  primitive  de  la  proposée 

(5)  x^    '  '"'  ^i     (mod,  p), 

U  est  d'abord  évident  que  ab. .  .c,  ou  son  résidu,  est  racine  ; 
car  ayant 

/A  'J  À 

on  a  aussi 

(ab,»  cf    ''  '"'  ^i     (mod.  ^). 

Maintenant,  si  ce  produit  n^est  pas  une  racine  primitive 
de  la  proposée ,  il  sera  racine  d'une  congruence 

x^^i     (mod/?), 

dont  le  degré  9  sera  un  diviseur  de  m ,  et  il  y  aura  au  moins 
"un  des  facteurs  premiers  de  w,  qui  entrera  dans  9  moins 
de  fois  que  dans  m.  Admettons  que  le  facteur  q  soit  dans 

ce  cas  5  alors  9  divisera  q^^^  r\  ,.s  ^,  et,  par  suite,  ab ,  .,c 
sera  racine  de  la  congruence 

x^       '  '"' ~i     (moa./;)5 


•N 
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on  aura  donc 


{ab.,.c)^       '^"•'^i       (mod./?); 


mais  on  a  aussi 


//.  — I     V  X 

(6...c)'        '"***'^i       (niod. /?), 
et,  par  la  division, 

/A— I     V  X 

On  voit ,  par  là ,  que  a  est  racine  des  deux  congriietices 

fl—l    V  X  fi 

j,9       »•  •••'  ^,     et     :c^   ^1     (raod./?), 


et ,  par  suite ,  de 


^  I,      (mod.  />), 


puisque  ^'*""'  est  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 
les  degrés  des  précédentes  -,  a  n'est  donc  pas,  comme  on  l'a 

supposé,  une  racine  primitive  de  x    ^  i  (mod.  p). 

Il  est  ainsi  démontré  que ,  si  a,  i&, . . . ,  e  désignent  des 
racines  primitives,  respectivement  de  la  première,  de  la 
deuxième,  etc.,  de  la  dernière  des  congruences  (4),  le 
produit  ai ...  c,  ou  son  résidu ,  est  une  racine  primitive 
de  la  congrueuce  proposée  (5  ). 

Ce  qui  précède  démontre  l'existence  d'une  racine  pri- 
mitive pour  toute  congruence  bin6me  de  module  premier 

jc"*^i     (mod./?), 

mais  on  n^en  peut  pas  immédiatement  conclure  le  nombre 
de  ces  racines.  Toutefois,  par  des  raisonnements  sem- 
blables à  ceux  que  nous  avons  employés  dans  la  treizième 
leçon  à  l'occasion  de  l'équation  binôme,  on  prouverait 
aisément  que  toutes  les  racines ,  tant  primitives  que  non 
primitives,  de  la  congruence  (5),  sont  représentées  par  la. 


m 
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formule 

OÙ  Ton  doit  prendre  pour  a^b^, ,  .^  c  toutes  les  racines 
respectivement  de  la  première  des  congruences  (4)  9  de  la 
deuxième,  etc.,  de  la  dernière;  et  que  la  même  formule 
donne  toutes  les  racines  primitives,  en  prenant  pour 
fl,  i,...,  c  les  diverses  racines  primitives  des  congruences 
auxquelles  elles  appartiennent.   Comme  le  nombre  des 

racines  primitives  a  est  q^  (  i J?  que  celui  des  racines 

J  est  r •  (  I 1 , .  . . ,  celui  des  racines  c^  s     (  i j  » 

on  en  conclurait  que  le  nombre  des  racines  primitives  de 
la  proposée  est 

On  sait  que  cç  même  nombre  {^voir  la  Théorie  des 
nombres^  ou  le  Mémoire  déjà  cité  de  M.  Poinsot)  exprime 
combien  il  y  à  de  nombres  premiers  avec  m  et  inférieurs 
à  m. 

Je  ne  crois  pas  nécessaire  de  développer  ces  raison- 
nements, que  le  lecteur  trouvera'  aisément  après  avoir 
étudié  la  treizième  leçon  \  mais  j'indiquerai  la  démonstra- 
tion ingénieuse  de  M.  Poinsot,  pour  prouver  qu'en  admet- 
tant Texistence  d'une  racine  primitive  de  la  congruence 

x^^  I      (mod.  p  ), 

il  y  en  a  précisément  autan  t^que  de  nombres  premiera 
avec  ni  et  inférieurs  à  m. 

Du  nombre  des  racines  prùnitiues, 

m 

Soit  a  une  racine  primitive  de  la  congruence 

a;'"  ^  1      (mod.  /?). 
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et  formons  la  suite  des  m  puissances 

(i)  <i,   a\   a%..  .,   fl"-',   û", 

dont  les  résidus  sont  les  m  racines  de  la  proposée.  Si  ron 
considère  un  nombre  quelconque  e  inférieur  à  m  et  pre-  • 
mier  avec  lui,  et  qu  après  avoir  rangé  ces  racines  en  cercle, 
on  les  considère  en  allant  de  Tune  à  l'autre  de  e  en  e, 
comme  l'intervalle  e  par  lequel  on  saute  est  premier  avec 
m,  on  sera  obligé  de  passer  par  toutes  les  racines  avant  de 
revenir  à  la  racine  a,  d'où  Ton  est  parti  :  donc  la  suite 

donne,  aux  multiples  près  de  p,  toutes  les  racines  de  la 
proposée^  donc  a*  est  une  racine  primitive. 

Si  le  nombre  e,  que  nous  avons  supposé  premier  avec/;, 
avait  avec  lui  un  plus  grand  commun  diviseur  6]>  i,  en 
opérant,  sur  la  suite  (i) ,  comme  nous  venons  de  le  faire, 

on  ne  passerait  jamais  que  par  un  nombre  -r-  de  racines, 

et,  par  conséquent,  a'  ne  serait  pas  une  racine  primitive. 
Il  suit  évidemment  de  là  que  la  congruence  proposée  a 
autant  de  racines  primitives  quHl  y  a  de  nombres  premiers 
avec  m  et  inférieurs  à  m. 

Recherche  des  racines  primitives  d'un  nombre  premier. 

On  nomme  racines  primitives  d'un  nombre  premier  p 
les  racines  primitives  de  la  congruence  binôme  de  degré 
p  —  i. 

ar''"''^!   (mod.  p). 

Théorème.  —  Soient  Xi  et  |  rleux  nombres  compris 
entre  o  et  p,  et  9  un  diviseur  de  p  —  i'^  si  Von  a 

j:fs?     (mod./?), 


i 
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on  a  aussi 

Ç  ^  ^  I     (mod./;); 
et,  réciproquement  y  si  Von  a 

Ç  ^  as  I      (inod./?), 

la  congrucnce 

jp^^j     (mod. /?) 
a  9  racines, 

La  première  partie  du  théorème  est  évidente  ^  car,  si 
Ton  a 

a:^  =  Ç     (mod.  p), 
en  élevant  les  deux  membres  à  la  puissance  ^—r —  9  on  a 

ÇzL 
ar^'^'^Ç  ^       (mod./?), 

«  * 

et,  à  cause  du  théorème  de  Fermât, 

/>-' 
e 


1^  ^  ^  i     (mod.  /?). 


/>-' 
0 


Réciproquement ,  supposons  que  l'on  ait  ^  ^  ^  1 ,  ou 

retranchant  chaque  membre  de  cette  égalité  dex''""*  —  i, 
il  vient 

Or  le  second  membre  admet  pour  diviseur  x^  —  Ç;  il  en 
est  donc  de  même  du  premier  membre  xp~^  —  i  —  pQ^ 
et,  par  conséquent,  en  vertu  d'un  théorème  démontré 


l 
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dans  la  dernière  leçon  (page  Sao),  la  congruence 


x^  —  Ç^o     (mod. /?) 

a  9  racines.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Corollaire.  —  Si  p  est  un  nombre  premier,  et  qu'en 
décomposant  p  —  i  en  facteurs  premiers ,  on  ait 

les  racines  non  primitives  de  la  congruence 

x^^^ —  1^0     (raod. /?), 


lesquelles  appartiennent  nécessairement  à  Tune  des  con- 
gruences 

p — I  p—\  p — I  p — I 

X  i~  1    *  eu         '  Un'       1    *  X  ii^  m-J      !«•*««  ^  >mt     ■         1    m 

m 

sont,  en  vertu  du  théorème  précédent,  des  résidus  de 
carrés  (*),  ou  de  puissances  ^,  ou  de  puissances  r,  etc., 
ou  de  puissances  s*^  et,  réciproquement ,  tout  nombre 
résidu  d'un  carré,  ou  d'une  puissance  ^,  ou  etc.,  est  racine 
de  l'une  des  congruences  précédentes  et  n'est  pas  racine 
primitive  du  nombre  premier  j^?. 

On  voit  aussi  que,  parmi  les  nombres 

I  ,  2,   3,.. .)  p —  I  > 

il  y  en  a  la  moitié  qui  sont  des  carrés  (résidus  de  carré$), 
la  g'*'"*  partie  qui  sont  des  puissances  ^,  la  r'^"**.  partie 
des  puissances  /',  etc.,  la  5"'"*  partie  des  puissances  55  et, 


C^)  Les  résidus  de  carrés  ou  de  cubes  suiTant  un  module  p  sont  dits  ré- 
sidus quadratiques  et  cubiques  de  p;  ils  jouent  un  rôle  important  dans  la 
théorie  des  nombres. 


k 

1 

l 
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plus  généralement,  si  l'on  ne  considère  parmi  ces  nom- 
bres que  ceux  qui  sont  à  la  fois  des  puissances  2,  ^,  7*, ..., 
la  5'""*  partie  de  ces  derniers  sera  en  même  temps  des 
puissances  s.  En  effet,  les  nombres  qui  sont  à  la  fois  des 
résidus  de  carrés  de  puissances  q^  de  puissances 7*,  etc., 
satisfont  aux  congruences 

Ezl  Pzl  tzl 

■ 

et,  par  conséquent ,  sont  racines  de 


^içr...^!      (oiod./;): 


P"-'    . 


leur  nombre  est  donc  — ;  pareillement,*  le  nombre 

de  ceux  qui  sont  en  même  temps  des  puissance.s  s  est 


)  il  est  donc  la  5'*'"*. partie  du  premier. 


2qr, ,  s 

Problème.  —  Ttoin^er  les  racines  pn'mùwes  d'un 
nombre  premier. 

Le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer  fournit  un 
moyen  très-simple  de  trouver  les  racines  priinitives  d'un 
nombre  premier. 

Soient  p  un  nombre  premier  ;  2 ,  ^,  r, . . . ,  5  les  facteurs 
premiers  inégaux  de  p  —  i ,  et  écrivons  les  p  —  i  nombres 

I,   2,   3,   ^,. .  .  ,  p—  i; 

si  Ton  enlève  de  cette  suite  tous  les  résidus  de  carrés ,  de 
puissances  ^,  de  puissances  r,  etc.,  il  ne  restera  plus  que 
les  racines  primitives  de  p. 

Au  moyen  des  carrés,  on  exclut  d'aboixl  la  moitié  des 
nombres,  ainsi  que  nous  Pavons  établi  plus  haut;  au 
moyen  des  puissances  </,  on  exclura  la  ^'^'"^  partie  de  ceux 
qui  restent,  et  ainsi  de  suite.  Cette  méthode ,  pour  trouver 
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les  racines  primitives  d^un  nombre  premier,  fournit  udc 
démonstration  nouvelle  du  théorème  relatif  au  nombre 
de  ces  racines*,  ce  nombre  sera,  en  effet,  d'après  ce  qui 
précède , 

Nous  allons  montrer,  par  deux  exemples,  comment  il 
faut  faire  l'application  du  procédé  qu'on  vient  d'indiquer. 

Premier  exemple.  —  Trousser  les  racines  primitiv^es 
rfe  17. 

Nous  écrivons  d'abord  les  seize  nombres 

(i)  I,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,'  10,  II,  12,  i3,  14,  i5,  16, 

et  comme  16  n'admet  que  le  facteur  premier  2,  il  suffit 
d'ôter  de  cette  suite  les  nombres  qui  sont  résidus  quadra- 
tiques. Pour  cela,  nous  élèverons  ces  nombres  au  carré,- 
mais,  comme  oh  a  généralement 

(17— A)'^  A'     (mod.  17), 

les  huit  derniers  carrés  donneront  les  mêmes  résidus  que 
les  huit  premiers  :  il  suffit  donc  d'élever  au  carré  les  huit 
premiers ,  on  trouvera  ainsi 

I,  4,  c),   i6,  25,  36,  49,  64, 
qui  ont  pour  résidus 

i>  4>  9»   ^6»  8,  2,   i5,   i3, 

et  en  effaçant  ces  huit  résidus  de  la  suite  (i),  il  restera  les 
huit  racines  primitives  de  17,  savoir  ' 

^9  ^9  69  79   10,    Il ,   12,    14. 

Second  exemple.  —  Tromper  les  racines  primilii^es 
fie  'il. 
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Ecrivons  les  trente  nombres 

II,  2,  3,  4,  ^,  6»  7»  8,  9,  io, 
n,  12,  i3,  i4,  i5,  i6,  17,  18,  1(9,  20, 
21,   22,  23,  24,  25,  26,  27,  28,  29,  3o; 

comme  les  fabteors  premiers  de  3ô  sont  2,  3  et  5 ,  il  suf- 
fira d^enlever  de  la  suite  (1)  les  résidus  des  carrés,  des 
cubes  et  des  cinquièmes  puissances. 

Pour  exclure  les  carrés ,  nous  élèverons  lés  quinze  pre- 
miers nombres  (i)  au  carré ^  ce  qui  donne 

I,  4,  9,   16,  25,  36^  49»  ^4»  81 j    100, 

121,     144,     169,     196,    225 j 

ces  carrés  ont  pour  résidus 

(2)  I,  4i  9>  ï6,  25,  5,  18,  2,  19,  7,*  28,  20,  14,  ïo,  8; 

ôtant  ces  quinze  nombres  (2)  de  la  suite  (i),  il  restera  les 
quinze  que  voici  : 

(3)  3,  6,  II,  12,  i3,  i5,  17,  21,  22,  23,  24,  26,  27,  29,  3o, 

dont  il  Faut  maintenant  supprimer  leà  cubes  et  les  cin- 
quièmes puissances.  Chaque  nombre  déjà  supprimé  (2) 
satisfait  à  la  congruence 

x^^s^  I  (mod.  3 1)1 

donc  sa  puissance  troisième  et  sa  puissance  cinquième  y 
satisfont  aussi,  et,  par  conséquent,  font  partie  des  nombres 
déjà  supprimés.  D'après  cela,  les  nombres  de  la  suite  (3) 
qu'il  reste  &  rejeter  sont  des  résidus  de  puissances  troi- 
sième et  cinquième  de  ces  mêmes  nombres  (3).  Pour  avoir 
les  résidus  des  cubes  de  la  suite  (3),  il  suffit  de  multiplier 
les  premières  puissances  par  les  résidus  carrés  que  la 

22 
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»ttite  (2)  fait  connaître,  et  qui  sont 

9,  5,  28,  ao,   14,  8,  10,  7,  19,  2,   18,  25,   16,  4,  ï; 

on  aura  ainsi  les  résidus  cubiques  suivantsr  ; 

27,  3o,  3o8,  240,   182,    120,   170,    147 >  ^iS, 
46,  432,  65o,  43^9   116,  3oj 

dont  les  résidus  minima  sont 

//x  (27,  3o,  29,  23,  27,   27,   i5,  23, 

(  i5,   i5,  29,  3o,  29;  23,  3o. 

Il  n'y  en  a  que  cinq  de  différents ,  comme  nous  le  savions 
d'avance  ;  ce  sont 

(5)  i5,  23,  27,   29,  3o, 

et  en  ôtant  ces  nombres  de  la  si^ite  (3),  il  ne  restera  plus 
que  les  dix  suivants  : 

(6)  3,  6,   II,   12,   i3^  17,  21,  22,  24,  26, 

dont  il  n'y  a  plus  à?  rejeter  que  ceux  qui  sont  des  cin- 
quièmes puissances.  Chacun  des  nombres  déjà  exclus 
satisfait  à  Tune  des  congrùences 

x»*^i   (mod.  3i),     x^^i   (moil.  3i). 

Il  en  est  donc  de  même  de  sa  cinquième  puissance,  qui,  par 
conséquent ,  fait  partie  des  nombres  exclus  :  un  nombre 
de  la  suite  (6)  ne  peut  donc  être  U  cinquième  puissance 
que  d'un  nombre  de  la  même  suite.  Pour  avoir  les  résidus 
des  cinquièmes  p\iissaiices  dçs  nombres  (6),  il  suffit  de 
multiplier  les  résidus  cubiques  déjà  formés  par  les  résidus 
quadratiques  correspondants,  et  de  prendre  les  résidus 
minima  des  produits.  Les  résidus  cubiques  sont 

27,  3q,   29,  23,  27,   i5f  23,    i5,  29,   3p, 
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les  quadraiicjues 

9,  5,  28,  20,    i4,   'o,  7,   i§,   18,  25; 
les  produits  sont 
243,  i5o,  812,  Ifioy  378,   i5o,    161,  285,  522,  750, 

et  Ton  trouve  pour  résidus  des  cinquièmes  puissances , 
26,  26,  6,  26,  6,  26,  6,  6;  26,  6. 

Il  n'y  a  ainsi,  dans  la  suite  (6),  que  deux  cinquièmes 
puissances,  comme  nous  le  savions  déjà,  savoir 

6,  26; 

en  supprimant  ces  deux  nombres,  il  ne  restera  plus  que 

les  huit  racines  primitives  de  3i,  savoir 

•  • 
3,   II,   12,   i3,   17,  21,  22,  24. 

La  Table  suivante  renferme  les  racines  primitives  des 
nombres  premiers  inférieurs  à  100  : 


22. 
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Table  des  racines  primitipes  des  nombres  premiers  inférieurs  à  loo. 


83 


8S 


97 


HOMBRU 

premton. 

NOMmB 

def  raclMf 
prlmiUTM. 

3 

I 

5 

a 

7 

3 

II 

4   • 

i3 

4 

»7 

8 

i9 

6 

23 

10 

29 

13 

3i 

8 

.   37 

13 

4i 

16 

43 

13 

47 

32 

U 

34 

59 

28 

6i 

16 

67 

20 

7» 

î4 

73 

»4 

79 

•4 

40 


40 


33 


2. 

3.3.. 

j .  3 . 

2.6.7.8. 

3.6,7.11 . 

3.5.6.7. 10.11 . 13. l4' 

3.3. 10. i3.i4- i5. 

5.7. lo.ii .i3. i4-i 5. 17.30.21 . ' 

3.3.8. 10.11 .14. I 5. 18. ig. 2 1.26. 27. 

3.11 .12. i3. 17.21 .32.34. 

3.5. 1 3.1 5. 17.18.19.20.22.24  32.35. 

6.7.11.13.13.15.17.19.33.24*26.38.29.30.34.35. 

3.5.12.18.19.20.26.28.29.30.33.34 

5 . 1 0 . 1 1 . 1 3 . 1 5 . 1 9 . 20 . 22 . 23 . 26. 39 . 3o . 3 1 . 33 . 35 .  38. 

39.4o.4i-43'44*45- 

2. 3. 5. 8. 12. 14 -18. 19. 20. 21. 23. 36. 97. 31.32.33.34. 

35.39.41 •45*4^ -^o-^i • 

2. 6. 8. 10.  II.  13.14. 18. 33. 24. 30.31.33.33.34.37.38. 

39. 40. 43. 43. 44*47  •^•^s*  54  x^^- ^• 

2. 6. 7. 10. 17. 18. 36. 3o.3i. 35.43.44*51 .54. 55. 59. 

3.7. II . 13. i3. 18.20. 28.3 1 .32.34.41 •44- 4^*4^- 5o. 

5r. 57. 61. 63. 

7. Il .i3. 21 .22.28.31 .33. 35. 42. 44 -37 -52. 53. 55.56. 

59.61 .62.63.65.67.68.69. 

5. Il .i3. 14*15.20.26.28.29.31 .33.34.39.40.43.44- 

45.47 •53.58.59.60*62.68. 

3.6.7.28.29.30.34.35.37.39.43.47.48.53.54.59.60. 

63.66.68.70.74.75.77. 

2  .<  5 . 6 . 8 . 1 3 . 1 4  •  1 5 . 1 8 . 1 9 .  20 .  22 .  24 .  32 , 34  . 35 . 39. 43 . 

43. 45. "46. 47. 50.52. 53. 54. 55. 56  57.58.60.63.66.67. 

71 .72.73.74.76.79.80. 

3.6.7.13. 14*15.19. 23. 34  •36. 27.38. 39.30,31.33.35. 

38.41.43.46.48.51.54.56.58.59.60.61.63.63.65.66. 

70. 74 -75. 76. 83. 83» 86. 

5. 7.10. 1 3. 14. 15.17. 2 1.23. 36. 29. 37. 38.39. 4o- 4*  • 
56.57.58.59.66.68.71.74.76.80.82.83.84.87.90.92. 
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X*" —  I 


Propriétés  des  racines  de  V équation =  o,  où  m 

est  premier. 

Soit  a  une  racine  imaginaire  de  Téquation 

(l)  JT*' — I 

de  degré  m  premier;  les  m  —  i  racines  de  réquatiou 

2  =0 

'  X  —  I 

sont,  comme  6n  sait, 

oc ,      cf}y     a^ , .  .  .  ,      a**"' . 

Soit  maintenant  a  une  racine  primitive  du  nombre  pre- 
mier m  ou  de  la  congruènce 

x^^^ssi     (raod.  /w); 

les  /w  — •  I  racines  de  cette  congruènce ,  savoir 

I,     2,     3,...,     (m— i), 

peuvent  être  représentées  par  les  diverses  puissances  de  a, 

aux  multiples  près  de  m;  et,  par  conséquent,  les  m  —  i 
racines  de  Péquation  (ti)  sont 


a,      a*,      a*  , . .  . ,      a* 


eA  sorte  que  chacune  d'elles  s'obtient  en  élevant  la  précé- 
dente à  la  puissance  a  ^  et  la  même  chose  a  lieu  encore  à 
cause  de  a"*""*^ i  (mod.  wi),  si  l'on  range  en  cercle  ces 
m  racines ,  et  que  l'on  considère  successivement  chacune 
d'elles  comme  étant  la  première.    D'après  cela ,  si  oç 
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désigpe  Tune  quelconque  des  racines  de  Téquation  (  2  ) ,  et 
que  Ton  fasse 

x«  =r  $  {*),      OQ  (x)  =  Q»  (:p),      âô'  (4:)  =  e*  (x) , . .  . 

les  m  racines  de  réquation  (a)  seront  représentées  pai* 

et  l'on  aura 

C'est  sur  cette  propriété  que  repose  la  méthode  de  M.  Gauiis 
pour  la  résolution  de  Téquation  (9.),  dont  nous  nous  oççu? 
perons  dans  une  prochjiine  leçon. 
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VINGT -CINQUIÈME  LEÇON. 

Des  congruences  irréductibles  sutvaat  un  module  premier.  —  Des  nou^r. 
velles  quantités  imaginaires  qui  naissent  de  la  théorie  des  nombres. 
—  Des  racines  d'une  congruence  irréductible.  —  De  la  congruence 

V 
p 

9    —  xa9  (m^^/it).  —  Propriété  des  racines  d'une  congruence  irré-. 

doctible.  —  Des  racines  primitives.  —  Recherche  de  toutes  les  racines, 
d'une  congruence  quelconque. — Application  delà  théorie  à  un  exemple. 


Des  congruences  irréduciibles  suiv^ant  un  module 

premier. 

Soient  p  un  nombre  premier  et  F  [x]  une  fonction  en- 
tière de.jc  à  coefficients  entiers.  La  congruence 

F(jt)sso     (mod. /;) 

est  dite  irréductible ,  s^il  est  impossible  de  trouver  trois, 
polynômes  (f(x)^  ^(^)')  X(^)  ^  coefficients  entiers  et 
ipi  soient  tels,  que  Ton  ait  identiquement 

QuçUe  que  soit  la  congruence 

F(x)^o     (ttiod. /?), 

on  peut  toujours  supposer  les  coefficients  inférieurs  au 
module,  et,  si  le  module  est  premier,  ce  qui  est  le  seul 
cas  dont  nous  ayons  à  nous  occuper,  on  peut  faire  en  sorte 
que  le  coefficient  du  terme  le  plus  élevé  en  x  soit  Puni  té , 
«însi  que  cela  a  été  expliqué  dans  la  vingt-  troisième  le* 
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çon.  Nous  supposerons  toujours  que  les  congruences  que 
nous  aurons  à  considérer,  dans  ce  qui  va  suivre ,  soient 
préparées  de  cette  manière. 
Si  la  congruenoe 

F(x)^o.    (mod.  p)' 

n'est  pas  irréductible,  on  pourra  décomposer  son  premier 
membre  en  facteurs  irréductibles^  en  d'autres  termes ,  on 
aura 

?  (^'))  ^  (x),...,  xs  (r)  étant  des  polynômes  égaux  ou  iné-^ 
gaux  et  à  coefBcients  entiers  moindres  que  p,  tels,  en 
outre ,  que  les  congruences 

soient  irréductibles.  Il  faut  remarquer  que,  si  quelques- 
uns  des  polynômes  ^  (x),  ^  (x),  etc.,  sont  égaux  entre  eux, 
la  congruence  proposée  aura  nécessairement  un  diviseur 
commun  avec  sa  dérivée.  Car  soit 

on  aura ,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres  ^ 

?W— '['^t'C^)*  W +  ?.(*)*' (^)]  =  F'(x)  4- A^X'W- 

Si  donc  on  cberche  le  plus  grand  co,mn^un  diviseur  des 
polynômes  F  (x)  et  F'  [x)  ^  en  négligeant  toujours  les 
termes  nxultipliés  par  p<^  on  trouvciça  un  diviseur  corn- 
n^un  fonction  de  x. 

Théqrèmi;.  —  Si 

F(j?)^o     (mod./;) 

est  une  congruence  irréductible,  siuvant  un  module  pre^ 


% 
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mier^  et  si  Von  a  identiquement 

9»  ^î  f  désignant  des  fonctions  entières  de  x  dont  les 
Qoejjîcients  sont  des  entiers  inférieurs  à  /7,  et  j^  une 
fonction  entière  à  coefficients  entiers,  mais  quelconques^ 
on  aura  aussi 

(2)  ^(x)  =  V{x)f{x)-^pXi{ji:), 
OU  .  • 

(3)  ^K^)  =  F(x)/.(4:)H-/>x.W, 

fx  ^^  X*  ^^^^^  des  fonctions  entières  de  x. 
Supposons  que  Ton  n'ait  pas 

(p  (x)  =zF{x)f  (x)  -+-  pxi  (•»?), 
je  dis  que  Ton  aura 

^{^)=zY{x)f(x)^PXi(x)^ 

Pour  le  démontrer,  soit  r  le  coefficient  de  la  plus  haute 
puissance  de  x  dans  (f  (x)  -,  en  ajoutant  à  (f  {x)  un  poly- 
nôme de  la  forme  pi  (x)  de  degré  inférieur  au  sien,  on 
pourra  rendre  tous  les  termes  divisibles  par  r,  en  sorte 
que  l'on  aura 

•(4)  (f{x)^7'R     (moâ.  p). 

Cela  posé,,  les  premiers  termes  des  polynômes  F  (x) 
et  R  ayant  pour  cî)efficîent  l'unité,  faisons  sur  ces  po- 
lynômes l'opération  du  plus  grand  commun  diviseur, 
en  ayant  soin  d'ajouter  à  chaque  reste  un  polynôme  de 
la  forme  pl^x)  choisi  de  manière  qu'après  cette  addi- 
tion, le  reste  en  question  soit  divisible  par  le  coefficient 
du  terme  le  plus  élevé;  en  outre,  avant  de  prendre  ce 
reste  pour  diviseur,  nous  supprimerons  le  facteur  com- 
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mun  à  tous  ses  termes.  Comme  on  admet  que  Tégalité  (2) 
ne  peut  avoir  lieu,  on  arrivera  nécessairement  à  un  reste 
numérique  r„  qui  ne  sera  pas  nul  suivant  le  module  p.  Et 
si  Ton  suppose ,  pour  fixer  les  idées ,  que  le  degré  de  F  [x) 
ne  soit  pas  inférieur  à  celui  cle  <j)  [x)  ou  R,  on  aura  cette 
suite  d^égalités  ou  de  congruences , 

F(x)sRQ.   -hr,  R,, 

fK\  l         R^RiQ2-4- r,Ra, 

(5)  <   •  (mod.  /?), 

\  Rn_î  ^  R«_,  Qrt -f- r,. 

'*n  '*iv9  'n  sont  des  entiers  qui  ne  sont  pas  nuls  suivant 
le  module/?^  etRt,  R»,***)  Qd  Qtv?  sont  des  fonctions 
entières  de  x  dans  lesquelles  le  terme  le  plus  élevé  en  x 
a  pour  coefficient  Tunité.  Des  relations  (4)  et  (5),  01^ 
déduit 

rr,  R,  ^rFfx)  —  Q.  <p  (j?), 
rr,  r,  R,  as  (r,  H-  Q,  Q,)  <p  {x)  —  rQ,  F  {x)     (mod.  p)\ 


la  dernière  de  ces  relations  aura  la  forme 

rriTa. ..  T-^^MF  (a;)—:  Nç(c't:)     (mod./?), 

ou 

(6)  a-h/^P  =  MF(x)-~Nf(ar),    , 

M,  N,  P  désignant  des  fonctions  entières  de  j:,  et  a  un 
nombre  entier  différent  de  zéro  et  inférieur  à  p.  11  est  évi- 
dent qu'on  serait  arrivé  au  même  résultat  si  l'on  eût  sup-. 
posé  le  degré  de  F  [x)  inférieur  à  celui  de  (f  [x). 
Des  égalités  (i)  et  (6),  on  déduit 

b{x)^{x)^¥{x)f[x)]{^-^p}^)  =  py^[x){m[x)-^^^{x)]. 


VINGT-CIHQ,UIÈME    LEÇON.  347 

OU 

Or,  par  notre  hypothèse,  le  polynôme  F  (x)  ne  .saurait 
^voir  aucun  facteur  commun  avec  y  (i^) ,  donc  îl  divise 

on  a  donc 

fi  et  pfi  étant  des  fonctions  entières.  On  peut  supposer 
que  les  coefficiejits  de  fi  (x)  soient  rabaissés  au-dessous 
de  p  et  quUls  soient  tous  divisibles  par  le  coeflScient  de 
la  plus  haute  puissance  de  x  ;  alors ,  comme  le  premier 
terme  de  ¥ {v)J'i  (r)  doit  détruire  le  premier  terme  de 
«^  (ar) ,  il  faut  qn^  fi  (x)  soit  divisible  par  a ,  par  consé- 
"quent  y^i  [x)  te  Sera  aussi.  Supprimant  donc  ce  facteur  a , 
Un  à'ura  une  égalité  de  la  forme 

.}  {z)  =  F{a7//,  {x)^px^  (x), 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 
Corollaire  I.  —  Si 

F(ar)^o     (moi.  p) 

est  une  congruence  irréductible  suiuant  un  modute  pre-* 
trUer-y  et  si  Von  a  identiquement 

y»n  (^)  ^^/{^)  étant  des  fonctions  entières  de  x  à  coef- 
ficients entiers  moindres  que  p^  -/^  [x)  étant  aussi  une  Jonc- 
lion  enfiçre,  on  aura,  pour  une  valeur  de  m  au  moins, 

m 

./i  et  /i  désignant  des  fonctions  entières. 
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Cette  proposition  se  déduit  immédiatement  du  théorème 
qu'on  vient  d'établir. 

Corollaire  II.  —  Le  premier  membre  d*une  con^ 
gruence 

¥{jc)  sso     (mod./?) 

de  module  premier,  ne  peut  être  décomposé  que  d*une 
seule  manière  en  facteurs  irréductibles, 

• 

Des  nou%^eUes  quantités  imaginaires  qui  naissent  de  la 

théorie  des  nombres. 

Soient  p  un  nombre  premier  et  . 

F(x)^o     (mod.jp) 

• 

une  congruence  irréductible  d^un  degré  v  supérieur  à  i . 

La  congruence  proposée  n'a  aucune  racine  entière; 
mais  si  Ton  trouve  un  avantage  quelconque  k  introduire 
dans  le  calcul  une  quantité  i  assujettie  à  la  condition  de 
vérifier  la  congruence 

F(i)iBO    .(mod./?), 

on  devra  r^arder  cette  quantité  i  comme  un  symbole  ima- 
ginaire dHine  nouvelle  espèce.  Et ,  comme  on  peut  faire 

en  sorte  que  le  coefficient  de  i'^  dans  F  (i)  soit  l'unité,  on 
voit  qu'en  négligeant  tous  les  termes  qui  sont  multi- 
pliés par  p^  la  puissance  v'^'"''  de  i  pourra  s'exprimer,  au 
moyen  de  F  (i)  bo,  par  une  fonction  entière  de  l'du  de- 
gré V  —  I .  La  même  chose  aura  lieu  pour  toutes  les  puis- 
sances de  I  supérieures  à  la  (v  —  i  )'*"*',  en  sorte  qîie  toute 
fonction  entière  de  /  pourra  se  mettre  sous  la  forme 


«0  -f-  «1  '  -h  ^i  r'  -H ...  -h  ûy_,  i 


«0  5  «I V5  ^v-1  étant  des  nombres  entiers  qu'on  peut  ra^ 
baisser  au-dossous  de  p  eu  négligeant  tous  les  termes  mal- 


vikgt-cinquième'  leçon.  349 

tipliés  par  p.  Pour  réduire  à  celte  forme  une  fonction  en- 
tière de  I ,  le  plus  simple  sera ,  en  général ,  de  diviser  la 
fonction  donnée  par  F  (1)  et  de  pousser  Topéràtion  jusqu'à 
ce  qu'on  obtienne  un  reste  de  degré  inférieur  à  v;  ce 
reste  sera  la  valeur  réduite  de  la  fonction  donnée.  L'ex- 
pression 

Ot  -h  «I  i  -h  Oi  i^  -h.  ,  .-\-  fl     .  /"-' 


V— l 


est  l'expression  la  plus  générale  des  nouvelles  quantités 
imaginaires  qui  naissent  de  la  théorie  des  nombres^  leur 
introduction  dans  l'analyse  est  due  à  Galois.  Nous  allons 
développer  ici ,  à  notre  point  de  vue ,  les  résultats  que  ce 
grand  géomètre  a  obtenus  et  qu'il  a  indiqués  succincte- 
ment dans  le  Bulletin  des  Sciences  mathémaliques  de 
Férussac  (tome  XIII,  page  398)  [*), 
D'après  le  théorème  établi  plus  haut,  si 

sont  des  fonctions  entières  de  x,  et  si  Ton  a 

?•  (0 ?»(')•  •  •  ?«(0^o    (™o*i-  p)^ 

c*est- à-dire 

T.  (0  ^(0. . .  ?«(')  ^  F(/)/(0  H-  px(i), 

f  et  X  étant  des  fonctions  entières^  une  au  moins  des 
quantités  fi  (<),  (ft  (/) ,  etc.,  sera  congrue  à  zéro  suivant 
le  module  p.  Nous  ferons  dans  la  suite  un  fréquent  usage 
de  cette  proposition. 

Les  quantités  imaginaires  que  nous  considérons  com- 
prennent, comme  cas  particulier,  les  nombres  entiers. 


(*)  L*articie  publié  par  Galois  en  i83o  dans  le  Bulletin  de  Férussac  a 
été  réimprimé  ensuite  avec  ses  autres  Mémoires  dans  le  tome  XI  du 
iournal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées. 
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Aussi  le  ihéorème  fondamental  que  nous  avons  démontré 
dans  la  vingt-troisième  leçon  et  qui  est  relatif  au  nombre 
des  racines  entières  d'une  congruenee,  est-il  un  cas  parti* 
culier  du  théorème  suivant  que  nous  allons  établir. 

TnÉOREME.  —  4$/^  est  un  nombre  premier  et  qu^  i  dé- 
signe une  racine  de  la  congruence  irréductible  de  de- 

(i)  F(a?)^o     (mod./?), 

une  congruence  de  degré  m  non  identique,  telle  que 

(2)  tp(j?)so     (mod.p), 

ne  peut  ai^oir  plus  de  m  racines  distinctes  ayant  la 
forme 

(3)  a, -h  a,  i -^-aîi'-h.  .  .  -f-«v_,  '"'^S 

OÙ  a^^  ax^  etc. y  désignent  des  entiers  inférieurs  à  p. 

On  peut  employer^  pour  démontrer  ce  théorème  gé- 
néral, le  raisonnement  qui  nous  a  servi  dans  la  vingt- 
troisième  leçon  ^  pour  établir  le  théorème  analogue  relatif 
aux  racines  entières  ^ 

Supposons  que  la  congruence  (2)  admette  une  racine  a 
de  la  forme  (3) ,  on  aura 

y  (a)  ^o     (mod.  p)\ 

si  donc  f  1  (:r:)  désigne  le  quotient  de  la  division  de  <p  [x) 
par  X  —  a,  la  congruence  (2)  pourra  s'écrire  comme  il 
suit  : 

{x  —  a)y,  {x)^o     (mod. />). 

Si  la  congruence  (2)  admet  une  deuxième  racine  è  diflé- 
icnte  de  a ,  mais  de  même  forme,  on  aura 

(6  — «)ej),(6)^o     (mod./^)j 
mais  6  —  Cf.  étant  différent  de  zéro  et  d'un  degré  inférieur 
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à  V,  ou  ne  peut  avoir 

6  —  aseo     (mod.p)i 
donc  on  a 

<p,  (6)  ^  o     (mod.  p). 

Il  suit  de  là  que  6  est  racine  de  la  congruence 

(4)  (p,  (jp)^o     (inod./r). 

Le  raisonnement  qui  précède  ne  suppose  pas  que  les 
coefficients  de  la  congruence  (i)  soient  entiers ,  mais  seu- 
lement qu'ils  soient  de  la  forme  (3).  Ce  raisonnement 
prouve  que  la  congruence  (a)  de  degré  m  ne  peut  avoir 
qu'une  racine  de  plus  que  la  congruence  (4)  de  degré 
m  —  I.  A  son  tour,  cette  dernière  ne  peut  avoir  qu'une 
racine  de  plus  qu'une  congruence 

(5)  ff2(x)^o     (mod./>) 

de  degré  m  —  a-,  par  suite,  la  congruence  (a)  ne  peut 
avoir  que  deux  racines  de  plus  que  (5),  et,  en  poursui- 
vant ce  raisonnement,  on  fera  voir  que  la  congruence  (2) 
ne  peut  avoir  que  m  —  i  l'acines  de  plus  qu'une  con- 
gruençç  du  premier  degré ,  laquelle  n'admet  évidemment 
qu'une  seule  rajcîne.  D'où  il  suit  enfin  que  la  con- 
gruencçt  (2)  ne  peut  admettrç  plus  de  m. racines  delà 
forjiîi^  (3). 

GonoLLAiRÉ.  ^—  Supposons  quc  la  congruence  (2) ,  sa- 
voir 

(p(^)^o     (mod. />) 

ait  effectivement  m  racines  distinctes  a,  ê,...,  w  de  la 
forme  (3)^  la  congruence 

?  (*p)  —  (^  —  ^)  (^  —  6). . .  (x  —  w)  ^o     (mot!,  p) 

admettra  ces  mêmes  racines;  or  celle-ci  n'est  que  du  de- 
gré m  —  I ,  donc  elle  doit  être  identique,  et  l'on  a 

«pfjc)  =  (j7  —  a)  (.r  —  6).  .  .  (x  —  w)  +  /^.^  (j:), 
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X  (x)  étant  un  polynôme  dont  les  boeflticîetit!»  sont  des 
fonctions  entières  de  /. 

Des  racines  eTurie  congruence  irréductible. 
Soient  p  un  nombre  premier  et 

(  I  )  F  (x.)  as  o     (  mod.  p) 

une  congruence  irréductible  du  degré  v.  Soit  i  une  racine 
de  cette  congruence ,  et  posons 

a«,  Al ,  etc.,  étant  des  entiers  compris  entre  les  limites  o 
et  p  —  I,  ou,  si  l'on  veut,  entre  les  limites  — et 

•  Chacun  de  ces  coefficients  a  étant  ainsi  suscep- 


2. 

tible  de  p  valeurs  distinctes,  l'expression  de  A  pourra 

prendre  p^  valeurs  distinctes^  Tune  de  ces  valeurs  sera 
zéro,  nous  en  ferons  abstraction  et  nous  considérerons 

seulement  les  p" —  i  valeurs  de  A  différentes  de  zéro. 

Si  a,  o,  7,  etc.,  désignent  des  valeurs  de  A  égales  ou 
inhales  entre  elles,  le  produit  aëy...  sera  une  fonction 
entière  de  /  dont  on  pourra  rabaisser  le  degré  au-dessous 
de  V  à  Taide  de  F'  (i)  ^  o,  et  ramener  les  coefficients  entre 

les  limites  o  et  p — i  ou  — et  ^ -,  ce  produit  sera 

donc  aussi  une  valeur  de  A/  et  il  ne  sera  jamais  nul, 
car  pour  que  Ton  eût 

a67...^o     (mod.  z?), 

il  faudrait  que  Tune  des  quantités  a,  6,  y,  etc.,  fût  cou- 
grue  à  zéro  suivant  le  module  p,  ce  qui  est  contre  Tliy- 
po  thèse. 
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Cela  posé,  soit  a  Tune  des  valeurs  de  A^  toutes  les 
puissances  de  a ,  savoir  : 


a,    0L\   ar^   ol\.  . 


seront  aussi  des  valeurs  de  A.  Maiâ,  parce  que  À  n'a  que 

p' —  I  valeurs  distinctes*,  il  faut  que  quelques-unes  de  ces 
valeurs  se  trouvent  reproduites  une  infinité  de  fois  dans 
la  série  des  puissances  de  a .  Supposons  que  l'on  ait 

a"+"'^a"'     (mod./?),     ou     a»»' (a"  —  i)^o     (niod./?). 

Comme  a"'  ne  peut  être  zéro  suivant  le  module  /?,  il  faut 
que  l'on  ait 

a'*^i     (mod. /?), 
et,  par  suite, 

Il  y  a  donc  une  infinité  de  puissances  de  a  qui  se  rédui- 
sent à  l'unité.  Soit  n  Iç  plus  petit  nombre  qui  soit  tel,  que 
Ton  ait 

a"^!     (mod./?), 

on  aura  ces  n  valeurs  distinctes  de  A ,  savoir  : 

(2)  I,   a,    a%   a"-'. 

Si  l'on  a  p" —  i  =  »,  les  quantités  (2)  seront  toutes  les 

valeurs  de  A.  Si  Ton  a  p** —  i  >  'ij  soit  6  Tune  des  va- 
leurs de  A  qui  ne  font  pa^  partie  des  quantités  (2);  en 
multipliant  ces  quantités  (2)  par  ë,  on  obtient  les  n  nou- 
velles valeurs  suivantes  de  A  : 

(3)  6,    a6,    a»6,...,   a«-' 6. 

Ces  valeurs  sont  différentes  entre  elles ,  car  soient  n'  et  n'* 
deux  nombres  inférieurs  à  «;  si  l'on  avait 

a"'  6  —  a"'^  6  ^  o     ( mod*  p) , 

23 


r 
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comme  on  ne  peut  avoir  6  as  o  (mod.  p) ,  on  aurait 

a*'  —  a""  ^  o     (  mod.  /?) , 

ce  qui  est  contre  Thypothèse.  En  outre,  les  quantités  (3) 
sont  distinctes  de  (2)  ^  car  si  Ton  avait,  par  exemple, 

a"'6  !s  a""     (mod.  />), 

on  aurait ,  en  multipliant  par  a"~"', 

a"  6  aa»  a»-»'+^'     ou     6^a»-"'-^"     (mod./>), 

ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

Il  résulte  de  là  que  p^ —  i  est  égal  ou  supérieur  à  a  n. 

Si  ^''  —  I  est  plus  grand  que  a  n ,  soit  y  une  nouvelle  va- 
leur de  A  ;  en  multipliant  par  y  les  quantités  (2) ,  on  ob- 
tient les  nouvelles  valeurs  suivantes  de  A  : 

(4)  7>   «7»   a'7>«-->  «"""'V- 

Le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  prouve  que 
ces  quantités  (4)  sont  différentes  entre  elles  et  distinctes 
des  quantités  (a)^  il  est  aisé  de  voir  aussi  qu'elles  sont 
distinctes  des  quantités  (3),  car  si  l'on  avait,  par 
exemple, 

a"' 7  =  a""  6     (mod./?), 

en  multipliant  par  a"""*,  il  viendrait 

a  "  7  ^  a"-'»  -^""6     ou     7  ^  a  '»-"'-*-«"  g     (  mod .  p) , 

ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

Il  résulte  de  là  que  p'  —  i  est  égal  ou  supérieur  à  3  /i. 
Et,  en  poursuivant  ce  raisonnement,  on  voit  que  p"  —  i 

est  nécessairement  un  multiple  de  n.  Par  suite,  la  con- 

gruence 

a"^i     (mod.  p) 


VIKGT.-CINQUI£)f£    LEÇON.  355 

eatraîne  nécessair^em^ut 


a'*      — i^o     (mod.  p). 


Et  comme,  en  particulier,  i est  Vune  des  valeurs  que  peut 
prendre  A ,  on  peut  faire  a  =  i,  et  Ton  voit  que  Ton  a 

c'est-à-dire 

/(OF{i)  =  /-'-,  4- />x('% 

/et  )^  désignant  des  fonctions  entières. 

Ce  résultat,  dégagé  de  la  considération  des  imaginaires, 
se  traduit  dans  le  jhéorème  d'algèbre  suivant  : 

TaÉo&ÈME.  —  Si  p  est  un  nombre  premier  et  que 

F  (x)  =  je"  -h  Pi  x""^  -h  Pf  x""*  -h. ,.  soit  un  polynôme 
du  degré  v  à  coefficients  entiers,  tel,  çuon  ne  puisse 
ai^oir 

?  (^)  ^  ^  {^)  ^^  x(*^)  ^^^^^  ^^^  polynômes  à  coefficients 
entiers,  on  pourra  poser 

ou,  si  l'on  veut, 

■ 

fety^  désignant  des  polynômes  à  coefficients  entiers. 
L'égalité 

va  nous  permettre  de  démontrer  que  la  congruence  pro- 
posée 

F(.j?)^o     (mod,  p) 

admet  v  racines  distinctes  de  la  forme  A. 

23. 
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Remarquons  d'abord  que  les  coefficients  àej  [x)  pou- 
vant être  rabaissés  au-dessous  de  ;?,  le  degré  dey  (x)  F  (x) 

est  nécessairement  égal  kp^.  Cela  posé,  d'après  ce  qui 
précède,  la  congruence 


V 

x^  — X35  0     (mod. /?) 


admet  pour  racines  les  p""  valeurs  de  A ,  zéro  compris  ; 
d*ailleurs  les  racines  de  cette  congruence  appartiennent  à 
Tune  ou  à  l'autre  des  deux 

f[x)^o     (mod.  p)y  F  {x)  es  o     (mod.  /?). 

Si  donc  la  seconde  de  ces  deux  congruences  avait  moins 
de  V  racines  de  la  forme  A ,  il  faudrait  que  la  première 

eût  plus  de  p"  —  v  racines  de  la  même  forme ,  ce  qui  est 

impossible ,  puisqu'elle  n'est  que  du  degré  p*  —  v. 

Ainsi  Ton  peut  considérer  une  congruence  irréductible 
de  degré  v,  suivant  un  module  premier,  comme  ayant  v 
racines  imaginaires  qui  sont  des  fonctions  entières  de 
l'une  d'entre  elles. 


V 

De  la  congruence  x^  —  x^o     {inod^ p) . 

il  résulte  de  ce  qui  précède  que  s'il  existe  une  con- 
gruence irréductible  du  degré  v ,  suivant  le  module  pre- 
mier p,  et  que  i  désigne  une  racine  de  celte  congruence 
irréductible,  la  congruence 

x^  — X  =r  o     (mod, /r) 

admet  p"  racines  qui  sont  toutes  des  fonctions  entières 
de  I.  Or  on  peut  prouver  aisément  l'existence  d'une  con- 
gruence irréductible  de  degré  v ,  quel  que  soit  le  module 


I 

I 

I 

i         ou 


Vr^GT-CINQUIÈME    LEÇON.  357 

premier/?  (*).  Nous  commencerons  par  établir  le  lemme 
suivant  dont  nous  ferons  usage. 

Lemme.  —  Soient  f\x)  une  fanction  entière,  p   un 
nombre  premier  et  n  un  nombre  entier  quelconque,  ou  a 

/{x'-1=[/(jc)Y\px{^), 

^  (x)  désignant  une  Jonction  entière. 
Soit 

la  puissance  p""**  de  f{x)  renfermera  d'abord  les  puis* 
«ancês  ^"'»«'  des  différents  termes;  elle  renfermera,  en 
outre ,  d'autres  termes  contenant  certaines  puissances  de 
plusieurs  termes  def{x)  ;  le  coefficient  de  l'un  quelconque 
de  ces  derniers  termes  aura  la  forme 

A  '•  ^  •  .  •  ff 

(l  .2.  .  .  ^i).  .  .   (î  ,2,  ,  ,  qic) 

^1?  7tvî  Çk  étant  des  nombres  inférieurs  à  p,  ce  coeffi- 
cient est  donc  divisible  par  p  et  l'on  a 

[/{^)y + /'z  (*)="/+ ^r  ^'' + <  ^'''+  •  •  •+  <  ^"'j 

mais,  par  le  théorème  de  Fermât,  on  a 

^p^u     (mod./?); 
donc 


X(x)  désignant  une  fonction  entière. 


(*)  Galois  n'a  indiqué  aucune  démonstration  satisfaisante  de  ce  point 
capital.  La  démonstration  que  j'ai  trouvée  et  que  je  présente  ici,  ne  laisse 
rjén  à  désirer ,  je  pense,  sous  le  rapport  de  la  rigueur  et  de  la  <!larté. 
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Si  l'oii  met  x^      au  lieu  de  x,  il  vient 

•^  [x)  étant  ici  une  nouvelle  fonction  entière.  Cela  posé, 
admettons  que  Ton  ait 

/(x/"')  =  [/(x)]/"  +  /,xW;    . 

en  élevant  cette  égalité  à  la  puissance  p  et  ayant  égard  à 
la  précédente ,  il  vient 

Donc,  si  cette  dernière  égalité  a  lieu  pour  une  valeur  de 
l'exposant  n ,  elle  a  lieu  pour  la  valeur  immédiatement 
supérieure;  d'ailleurs  elle  a  été  démontrée  pour  n  =  i, 
donc  elle  est  générale. 

Ce  lemme  établi ,  considérons  la  congruence 


,/ 


(i)  x^  -^x^o     (ïïiod. /?), 

et  décomposons  le  premier  membre  en  facteurs  irréduc- 
tibles 9  de  manière  que  Ton  ait 

(2)  F  for)  F,  (j:)F,  (x)..  .  =  a: /'"''  — j: +/?;^  (j?), 

F,  Fi ,...  et  ;j  étant  des  fonctions  entières.  Parmi  les  fac- 
teurs F  (x),  Fi  [x] ,  etc.,  il  y  en  a  /?  qui  sont  du  premier 
degré  et  qui  ont  respectivement  pour  valeurs 

X  ,     X  ■""•   I  ■     X  "—"•  2  ■  •  •  •  ,    «17  — •  p  ^~  f  1 

les  autres  facteurs  sont  de  degrés  supérieurs  et  deux  quel- 
conques d'entre  eux  ne  sauraient  être  égaux,  puisque  la 

fonction  x^  —  a:  n'a  aucun  facteur  commun  avec  sa  dé- 
rivée.  En  outre  ^  la  somme  des  degrés  des  polyntoes 
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F  (or) ,  Fi  (x)  y  etc. ,  est  nécessairement  égale  à  p^,  car  le 
premier  terme  du  produit  de  ces  polynômes  doit  détruire 

le  terme  x''  . 

Cela  posé,  je  dis  que  parmi  les  polynômes  F  (.r), 
Fi  (x),  etc. ,  il  n'y  en  a  aucun  dont  le  degré  soit  supérieur 
à  V.  En  effet,  supposons,  s'il  est  possible,  que  le  degré  fi 
de  F  (jr)  soit  supérieur  à  v ,  et  désignons  par  t  une  racine 
de  la  congruence  irréductible 

F(x)^o      (mod.  p). 
Posons  aussi 

F  (r)  étant  un  facteur  de  x^  — x  -{-pxix)^  la  con- 
gruence (i)  admet  i  pour  racine,  et  Ton  a 

iP^ ^J    (mod.  p). 
Or,  d'après  le  lemme  qui  précède ,  on  a 

[f{i)f^/{ip')     (mod./.); 
donc 

[/(0/-/(0^o     (mod./,), 

et,  par  suite, /(i)  est  racine  delà  congruence  (i).  Nous 
sommes  ainsi  conduits  à  cette  conséquence,  que  la  con- 
gruence (  I  )  qui  est  du  degré  p  aurait  pour  racines  les  p 
valeurs  distinctes  dont  f(i)  est  susceptible  :  or  cela  est 
impossible  si  fz  est  ^  v;  il  est  donc  absurde  de  supposer 
que  le  degré  de  F  [x)  soit  supérieur  à  v. 

Je  dis,  en  second  lieu,  que,  parmi  les  polynômes 
F  (a:),  Fi  (x),  etc.,  il  y  en  a  nécessairement  quelques-uns 
dont  le  degré  est  égal  à  v.  En  effet,  si  tous  ces  polynômes 
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sont  de  degré  inférieur  à  v  ,  comme  ils  sont  irréductibles, 
chacun  d'eux  divisera,  suivant  le  module  p^  Tune  des 
fonctions 

xi*  —  Xy      xi*  — Xj      xP  — jr,      xP       — x, 

en  sorte  que ,  si  Ton  décompose  en  facteurs  irréductibles 
le  produit  de  ces  binômes ,  tous  les  polynômes  F  (x), 
Fi  (x) ,  etc. ,  feront  partie  de  ces  facteurs.  On  aura 
donc 

[xP—  x)  [xP'*^  —  :f)  .  . .  \xP^~^  —  x) 

=S  {xP'  —  x)<f{x)  -+-/'X(*)7 

(p  et  ;(  étant  des  fonctions  entières.  Or  une  pareille  éga- 
lité est  impossible;  en  effet,  les  coe^cients  de  «p  (a:)  étant 
rabaissés  au-dessous  de  p ,  le  premier  terme  du  premier 

membre  qui  est  du  degré  p  4-  p '-+-...  H- p        sera  égal 

au  premier  terme  de  [x^^  —  x)  y  (.r) ,  dont  le  degré  es\ 

au  moins  égal  à  p^  ;  on  aurait  donc 

p-hp'4-...  +y'  =       ^^  =  ou>p% 

ce  qui  est  absurde. 

On  peut  conclure  de  là  qu'il  existe,  dans  tous  les  de- 
grés, des  congruences  irréductibles,  suivant  un  module 
premier  p,  et,  par  suite,  que  la  congruence 

xP  — x^o     (mod.p) 

a  p'  racines  qui  dépendent  nécessairement  d'une  seule 
congruence  irréductible  de  degré  v. 

Maintenant,  pour  avoir  cette  congruence  irréductible, 
d'où  dépendent  les  racines  de  la  congruence 

XP^  —  X^O      (  11)0(1.  p  )  , 
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la  méthode  la  plus  générale  sera  de  délivrer  d'abord  cette 
congruence  de  tous  les  facteurs  communs  qu  elle  pourrait 
avoir  avec  des  congruences  de  degré  inférieur  et  de  la 

forme  x^^ —  x^o.  On  obtiendra  ainsi  une  congruence 
qui  devra  se  partager  en  congruences  irréductibles  de 
degré  v.  • 

Propriété  des  racines  d'une  congruence  irréductible. 

On  peut  exprimer  toutes  les  racines  de  la  congrueuce 
irréductible  de  degré  v 

F(j:)^0     (mod./?), 

par  les  puissances  de  l'une  quelconque  d^entre  elles. 
En  effet ,  nous  avons  vu  que  Ton  a 

)^  étant  une  fonction  entière.  Si  donc  x  désigne  une  ra- 
cine de  la  proposée ,  toutes  les  racines  seront  représentées 
par 


2  V—  I 


«>F  •'  X'    y  JC*^       a    •     •     «     •  aZ 


P 


Toutefois ,  pour  légitimer  cette  conclusion ,  il  faut  prou- 
ver que  les  quantités  précédentes  sont  différentes.  Il  suffit 
pour  cela  de  faire  voir  que  si  i  désigne  une  racine  de  la 
proposée,  on  ne  peut  avoir 

iP       =iP  ,     ou     il'   [iP   (p-^)^i\^o     (mod./?). 

En  effet,  supposons  que  cela  ait  lieu.  Comme  z>'^  li'est 
pas  nul ,  suivant  le  module  ^ ,  on  a 

iP    ^''-'^-iso     (mod./.). 
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Or  l'exposant  de  la  plus  petite  puissance  de  i  congrue  à 
l'unité,  divise  p"* — i,  etn^a,  par  suite,  aucun  facteur 
commun  avec  /:;"  ;  on  a  donc 

n 

i''  ~ '  —  I  ^ o     ( mod. /;) , 
ou 

F(0/(0  =  '•'""' -'+/'x(«). 

y  et  jj  désignant  des  fonctions  entières.  Or  cette  égalité 

est  impossible  -,  car  n  étant  inférieur  à  v,  i^  -*  — r  ne  peut 
admettre  un  diviseur  irréductible  F  (i)  de  degré  v.  Donc 

iH-ii'  n' 

on  ne  peut  supposer  i''       ^  i^  . 

Des  racines  primitwes. 
Considérons  la  congruence  binôme 

(i)  a:''"'* — i^o     (mod./?), 

et  soit  i  une  racine  d'une  congruence  irréductible  de  de- 
gré V, 

F(«)so     (mod./?). 

Si  l'on  fait 


a  =  «0  -j-  ûr,  e  -f-  <7j  i'  4-  ...  4-  «y_ 


i 


V — I 


I      ' 


«0  >  «1  ?  etc. ,  étant  des  entiers  inférieurs  à  p,  on  a ,  comme 
nous  l'avons  vu  plus  haut , 

a"^i     (mod. />), 

n  étant  un  diviseur  de  p" —  i.  Cela  posé,  si  n  est  le  plus 
petit  nombre  qui  soit  tel ,  que  Ton  ait 

a«^  I      (mod./?). 
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nous  dirons  que  a  est  une  racine  primitive  de  la  con- 
gruence 

(2)  x^ — 1=^0     (mod. /?). 

Le  premier  membre  de  la  congruence  (i)  est  toujours 
divisible  par  le  premier  membre  de  la  eongrueace  (  2)  ^  si 

n  est  un  diviseur  de  p^ —  i  ;  donc  la  congruence  {2)  a  w 
racines  qui  sont  des  fonctions  entières  de  1;  nous  allons 
montrer  que,  parmi  ces  n  racines,  il  y  en  a  toujours  de 
primitives.  Remarquons  d'abord  que  les  racines  com- 
munes à  deux  congruences 


X 


n — 1^0,     x"' — 1^0     (mod. />), 


dont  les  degrés  n  et  n^  divisent  p^ — i,  appartiennent 
aussi  à  la  congruence 

x^ — 1^0     (mod./?), 

ou  6  désigne  le  plus  grand  commua  diviseur  de  n  et  n'. 
En  effet,  soient  a  ime  racine  commune  aux  deux  con- 
gruences proposées,  et  k  le  plus  petit  nombre,  tel  que  l'on 
ait 

a*^  I     (mod,  p), 

Le3  puissances  de  a  congrues  à  l'unité  sontiX*,  a**,  etc., 
d'où  il  suit  que  k  divise  n  et  n*]  il  divise  donc  leur  plus 
grand  commun  diviseur  9,  et  par  conséquent  a  satisfait  à 

x^ — 1^0     (mod.p). 

On  conclut  de  ce  qui  précède  que  les  racines  non  primi- 
tives de  la  congruence 

x" — li^o     (mod./j), 


364  VINGT-CINQUIÈME    LEÇON. 

appartieniieut  à  une  deuxième  congruence 

X   — i^o     (mod./?), 

dont  le  degré  0  est  un  diviseur  de  n. 

Supposons  d'abord  que  n  ne  renferme  qu'un  seul  fac- 
teur premier  ^,  que  Ton  ait,  par  exemple , 


n 


—  /»/* 


Les  racines  noii  primitives  de  la  congruence 

«'    — i^o     (mod.  p) 
appartiendront  aussi  à 


a: 


—  I  ^  o     (mod.  p). 


Celle-ci  a  ^ /*"'   racines^  donc  la  proposée  a.  {/^ — y'*  '' 

ou  9^1  I I  racines  primitives. 

Supposons ,  en  second  lieu,  que  n  contienne  plusieurs 
facteurs  premiers,  y,  q\  (f^\  etc.,  et  soit 

n  =:  q^  q^  q^  .  .  .; 

la  congruence  proposée  sera 

^q       q  q  ...    j^Q  (mOil.    ^). 

Considérons  Jes  congruences 

x^^ — i^o,     x^'^ — i^o>...,     (mod,/?); 

et  désignons  par  a  une  racine  de  la  première,  par  a'  UD0 
racine  de  la  deuxième,  etc.  Le  produit 

0c  oc  .  .  . 


VINGT-CINQUIÈME    LEÇON.  365 

sera  une  racine  de  la  proposée,  et  ce  sera  même  une 
racine  primitive,  si  Ton  prend  pour  a,  à',  etc.,  des  ra- 
cines primitives  des  congruences  auxquelles  elles  appar- 
tiennent respectivement.  Il  suffit,  pour  établir  cette  pro- 
position ,  de  répéter  textuellement  des  raisonnements  que 
nous  avons  suffi.samment  développés  dans  la  leçon  pré- 
cédente. On  voit  aussi  que  le  nombre  des  racines  pri- 
mitives de  la  proposée  est 

■   ,v'V...(-i)(.-l)(.-i=).... 

Si  a  désigne  une  racine  primitive  de  la  congruence 

a:/"*  —  1^0     (  moà.p) , 

toutes  les  racines  de  cette  congruence  seront  représentées 
par 

V 

a,  a%   a%  .. ,,  a''  ~'. 

Je  dis,  en  outre,  que  a  dépend  d'une  congruence  irré- 
ductible de  degré  v.  En  effet ,  le  binôme  x^  "^  —  i  n'ad- 
met aucun  facteur  irréductible  de  degré  supérieur  à  v; 
et,  si  a  était  racine  d'une  congruence  irréductible  de 

degré  inférieur  à  v ,  il  n'y  aurait  pas  p  —  i  fonctions 
entières  de  a  distinctes  entre  elles  et  différentes  de  zéro  ^  par 

conséquent ,  les />" — i  premières  puissances  de  a  ne  se- 
raient pas  distinctes ,  et  alors  a  ne  serait  pas ,  comme  on 
la  supposé,  une  racine •  primitive.  La  congruence  irré- 
ductible dont  ce  dépend  a  pour  racines 

1  y  —  1 

a,   «p,   OiP  y. .,,  a.P         j 

comme  on  l'a  vu  plus  haut ,  et  l'on  a 

olP  ^  01.     (mod.^). 
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Comme  les  puissances  dep  sont  premières  avec  p*  -^  i^ 
on  conclut  aisément  de  là  que  toutes  les  racines  de  la 
congruence  en  a  sont  des  racines  primitives  \  .par  consé- 
quent, \g  nombre  total  des  racines  primitives  de  la 
congruence 

xP"^ — i^o     (mod.p), 
est  un  multiple  de  v. 

Recherche    de    toutes    les    racines    d'une    congruence 

m 

quelconque. 

Le  principal  avantage  de  la  nouvelle  théorie  que  nous 
avons  exposée  est ,  dit  Galois ,  de  ramener  les  congruences 
à  la  propriété  (si  utile  dans  les  équations  ordinaires)  d^ad- 
mettre  précisément  autant  de  racines  qu'il  y  a  d'unités 
dans  leur  degré. 

La  méthode  pour  avoir  toutes  ces  racines  sera  très-sim- 
ple. Premièrement ,  on  pourra  toujours  préparer  la  con- 
gruence donnée  ^  {oc)  ^ o  ( mod.  ^  ) ,  de  manière  qu'elle 
n'ait  plus  de  racines  égales ,  ou,  en  d'autres  termes,  de  ma- 
nière que  le  premier  membre  n'ait  plus  defacteur  commun 
avec  sa  dérivée^  et  le  moyen  de  le  faire  est  évidemment  le 
même  que  pour  les  équations  ordinaires. 

Ensuite,  pour  avoir  les  solutions  entières,  il  suffira 
(vingt«-troisième  leçon)  dediercher  le  plus  grand  commun 
diviseur  à*  F  (x)  et  à  x^~^  — ^^  i . 

Si  maintenant  on  veut  avoir  les  solutions  imaginaires 
du  second  degré ,  on  cherchera  le  plus  grand  commun  di- 

viseur  à  F  [x]  et  k  x^  "*  — r  i ,  et ,  en  général ,  les  solu- 
tions de  Tordre  v  seront  données  par  le  plus  grand  commun 

diviseur  à  F  (j:)  elk  x^  "^  —  i . 
Il  est  aisé  de  voir  que  si 

F  [x]  ^  G     (  mod.  p) 
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est  une  congruence  quelconque  de  degré  m,  ses  m  racines 
peuvent  s'exprimer  toutes  par  des  fonctions  entières  d'une 
seule  racine  i  d'une  congruence  irréductible.  En  efiet, 
décomposons  le  premier  membre  de  la  congruence  pro- 
posée en  facteurs  irréductibles ,  et  soit 

F,  {x)Y,  [x)  F3  {x)  .  . .  =  F(x)  -^pxix), 

;(  étant  une  fonction  entière.  Soient  v,  fx,  X,  etc.,  les  nom- 
]>res  inégaux  par  lesquels  on  peut  exprimer  les  degrés  des 
polynômes  Fj,  Fj ,  Fs ,  etc. 5  les  racines  de  la  congruence 
proposée  appartiendront  à  Tune  des  congruences 

xP^ — ^^o,     xP^ — x^o^    xP — â?s=o,...     (mod./?). 
et ,  par  suite ,  à  la  congruence 

xP       '" — x^o     (mod./?). 

Or,  toutes  les  racines  de  cette  dernière  peuvent  s'ex- 
primer par  une  seule  racine  d'une  congruence  irréduc- 
tible*, donc  la  proposée  aura  la  même  propriété. 

jipplication  de  la  théorie  à  un  exemple. 

Pour  donner  un  exemple  de  la  tbéorie  que  nous  venons 
de  développer,  considérons  la  congruence 

3 

x' -' — 1^0     (mod.  7). 

D'abord,  il  est  facile  ici  d'obtenir  une  congruence  irré- 
ductible du  troisième  degré.  Effectivement,  si  h  n'est  pas 
résidu  cubique  de  7,  la  congruence 

x^^h     (mod.  7) 
n'admettra   aucune  racine   entière,  et,  par  suite,  elle 
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sera  irréductible.  Or,  parmi  les  nombres  1,2,  3,  4?  5,  6, 
il  n'y  a  que  i  et  6  qui  soient  résidus  cubiques  de  7,  donc 
les  congruences 

jr3^2,     x^^3,     x=*^4>     «p*^5     (mod.7) 

sont  irréductibles.  Nous  désignerons  par  i  une  racine  de 
la  congruence 

P  ES  2     (mod.  7  ), 

et  alors  les  racines  de  la  proposée  auront  toutes  la  forme 

««-+-  «.  i  4-  «j  P. 

Cherchons  maintenant  une  racine  primitive  de  la  con- 
gruence proposée  qui  est 

(i)         ar"' — 1^0     ou     x'**  •" — 1^0     (mod.  7). 

Il  suffit  pour  cela  d'avoir  une  racine  primitive  de  chacune 
des  trois  suivantes  : 

(2)     x^  —  1^0,  x^  —  I  »E  o,  x'®  —  1^0     (mod.  7). 

La  racine  primitive  de  la  première  des  congruences  (2) 
est  —  15  la  deuxième  de  ces  congruences  (  2  )  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

(-c3 — 1)  (jc^— 2)  (jc^  —  4)^o      ('"od.  7), 

et  ses  racines  primitives  sont  les  racines  des  deux  con- 
gruences 

x'^^2,  x^^4     (naod.  7); 

doue  î  est  une  racine  primitive  de  la  deuxième  des  con- 
gruences (2).  Il  ne  reste  qu'à  trouver  une  racine  de 
x^^  —  1^0,  ou  plutôt  de 

jc^^ i 

^  o     (  mod.  n  ) . 

x —  I  ^  ' 


^ 
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Essayons  pour  cela  si  l'on  ne  peut  pas  satisfaire  à  la  ques-» 
tien  en  posant  simplement  x  =  ûo4-«iI,  au  lieu  de 
«0  -+-  «1  î-h  Of  1  *  ;  nous  devrons  avoir 

{ap-ha^iy^^i     (mod.  7), 

ce  qui ,  en  développant  par  la  formule  de  Nevvton  et  ré- 
duisant les  puissances  de  ao ,  a^  et  i  par  les  formules 

se  réduit  à 

3  [a.  -  «;  aj  4-  {«;  a]  -f-  a]  a\)  n]  m  i , 
d^où,  en  séparant , 

3^0  —  3<iJ  ûj  E  I,  al  a]  ^a]a\  =  h. 
Ces  deux  dernières  conditions  sont  satisfaites  en  posant 

Donc  —  1+2  est  une  racine  primitive  de  la  troisième 
des  congruences  (a).  Le  produit  des  trois  quantités  —  i, 
j  et  —  I  4- 1 ,  qui  est 


sera  donc  une  racine  primitive  de  la  congruence  proposée 

j:'*""'  —  I  35  o     (mod.  7); 

par  conséquent,  celle  expression  jouit  de  la  propriété 
quen  Télevant  à  toutes  les  puissances,  on  obtiendra 
7'  —  I  expressions  différentes  et  de  la  forme 

Si  l'on  veut  connaître  la  congruence  irréductible  dont  dé- 
pend la  racine  primitive  que  nous  v^enons  de  trouver,  il 
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faudra  éliminer  i  entre 

a=i — /'     et     i'^2     (mod.  7). 

En  élevant  la  valeur  de  «  au  cube,  puis  réduisant  les  ex- 
posants de  I,  il  vient 

a'  ^  —  2  -h  /  —  /*    ( mod.  7 ) j 
d'où 

a' — a-h2^o     (mod.  7\ 

Il  sera  convenable  de  prendre  pour  base  des  imaginaires 
et  de  représenter  par  1  la  racine  de  cette  congruence,  en 
sorte  que  Ton  aura 

î^ — f-l-2sso     (mod.  7), 

et  l'on  obtiendra  toutes  les  imaginaires  de  là  forme 

^0  -h  rt,  /  -h  «a/' 


«0  -t-  ftk  t  -t-  U2  i 

n  élevant  i  à  toutes  les  puissances  et  réduisant  par  la 
précédente  congruence. 


en 


^ 
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Des  équations  irréductibles  dont  deux  racines  sont  tellement  liées  entre 
elles,  que  l'une  puisse  s'exprimer  rationnellement  par  Fatitre. 


Nous  avons  démoAtré,  dans  la  vingt-deùxîèrae  leçon  ^ 
rimpossibililé  dé  résoudre  algébriquement  lès  équations 
générales  de  degré  supérieur  au  quatrième.  Mais  une 
équation  de  degré  quelconque,  dont  leé  coefficients  ont 
des  valeurs  particulières  déterminée^ ,  peut ,  dans  certains 
cas,  être  résolue  algébriquement  (*).  Ainsi,  les  équation» 
auxquelles  conduit  le  problème  de  la  division  du  cercle  en 
tiù  nombre  premier  p  de  parties  égales  sont  toujours  ré- 
solubles par  radicaux;  et,  comme  M.  Gauss  Va  établi  dans 
ses  Recherches  arithmétiques,  chacun  des  radicaux  dont 
l'expression  des  racines  est  composée,  a  pour  indice  l'un 
des  facteurs  premiers  de  p  —  i.  Ces  équations  ont  cette 
propriété,  que  chaque  racine  peut  s'exprimer  rationnelle- 
ment par  l'une  quelconque  des  autres  ["voyez  treizième 
leçon);  Abel,  en  partant  de  cette  remarque,  a  fait  voir 
que,  si  deux  racines  d'une  équation  irréductible  sont  tel- 
lement liées  entre  elles,  que  l'une  puis$e  s'exprin^ei*  ra- 


Ç*)  L^ équation  du  neuvième  degré  dont  dépend  la  recherche  des  points 
d^nflexion  des  courbes  du  troisième  degré  est  toujours  résoluble  algé- 
briquement (voir  la  Note  XII). 

Gaiois  a  donné  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une 
équation  irréductible  de  degré  premier  soit  résoluble  par  radicaux  (voir  le 
Journal  de  M.  Liouville ,  tome  XI  ).  Dans  ces  derniers  temps ,  un  géomètre 
allemand,  M.  Léopold  Kronecker»  s^est  occupé  avec  le  plus  grand  succès  de 
la  résolution  des  équations  algébriques.  On  trouvera  dans  la  Note  XIII  la 
traduction  du  résumé  que  M .  Kronecker  a  fait  lui-même  de  se^  recherches. 
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tionnellement  par  Tautre,  on  peut  toujours  ramener  la 
résolution  de  Téquation  à  celle  d'équations  de  degrés 
moindres.  U  y  a  même  des  cas  où  Téquation  est  résoluble 
algébriquement;  cela  arrive  en  particulier  si  son  degré 
est  un  nombre  premier. 

Nous  allons  exposer  ici  ces  recherches  d' Abel ,  et  nous 
ferons  ensuite  F  application  de  sa  méthode  aux  équation» 
dont  dépend  la  division  du  cercle  en  un  nombre  premier 
de  parties  égales. 

Des  équations  irréductibles  dont  deux  racines  sont  tel- 
lement liées  entre  elles  y  que  l'une  puisse  s* exprimer 
rationnellement  par  Fautre, 

Lèmme.  —  Sif[x)  =  o  est  une  équation  irréductible , 
F  [x)  une  fonction  rationnelle,  et  que  l'équation  F  [x)  =  o 
admette  une  racine  Xi  def[x)  =  o^  elle  admettra  aussi 
toutes  les  autres. 

Soit,  en  effet, 

^  et  ^  désignant  des  fonctions  entières  ;  la  racine  x^  sera , 
par  hypothèse ,  commune  aux  équations 

et  cela  exige  que  le  polynôme  (f{x)  soit  divisible  par  f(x) , 
car  autrement  il  y  aurait  un  diviseur  commun  à  ces  poly- 
nômes, et  l'équation y^( a:)  =  o  ne  serait  pas  irréductible. 
Soit  donc 

ou  aura 

et,  par  conséquent,  l'équation  F (jc)  =  o  admettra  toutes 
les  racines  de  f  (x)  =  o. 
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Soit  maintenant 

une  équation  irréductible  de  degré  [i ,  Qt  supposons  que 
deux  racines  x^  et  Xi  soient  liées  entre  elles  par  TéquatioD 

OÙ  9  a:  désigne  une  fonction  rationnelle  de  x  et  de  quan^ 
tités  connues.  3ù^  élant  racine  de  Féquation  (i),  on  aura 

/(ôar.).=  o; 

d^où  il  suit  que  Xi  sera  racine  de  Téquatîon 

{2)  /(9ar)  =  o, 

et ,  par  conséquent,  cette  équation  (2)  admettra  toutes  les 
racines  de  Téquation  (1),  car  celle-ci  est  irréductible,  et 
f(Ox)  est  une  fonction  rationnelle.  En  d'autres  termes, 
si  X  désigne  une  racine  quelconque  de  Téquation  (1),  6x 
sera  aussi. racine  de  cette  équation.  Mais  Bxt  est  racine  de 
Uéquation  (i)  ;  donc  ddxi  le  sera  aussi,  ainsi  que  d6d jCi,  et 
généralement,  en  répétant  sur  Xi  un  nombre  quelconque 
de  fois  l'opération  désignée  par  0,  on  obtiendra  toujours 
une  racine  de  l'équation  (1). 
Soit,  pour  abréger, 

tous  les  termes  de  la  série 

seront  des  racines  de  l'équation  (  1) .  Mais  la  série  (  3  )  ren*- 
ferme  une  infinité  de  termes,  tandis  que  l'équation  (1) 
n'a  que  fi  racines  ^  il  faut  donc  que  quelques-unes  des 
quantités  (3)  se  trouvent  repétées  un  nombre  infini  de  fois. 
Supposons ,  par  exemple ,  que  Ton  ait 


374  ymaT-sixiÈME  leçon. 

ou 

©«(©"a:,)  —  ©"x,  =  0, 
Féquatioii 

©"a:  —  X  z=z  o 

a  la  raciue  9'"Xi  commune  avec  réquation  (i);  elle  admetr 
tra  donc  toutes  les  racines  de  Téquation  (i),  et  Ton  aura 

ou 

On  tire  de  là 


e'»+*x,  =  ô* 


X|  ^ 


d'où  il  suit  qu  à  partir  du  w*''"',  les  termes  de  la  série  {3  ) 
se  reproduiront  dans  le  même  ordre,  et  que  cette  série  ne 
contiendra  que  ces  n  quantité^  distinctes 

(4)  J?i,      ÔJ^i,      0'j"m    •  •>      ©""""'Xi. 

Ces  n  quantités  seront  j  en  eliet ,  distinctes  ^  si  n  est  le 
nombre  de  fois  qu^il  faut  répéter  sur  Xi  ropératiou  désiT 
gnée  par  9  pour  reproduire  x, . 

Si  Ton  a  fA  3ZX  ra,  la  série  (4)  contient  toutes  les  racines 
de  Téquatioti  (i)  *,  ce  cas  est  celui  de  Téquation 

=  0, 

X  — I 

OÙ  w  -h I  est  un  nombre  premier  {* ) ,  ainsi  que  nous  la- 
vons  établi  dans  la  vingt-quatrième  leçon. 

Supposons  fx]>  n,  et  soit  Xf  une  racine  de  l'équation  (i) 
qui  ne  fasse  pas  partie  de  la  série  (4)*,  on  fera  voir,  commç 
précédemment ,  que  toutes  les  quantités 

sont  également  racines  de  Téquation  (i).  Or  je  dis  que, 


{*)  L^équation  dont  il  s'agit  ici  est  irréductible.  On  trouvera  la  dcDions- 
traiion  de  cetlc  importante  propriété  dans  la  Note  IX. 
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dans  la  série  (  5  ) ,  les  n  premiers  termes 

sont  les  seuls  qui  puissent  être  différents.  En  effet,  Téqua- 
lion 

admet  la  racine  Xi  de  l'équation  (i)*,  donc  elle  admettra 
toutes  les  autres ,  et  Ton  aura 

w     J7j  —  JC^  9 

d'où 

Par  conséquent,  les  termes  de  la  série  (5)  se  reproduiront 
dans  le  même  ordre,  à  partir  du  /i**'"',  et,  parmi  ces 
termes,  les  seuls  qui  puissent  être  distincts  sont  renfermés 
dans  la  série  (6). 

Je  dis  maintenant  que  les  termes  de  la  série  (6)  sont 
effectivement  différents  entre  eux,  et  distincts  des  quan- 
tités (4). 

L'égalité 

où  k  et  I  sont  inférieurs  à  n,  est  effectivement  impossible  \ 
car,  diaprés  le  lemme  établi  au  commencement  de  cette 
leçon ,  elle  entraînerait 

ce  qui  n'a  pas  lieu,  puisque  les  quantités  (4)  sont  dif- 
férentes. 
L'égalité 

est  de  même  impossible.  Si,  en  effet,  elle  avait  lieu,  il  en 
résulterait 

Ô«-*Ô'A',  z=:  0«-*Ô*j;a, 
OU 


376  VINGT-SIXIÈME    LEÇON. 

et,  par  conséquent ,  j?!  ferait  partie  de  la  série  (4)9  <^e  qni 
est  contre  Thypothèse. 

Le  nombre  des  racines  de  Inéquation  (1)  renfermées  dans 
les  séries  (4)  et  (6)  est  271^  on  a  donc  nécessairemei^t 
fx=2n  Qu  fjL^nn, 

Supposons  fA  ^  2  n ,  et  désignons  par  x^  une  racine  de 
Téquation  (i)  qui  nç  fasse  pas  partie  des  groupes  (4) 
et  (6)  ;  en  raisonnant  comme  précédemment,  on  formera 
un  troisième  groupe  de  n  racine^ 

toutes  distinctes  et  différences  des  quantités  (4)  et  (6); 
d'où  il  suit  néces^airenfient  quç  Ton  a  fx=  3  n  ou  fi^  3  n. 
En  continuant  ainsi,  ou  verra  que  les  [i  racines  de 
Téquation  (i)  peuvent  être  partagées  en  un  certaip 
nombre  m  de  croupes  composés  chacun  de  n  termes ,  ea 
sorte  que 

l^çs  racines  de  l'équation  (i)  seront  alors 

(n\  /  Xj,       0X3,       ô'Xa,  ,  .  .  I       0"""'X3, 


Considérons  Féquation  de  degré  n  qui  a  poi^r  racines 
les  ri^cine^  de  Tun  de  ces  groupes,  du  premier  par  exemple  , 
et  soU 

(x  — x.)  (x  — ôx,)(x  —  ft^x,). .  .(x  — 0'»-'x,)  =  o, 
ou 

(8)         X"  -h  A'.x»-'  4-  A'jX'»-^  -h ...  -h  A'    ,  X  4-  Ai  =  o 


r 
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cette  équation.  Les  coefficients 

A'         A'  A' 

sont  des  fonctions  rationnelles  et  symétriques  des  quan-- 
tités 

et  ne  dépendent ,  comme  on  va  voir,  que  d'une  seule  équa- 
tion du  degré  m. 

Soit,  en  effet,  yt  une  fonction  rationnelle  et  symétrique 
quelconque  des  quantités 

(9)  ^ly      ÔJ^i,      ô'j:,,...,      e*-'x,; 

OXi^  6'jCi)  etc.,  étant  des  fonctions  rationnelles  de  Xi,  yt 
le  sera  aussi ,  et  nous  poserons 

F  désignant  une  fonction  rationnelle.  En  outre,  à  cause 
de  9"X|  =  Xi,  les  quantités  (9)  ne  feront  que  se  changer 
les  unes  dans  les  autres  si  Ton  remplace  X]  par  9xi, 
fl*  Xi , . . . ,  6"~*  Xi  ;  et  comme  /i  est  une  fonction  symétrique 
de  ces  quantités,  sa  valeur  sera  invariable  par  ces  chan- 
gements ^  on  aura  donc 

Désignons  par 

les  valeurs  que  prend  y^  quand  on  y  remplace  Jc,  succes- 
sivement par 

on  aura 

X,=  ¥{x,)  =F(e:F,)  =  F(e*x,)=:...=:F(ô-'4r,), 

^,=  F(a:,)=F(Ô^«)  =  F(0'ar«)=...=  F(Ô«-^«). 
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Soil  maintenant 

(r  —  ji  )  (r  — rO-  •  'ij'  —r-)  =  »» 

ou 

Féquation  qui  a  pour  racines  yi  ?  y»  ,.*?•? JK« 5  j^  ^'s  V^^  '^^ 
coefficients  ^1, /^s,  etc.,  de  cette  équation  peuvent  être 
exprimés  rationnellement  par  les  coefficients  de  Féqua- 
tion proposée  (i).  On  a,  en  effet,  quel  que  soit  l'entier  A, 

^'=^{[^('^«)l'H-[F(ô-r.)]V...4-[:F(ô«-x.)]'j, 


et,  en  ajoutant. 

Le  signet]  du  second  membre  s'étend  à  toutes  les  ra- 
cines de  l'équation  proposée;  ce  second  membre  est  donc 
une  fonction  symétrique  et  rationnelle  de  toutes  les  ra- 
cines ;  d'où  il  résulte  que  les  sommes  de  puissances  sem- 
blables des  racines  de  Féquation  (lo)  peuvent  être  expri- 
mées rationnellement  par  les  coefficients  de  Féquation 
proposée.  On  pourra  donc  aussi  exprimer  de  la  même 
manière  les  coefGcients  pi ,  p^ ,  etc.,  comme  nous  l'avions, 
annoncé. 

La  fonction  rationnelle  et  symétrique  yi  des  quantif- 
iés (9),  qui  peut  dlailleurs  être  choisie  à  volonté,  dépend 
donc  directement  d'une  équation  de  degré  m.  D'ailleurs 
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les  fonctions 

X\y      A,,      Aj,..       y     A^ 

sont  des  fonctions  semblables',  car  elles  peuvent  toutes 
être  considérées  comme  des  fonctions  rationnelles  de  la 
seule  racine  Xi,  On  pourra  donc  exprimer 

A , ,    Aj , .  .  . ,   A„ 

eu  fonction  rationnelle  dej^i. 

Nous  sommes  ainsi  conduits  à  Tune  des  applications 
les  plus  importantes  de  la  théorie  des  fondions  semblables, 
que  nous  avons  développée  dans  une  précédente  leçon  ; 
mais,  comme  cette  théorie  est  sujette  à  quelques  cas  d'ex- 
ception ,  il  ne  sera  pas  inutile  d'entrer,  avec  Abel ,  dans 
le  détail  du  calcul  des  coefficients  A'^  A',,  etc. 

Désignons  par  ^{x^)  l'un  quelconque  de  ces  coeffi- 
cients} (p  est  une  fonction  rationnelle  qui  ne  doit  pas 
changer  quand  on  remplace  x^  par  Qxx^  0'  Xi,...,  6""*  x^^ 
puisque  ^  [xi)  est,  comme  j^i ,  une  fonction  symétrique 
des  quantités  (9)  ;  et  il  en  sera  de  même  de  la  fonction 

ri^  +  C-a^i),     ou     [F(x,)]  4*  (d?,). 

On  aura  donc 


remplaçant  Xi  succesivement  par  x^,  j?s,...,  a:„,^ 
aura  des  expressions  semblables  pour  y^  ^|/ (jTj),  ...^ 


en 

on  aura 


y  m  ^  (^'")  î  e*^  5  SÎ  l'on  pose 

(II)         ^;=jH(^.)-^rH(^0 +...-+- ri  ^(^•.), 

on  aura 
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le  signe  V  s^étcndant  à  toutes  les  racines  de  réquation  (i). 

On  voit,  par  là,  que  t,  est  une  fonction  symétrique  et 

rationnelle  des  racines  de  Téquation  (i) ,  qui  pourra,  par 
conséquent,  s'exprimer  rationnellement  en  fonction  des 
quantités  connues. 

Cela  posé,  en  prenant  pour  X  les  valeurs  o,  i,  2,  3,..., 
(m — i),  réquation  (11)  donnera  les  suivantes  : 

(12)  /  .r!^l'(j?.)-4-r;>KA0H-...-+-rl^'(^m)  =  ^, 


rr  '^l^O-^-zr  '^(•^0-^-•••-^-rI  '^K^m)  =  ^-.-. 


dont  les  seconds  membres  peuvent  être  considérés  comme 
connus. 

Pour  avoir  la  valeur  de  ^(xj),  ajoutons  les  équa- 
tions (12)  après  les  avoir  respectivement  multipliées  par 
les  indéterminées 

et  faisons ,  pour  abréger, 

(i3)     ? (r)  =  y^'' 4- Rm-i/'"--'  + . . . H-  R,r  4- R», 

on  aura 

^=  ^0  R»  -+-  ^1  Ri  -+-  •  •  •  -4-  ^«-2  Rm-3  4-  fm—i  > 

et,  si  l'on  détermine  les  facteurs  Ro,  Ri,  etc.,  par  les  con- 
ditions 

y(r,)=0,       f-(/,)  =  o,...,    ^(/^)=:0, 
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on  aura 


(.4)    ^(x,)  = 


^i  Ro  4-  'i  Ri  -H   . .  4-  ^m— j  Rw«.2  -+-  ^«— f 

~  ?  (r-  ) 


Cherchons  maintenant  les  valeurs  de  Bq?  Bi?  etc.  D'a- 
près notre  hypothèse,  Tëquation 

doit  avoir  pour  racines  J^«  5  J's  ?  •  •  •  ?  y,»  ?  mais  ces  racines 
appartiennent  aussi  à  Péquation  (10) ,  qui  admet  en  outre 
la  racine  yi ,  on  aura  donc 


'eU)  = 


(«5)/ 


y^-hpijr' 

'"~'4-/^2j'"~' 

-h. . . -h /?«_lr -+-/?« 

X  — r. 

y^-'+Pi 

j.«-2^^^ 

j^-^-h..."!-/?^^. 

4-J. 

+  /^,  r. 

-h /?«,-,  r, 

4- y; 

-h 

/'•r, 


«1—2 


l 


^, 


m— I 


Comparant  les  valeurs  9  (j'  )  données  par  les  équations  (i  3) 
et (i 5),  on  trouve 


R«_,  =  ^,4-ji, 

R«_3  =/?2-f-  fiXt  -f- JÎ  » 


(16) 


m— 2 


R,  =/?«_, -4- /?„_37,-f-. .  .-+-r,    , 


—  I 


R,  =r  p«_, -H /?«_2^i  H- . .    4-r,      • 


On  tire  aussi  de  Téqualion  (i5) 


?(ri)=  w/"   'h-(w  —  i)/?,  j;"-'-+-.  .  .-♦-  2/;^_,j,  H-;?,^,, 
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et  en  faisant ,  pour  abréger, 

on  aura  cette  valeur  de  ^  [xt  ) , 

T«».. /«-• -h  T«-., r ^-"^ -h * . .-f-T,  j, 4-Té 


(i7)>Kx,)  =  - 

La  formule  précédente  n'est  en  défaut  que  si  le  dénomi- 
nateur du  second  membre  est  nul .  Or,  je  dis  qu'on  peut 
toujours  faire  en  sorte  que  cela  ne  soit  pas.  En  effet,  ce 
dénominateur  est  égal  au  produit* 

et  pour  qu'il  soit  nul ,  il  faut  que  Tun  des  facteurs  le  soit, 
que  Ton  ail ,  par  exemple , 

7.==  re- 
cela posé,  prenons  pourj^t  la  fonction 

Xx  =(a  —  X,)  (a  — Ôj:,)  (a  — ô'j:,)  .    .  (a  — 0«-' x,), 

a  étant  indéterminé^  Téquation/i  =x*'  ^^ 

(a  — jr,  )  (a  —  0^,)  .  .  .  =:(a  —  .r*)  («  —  ô^^).  .    , 

ne  peut  avoir  lieu,  quel  que  soit  oc,  à  moins  d'être  iden- 
tique; ce  qui  est  impossible,  puisque  les  quantités  jr^) 
Bxk ,  etc.,  sont  différentes  de  J^i,  0Xi,  etc.  D'où  il  suit  qu'en 
choisissant  y^ ,  comme  il  vient  d'être  dit,  l'équation  (17) 
donnera  pour  ^  (oCx)  une  valeur  finie  et  déterminée. 
Les  coeflScients  A',  ,  A', ,  etc.,  de  l'équation  (8)  peuvent 
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donc  s'exprimer  rationnellement  par  une  même  fonction 
Yi  dont  la  valeur  dépend  d'une  équation  du  degré  m^  et 
si  Ton  remplace  yi  successivement  par  j^, ,  ^j ,. . .,  y,„ ,  on 
aura  m  équations  du  degré  n ,  dont  les  racines  seront  res- 
pectivement 

J/f    )         VJC{    a     •      •     .      1         V  JTy    y 


^my    ^^mf^'f    °         «^m» 


D'où  il  suit  que  Péquation  proposée  petit  être  décomposée 
en  m  équations  chacune  du  degré  n ,  dont  les  coefficients 
sont  respectivement  des  fonctions  rationnelles  d'une 
même  racine    d'une  équation  du  degré  m. 

Cette  dernière  équation  n'est  pas  en  général  résoluble 
algébriquement,  quand  son  degré  surpasse  le  quatrième  *, 
mais  l'équation  (8)  et  les  autres  semblables  le  sont  tou- 
jours, en  supposant  connus  les  coefficients  A\  ,  Â'^ ,  etc.^ 
comme  nous  le  démontrerons  dans  la  leçon  suivante. 
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Résolution  algébrique  des  équations  dont  toutes  les  racines  peuvent  être 
représentées  par  x,  «x,  ^*  r,. . .,  fl'*'"'*,  ^x  étant  une  fonction  ration- 

e 

nelle  de  x  et  de  quantités  connues,  telle  que  6^x=.x.  —  Cas  où  les 
quantités  connues  de  fei  de  $  sont  réelles.  ~  Première  méthode  par- 
ticulière relative  aux  équations  dont  le  degré  est  un  nombre  composé.— 
Deuxième  méthode. 


D'après  la  théorie  exposée  dans  la  leçon  précédente,  si 
deux  racines  d'une  équation  irréductible  de  degré  fx  =  niFi 
sont  telles^  que  Ton  puisse  exprimer  rationnellement  Tune 
par  Fautre,  Féquation  se  décompose  en  m  équations  du 
degré  n  dont  les  racines  peuvent  être  représentées  par 

et  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles 
respectivement  d'une  même  racine  d'une  équation  de 
degré  m. 

Si  Ton  a  m  =  I ,  et  par  suite  fx  =  n ,  ce  qui  arrive  né- 
cessairement dans  le  cas  de  (jl  premier,  les  fx  racines  de 
réquation  proposée  sont  représentées  par 

X  a        Xi  X  a        V     JU  •    •   •   •    •        V  X  ■ 

Bx  désignant  une  fonction  rationnelle  de  x  et  de  quan- 
tités connues,  telle  que 

Toute  équation  qui  a  cette  propriété  peut  être  résolue 
algébriquement  :  la  démonstration  de  cet  important  théo- 
rème va  faire  le  sujet  de  cette  leçon. 
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Résolution  algébrique   des  équations    dont   toutes  les 
racines  peui^ent  être  représentées  par  x ^  6x ^  fl*j:,...., 

/A— 1  ^ 

Q      x^Ox  étant  une  fonction  rationnelle  de  x  et  de 
quantités  connues^  telle  que  0^*0:  =  .r. 

Soit 

(0  /{^)  =  o 

une  équation  de  degré  fx,  dont  les  racines  sont 

X  m     V  X  m     V     X  ■    •    •    •    f      9  X  « 

Qx  désignant  une  fonction  rationnelle  de  a:  et  de  quantités 
connues,  telle  que  Ton  ait 

(2)  Q'^X    =    Xy 

et,  par  conséquent , 

(3)  *  ô'*'^**=:e*x. 

Désignons  par  a  une  racine  quelconque  de  l'équation 

x^=i, 

et  posons,  avec  Lagrange  (dix-huitième  leçon), 

je  dis  que  la  fonction  ^  (x)  est  exprimable  rationnelle- 
ment par  les  quantités  connues  de^  (x)  et  de  6  {x). 

En  effet,  remplaçons  x  par  9'^  x  dans  Téquation  (4), 
on  aura 

et,  en  ayant  égard  aux  équations  (a)  et  (3) , 

^  ^^^-«.  j^  ^  ^  _^  ^Q ^  _^  ^,  g,  ^  ^       _^  ^/*-.  ç^-i  ^^^^ 

25 


■^ 
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OU  enfin .  à  cause  de  a  ^  =  i , 

Donnant  à  m  les  valeurs  successives  o,  i,  2,...,j!ji  —  i, 

on  a 

^  (x)  =z  ^  {Bx)  z=z  ^  (B' x)  =  .  .  .z=:^{Qf-'x)j 

.  et ,  par  conséquent , 

d'où  il  suit  que  ^  (x)  est  une  fonction  rationnelle  et  symé- 
trique de  toutes  les  racines  de  l'équation  (i)  ^  elle  pourra 
donc  être  exprimée  rationnellement  par  les  coefficients  de 
cette  équation. 
Posons  alors 

on  aura 

i^  étant  une  quantité  connue.  Et  si  Ton  désigne  par 
les  fx  racines  de  Téquation 

X^  =    I  , 

par 

les  valeurs. correspondantes  de  f^,  on  aura 

x-hBx-h  B'x-h H-  o''-'  X  =z  Çç,, 

a:  -+-  a,  Gj:  -h  «'&' j:  -h 4-  af~'  B^'^'.x  =  Ç^, 

(5)    /  a;-ha,Ôx  +  a^0»x4- 4- af~' ©^~'x  r=  i/7,, 


\  ^-^«a-,ô^-+-«L.ô'^-^-.  4-a;:::;0^-*'^=y/p^^, 


j 
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La  quantité  y  t^o  est  imiiiédiatement  donnée  par  l'équa- 
tion (i)  \  car  si  Ton  désigne  par  A  le  coefficient  de  x  ^"** 
dans  cette  équation ,  on  a 

y  c'o  =  —  A. 

Èii  ajoutant  les  équations  (5),  et  ayant  égard  aUx  pro- 
priétés connues  des  racines  a ,  on  a 

—  A  4-  y  p,  -h  y  Pa  + . . .  4-  \^ij,^, 

(6)  ^= ' ; 

et  Ton  aura  généralement  la  valeur  d'une  racine  quel- 
conque ©""x,  en  ajoutant  les  équations  (5)  respectivement 
multipliées  par 

— 01  — m  ~m  —m 

on  trouve  ainsi 

(7)  Ô-â:  =  , 

et  l'on  déduira  de  cette  formule  les  valeurs  de  0  a:,  6*  oc, ... , 

ô'*""*^,  en  donnant  à  m  les  valeurs  i,  2,  3,. . .,  (|ui —  i). 

Dans  Féquation  (6)  et  dans  toutes  celles  qu'on  déduit 

de  l'équation  (7),  on  doit  considérer  chaque   radical 

y  ^'i  ->  y  ^'î  9  •  •  •  9  y  ^/A-i  7  comme  ayant  toujours  la  même 

valeur.  Si  on  laisse  à  chaque  radical  toute  sa  généralité, 
Téquation  (7)  ne  diflière  aucunement  de  l'équation  (6), 
et  cette  dernière  renferme  l'expression  de  toutes  les  ra- 
cines, U  y  a  même  ici  une  difficulté,  car  l'équation  (6) 

donne  pour  x  une  expression  qui  a  \>.^'~^  valeurs,  tandis 

25. 


'"-""  8 ''-.,:. 
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que  Tëquation  (i)  n'a  que  fi  racines.  Mais  nous  avons  déjà 
eu  Toccasion  d'indiquer  comment  on  peut  faire  dispa- 
raître celte  ambiguïté,  en  remarquant  que  quand  on  a  fixé 
la  valeur  de  Tun  des  radicaux ,  les  autres  sont  par  cela 
même  déterminés. 

En  effet,  désignons  par   a  une   racine  primitive  de 
Téquation 

et  posons 
on  aura 

Si  Ton  change  x  en  ^'"x,  y  i^i  n'éprouvei-a  d'autre  chan- 
gement que  d'être  multiplié  par  a^""'"  ^  cela  résulte  immé- 
diatement d'un  calcul  fait  au  commencement  de  cette 

lefon.  Pareillement  ^u^  sera,  par  le  même  changement 

de  a:  en  0'"x,  multiplié  par  a"<'*'""\  d'où  il  suit  que  le 
produit 

sera  multiplié  par  a" ^^~'"^  =  1 ,  c'est-à-dire  qu'il  n'éprou- 
vera aucun  changement.  Si  donc  on  pose 

on  aura 
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et,  par  conséquent, 

ep{x)=  -[<p(x)-f.ç(ôj:)  4-.  ..-f-f(ô'*'''j:)]- 

f  (o:)  est  donc  une  fonction  rationnelle  et  symétrique  des 
racines  de  l'équation  (i),  eton  pourra  l'exprimer  ration- 
nellement par  les  quantités  connues:  en  désignant  par  ^, 
«a  valeur,  on  aura 

ou 

On  pourra  de  cette  manière  exprimer  chacun  des  radi- 
caux y  ^'i  9  Y^'a»  etc.,  en  fonction  rationnelle  de  y  ^'| ,  et 
Féquation  (6)  prendra  la  forme 

«'=i[-*+«^+?(v''"0'-?(«^'---°-^(C^)'"']- 

Celte  expression  de  a:  a  précisément  (â  valeurs ,  et  repré- 
sente bien  les  |li  racines  de  Féquation  proposée. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  si  les  yi  racines  d'une 
équation  quelconque  peus^ent  être  représentées  par 

X  m         t/  X  a         V      X  m  <     •     >         W  X  m 

ô.r  étant  une  fonction  rationnelle  telle  que  Ô'*  =  x,  /'é- 
quation  est  toujours  soluble  par  radicaux^  ainsi  que  nous 
r avions  annoncé. 

Et  en  rapprochant  cet  énoncé  du  théorème  démontré 
dans  la  dernière  leçon ,  on  a  cet  autre  théorème  : 

Si  deux  racines  d'une  équation  irréductible  de  degré 
premier  sont  telles,  que  l'une  puisse  s'exprimer  ratiotirr 
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nellement  en  fonction  de  Vautre  y  V  équation  est  solubk 
par  radicaux. 

Cas  oà  les  quantités  connues  de  f  et  de  9  sont  réelles. 

Si  tous  les  coefficients  de  f  et  de  0  sont  réels ,  on  a  un 
théorème  remarquable,  que  M,  Gauss  a  établi  le  premier 
pour  les  équations  dont  dépend  la  division  du  cercle  en 
parties  égales. 

Nous  avons  posé  précédemment 

et  nous  ^vons  établi  que  ^^  est  une  fonction  symétrique 
des  racines  de  l'équation /"  (x)  =  o  ^  par  conséquent,  i^,  est 
exprî  mable  rationnellement  par  les  coefficients  de/^et  de  6  \ 
et  si  ces  quantités  sont  toutes  réelles,  t^i  ne  contiendra 
d'autres  imaginaires  que  celles  de  la  racine  a.  En  outre, 
i^  se  déduit  de  i^i  en  remplaçant  a  par  l'expression  con- 
juguée a'**''  ^  d'où  il  résulte  que  ^^  et  i^  ,  sont  des  quan- 
tités connues  imaginaires  et  conjuguées.  On  pourra  doBic 
poser 

f    V  (       t^,  =:  /5  (cosw  -h  v/ — I  sin  w), 

(.  t»^ _,  =  p  (cos  w  —  v/ —  I  sin  w ) . 

Nous  avons  aussi  ,  en  général , 
et,  ponr  n  ==  fi —  i , 


(lo)  V^.  ^o        :=a 


a       est  exprimable  rationnellement  par  les  coefficients 

de  f  et  de  0,  elle  ne  peut  donc  renfermer  d'autres  imagi- 
naires que  celle  qui  se  trouve  dans  a.  Mais  il  est  évident 
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({ue  a^_,  ne  change  pas  si  Ton  remplace  a  par  or      qui  e&l 
sa  conjuguée  5  donc  a^_^  est  réelle. 
Des  équations  (9)  et  (10)  on  déduit 


f  —  a^^^,. 


et,  en  désignant  par  a  la  valeur  numérique  de  û^_,,  ' 

La  première  des  équations  (9)  donne  alors  cette  valeur 

de  V^'i , 

v'«'i  =  V  «  l  ^os h  V  —  I  sin ■  I  > 

^  Vf*  f*        / 

où  li  désigne  un  nombre  entier,  et  l'expression  des  ra- 
cines oî,  donnée  par  Téquatlon  (8),  prend  cette  forme 
très-remarquable  , 

r~  l       0)  4-  2  Att  i .    w  -h  2  ^  7f\ 

—  A  4-  V  ^  K^s H  V —  1 S"^ • 1  ' 

Vf*  f*      / 

0?  =^  -  (        /  ^  / \   /-  r       3  (w  -f-  2 ^7r)         i .    3  (w  4-  2  >?•  7r)"1  i, 

f*  \4-(/.4TS'tV— Ov«    cos-^r i-f-v/— ism-^ i  r 

-Hi/î+g'aV  — 0  cos-2^^ L-^sJ—\%\Xi^^- ' 

L  f*  f*        J 


où  a,  y,  g,  yi,  g^i,  etc.,  sont  des  fonctions  rationnelles 


1  27r         ,       .      27r 

de  cos —  et  de  sin  — -• 


f*  f* 

1/ équation  précédente  fera  connaître  les  [k  racines  de 

/(x)  =  o,  en  donnant  au  nombre  entier  k  les  |u  valeurs 

»^  1 ,  2,  3, . . . ,  fjt  —  î .  De  là  résulte  le  théorème  suivant  : 
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TBÈOKEME.T'Pour  résoudre  ré^uation  (i),  f{x)  =  o, 
il  suffit  : 

1°,  De  diviser  la  circonférence  entière  du  cercle  en  jx 
parties  égales^  7?  de  diviser  ensuite  un  angle  o)  quon 
peut  construire  en  (jl  parties  égales  ^  3^  d'extraire  la 
racine  carrée  d*unc  seule  quantité  a. 

Remarque,  -t-  Les  coefficients  de  y  et  de  6  étant  tous 
réels,  si  une  racine  de  f  (x)  =  o  est  réelle,  toutes  les 
autres  le  sont  aussi;  puisque,  si  x  désigne  cettç  racine 
réellç ,  les  autres  racines  sont 

f/.—\ 

Par  conséquent,  les  racines  de  Féquation  proposée  sont 
toutes  réelles,  ou  tO:Utes  imaginaires. 

Première  méthode  particuticre  relative  aux  équations 
dont  le  degré  est  un  nombre  composé, 

La  méthode  qui  vient  d'être  exposée  pour  la  résolulion 
algébrique  de  Téquation. 

(0  f(^ï=^- 

est  applicable  à  tous  les  cas,  que  fx  soit  premier  ou  non; 
mais,  quand  [jl  est  un  nombre  composé,  on  peut  simpli-- 
fiçr  la  solution  en  opérant  comme  nous  allons  rindiquer. 
Soit  II  =  n%n.  Les  racines  de  Téquation  (i)  étant  tou- 
jours 

nous  pourrons  les  partager  en  m  groupes  de  ^a  manière 
suivante  : 


{^) 


6'"-'^,   0"^'«-'a;,    0'""-'x,..  .,    Ô«'"-'.r; 
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OU ,  en  posant , 

et 

de  la  manière  suivante  : 


(2) 


v 


*jii>       "i  ^m>       "i  «^«1»  •  •  •  ?        "i       ^m* 


En  appliquant  donc  à  Téquation  (i)  la  méthode  exposée 
dans  la  leçon  précédente ,  on  pourra  la  décomposer  en  m 
équations,  chacune  du  degré  «,  qui  auront  respectivement 
pour  racines  les  racines  des  divers  groupes  (  2  ) ,  et  dont  les 
coefficients  seront  des  fonctions^rationnelles  d*une  même 
racine  d'une. équation 
(3)  ^{x)  =  o 

de  degré  ///.  Soient 

les  m  racines  de  1  équation  (3),  et 

(î)   ?(-^9ri)  =  09    ^(•^•ra)  =  o>---»    ?(^>r«)  =  09 

les  m  équations  qui  ont  respectivt  ment  pour  racines  les 
quantités  du  premier  groupe  (2),  du  deuxième,  etc.,  du 
dernier.  Je  dis  que,  pour  résoudre  l'équation  (i),  il  suffit 
de  connaître  une  racine  y  de  l'équation  (3) ,  et  ensuite 
une  racine  x  de  l'équation 

(5)  y(ar,7)=ro 

correspondante;  car  on  aura,  de  cette  manière,  une  ra- 
cine (.r)  de  Féquation  (1),  et  les  autres  seront 
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L'équation  proposée  (  i  )  étant  résoluble  algébrique* 
ment,  l'équation  (3)  l'est  aussi;  car/  désigne  une  fonc- 
tion rationnelle  de  x.  Mais  je  dis  de  plus  que  l'équa- 
tion (3)  jouit  de  la  même  propriété  que  l'équation  (i),  et 
que,  par  conséquent,  on  pourra  lui  appliquer  la  méthode 
de  résolution  précédemment  exposée. 

En  effet,  les  racines  de  Tcquation  (i) ,  renfermées  dans 
le  premier  des  groupes  (2) ,  sont 

(6)  x,    ô"*a;,    ô*'"i,...,   ô(«-0'«.r, 

et  y  désigne  une  fonction  rationnelle  et  symétrique  de  ces 
racines,  c'est-à-dire  une  fonction  rationnelle  de  x.  Posons 

les  m  racines/, ,/,,.,.,  y,^  de  l'équation  (3)  seront 

et  l'on  aura 

F(ô.^)  =  F  (ÔJF,    99'"  j:,   ÔQ"«x,,..,   99(«-')'''^). 

P^r  conséquent,  F(9x)  et  F  (x)  sont  des  fonctions  ra- 
tionnelles et  syniétriques  des  quantités  (6) ,  et  Ton  pourra 
exprimer  rationnellement  l'une  par  l'autre  à  l'aide  de  la 
méthode  des  fonctions  semblables  rappelée  dans  la  der- 
nière leçon. 
Soit  donc 

Xx  étant  une  fonction  ratiotunetle  de  x^  ou  aufa. 

F(9^r)^).F(9'ar)=  V'/, 


F  (9'"-'  x)  =!).¥  (9'"-='  x)  =  V"-' j^ 
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pt  l'on  voit  que  les  m  racines  de  Féqualion  (3)  pourront 
être  représentées  par 

1  désignant  une  fonction  rationnelle  telle  que  "k'^y  =J' 

L'équation  (3)  une  fois  résolue,  y  sera  connue,  et  l'on 
pourra  appliquer  à  l'équation  (5)  la  méthode  précédeni- 
ment  exposée,  puisque  ses  n  racines  peuveiit  être  repré*- 
seiitées  par 

On  peut  çjonc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Si  ik  =  mn,  la  résolution  de  V équation  (i)  est  ramenée 
à  celle  de  deux  équations  des  degrés  m  et  n  respectii^e- 
mentn  et  gui  ont  la  même  propriété  que  la  proposée. 

Si  n  est  lui-même  un  nombre  composé  Wi  Wi ,  on  ra- 
mènera ,  de  la  même  manière ,  la  résolution  de  l'équa- 
lion  (5)  à  celle  d'une  équation  en  z 

il)  "^ii^,  j)  =  Q 

de  degré  w, ,  et  à  celle  d'une  équation  en  x  de  degré  «i 

(8)  «p,  (^,  jr,  z)  =  o. 

Dans  l'équation  (y)  ^  y  fait  partie  des  quantités  cou-, 
nues,  et  dans  l'équation  (8)  il  en  est  de  même  de  y  ex 
de  ^.  Et,  généralement,  on  a  ce  théorème  : 

Théorème.  —  Si  /ut  ==  nix  m, . .  .  m„ ,  la  résolution  de 
f équation  (i)  est  ra,menée  à  celle  de  n  équations  des  de-, 
grés 


;w,,   Wj, . .  .,  w«, 


i\'specfi\^ementy  et  il  suffit  même  de  connaître  une  racine 
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fie  chacune  fie  ces  équations^  q^n  ont  toutes  ta  même 
pi*opriété  que  F  équation  proposée. 

Corollaire  I. —  Si,  en  fiécomposant  fx  en  facteurs  pre- 
mersj  on  a 

la  résolution  fie  Féquation  proposée  de  fiegré  ix  se  ra- 
mènera à  celle  fie  pi  équations  flu  fiegré  £i ,  flep^  équa- 
tions du  degré  et,."9  ^^  P    équations  du  degré  t  . 

Corollaire  II.  —  Toute  équation  de  fiegré  2'',  tiont 
les  racines  peuvent  être  représentées  par 

peut  être  résolue  à  V  ai  fie  fie  p  extractions  de  racines 
carrées. 

Exemple.  —  Supposons  fx  =  3o,  les  racines  de 

(1)  /(^)  =  o 
seront 

Comme  3o  =  2  X  i5,  on  prendra  pour  y  une  fonction 
rationnelle  et  symétrique  des  quinze  racines 

Y  dépendra  d'une  équation  du  second  degré 

(2)  ^rM-Aj-+-B=:r  o, 

dont  les  coellicients  seront  immédiatement  exprimables 
par  ceux  de  la  proposée;  on  pourrait  former  ensuite 
l'équation  du  quinzième  degré  ayant  pour  racines  x^ 
6' jr:,,..,  0^*  Jt" ,  ra^^is  il  est  inutile  de  faire  ce  calcul  :  re^ 
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présentons,  comme  précédemment ,  par 

ê 

cette  équation,  où  y  est  une  quantité  connue.  Comme 
i5=  3  X  5  5  on  prendra  pour  z  une  fonction  rationnelle 
et  symétrique  des  cinq  racines 

x^   ô^j:,   &"j:,   G'^jc,    G*<;r; 
z  dépendra  d'une  équation  du  troisième  degré 

(3)  z'^-i^Zz''^  Dz-f-  E=::o, 

dont  les  coefficients  seront  des  fonctions  rationnelles  de  7* 
et  des  autres  quantités  connues^  enfin  on  formera  l'é- 
({uation 

(4)  J^-h  Fj?*-hGjt?^-»-  Har'-H  RxH-  L  =  o, 

qui  a  pour  racines 

X,   ô«x,    6'*x,    G'»a?,    ô'^j:, 

et  dont  les  coefficients  seront  des  fonctions  rationnelles 
de  j^  et  de  ^.  La  résolution  de  l'équation  (1)  sera  ainsi  ra- 
menée à  trouver  une  racine  de  Téquation  (2),  puis  une 
racine  de  l'équation  (3),  puis  enfin  une  racine  de  l'équa- 
lion  (4). 

Deuxième  méthode. 
Revenons  au  cas  général ,  et  supposons 

Désignons  par  /^l,  /is,...,  n^^  les  quotients  respectifs  de  /z 
par  /w, ,  Wî,...,'w^,  on  aura 

^  =  /7ii  /ii=  m%  /I2  =  /Wa  7ï;i  =^ . .  =  m^^  n^. 
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Cela  posé,  on  peut ,  d'après  ce  qui  précède,  ramener  la 
résolution  de  l'équation 

/(.r)=o 
à  celle  de  deux  équations,  des  (ù  manières  suivantes  : 

(  ?i  (""^ >  Ji  )  =  <^  ayaDt  pour  racines  x ,   ô'"'  x ,  9*"»  j: j . . . , 
#j\  J  G^"»""'^"'*,  et  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  ra- 
'  tionnelles  d'une  racine  y^  d'une  équation  4*,  (/i)  =  o  de 
degré'  m,  ; 


(2) 


^i[^'i  Ti)  =  o  ayaht  pour  racines  a:,  ô"*«ar,  9  "«x,..., 
0^"«~  *«x,  et  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  ra- 
tionnelles d'une  racine  y^  d'une  équation  ^^2  (ja)  =  o  de 
degré  m^  ; 


m  vn 

?«  (•'^ »  .^6,)  =  O  ayant  pour  racines  x,  0  "j:,  6    "j?,..., 

0  ^  "  X,  et  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  ra- 
tionaelies  d*uue  racine  y  ^^  d'une  équation  ip^  (yj)  =  *^  ^^^ 
degré  w". 

Supposons  maintenant  que  m^ ,  ma, . . . ,  m^  soient  premiers 
entre  eux ,  les  équations 

yx[x,  7,)  =  0,     fa(a:,r»)  =  o»-.-»     fw(^'^6))  =  ^ 

n'auront  que  la  seule  racine  x  commune;  donc,  d'après 
un  théorème  connu ,  on  pourra  exprimer  x  rationnelle- 
ment par  les  coefficients  de  ces  équations,  et,  par  consé- 
quent ,  en  fonction  rationnelle  de  ^1 ,  j^, , . .  . ,  /^.  Ces 
dernières  quantités  étant  connues,  on  aura  une  racine  de 
l'équation  (1),  et,  par  suite,  toutes  les  racines. 

La  résolution  de  l'équation  (i)   est  donc   ramenée  a 


J 
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trouver  une  racine  de  chacune  des  équations 

qui  sont  respectivement  des  degrés  /Wj ,  ///j , . . . ,  a//  .  En 

outre,  ces  équations  ont  la  même  propriété  que  la  pro- 
posée, ainsi  que  nous  l'avons  établi  précédemment;  on 
pourra  donc  leur  appliquer  la  même  méthode.  Si  l'on  veut 
que  ces  équations  soient  les  moins  élevées  possibles ,  et  si, 
en  décomposant  fx  en  facteurs  premiers ,  on  a 


^  '2  W 


il  faudra  prendre 


Quant  à  la  résolution  de  chacune  des  équations 

de  degré  e'',   elle  se  ramène  à  celle  de  p  équations  de 
degré  e,  ainsi  que  nous  Tavons  démontré. 


^ 
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Résolution  algébrique  des  équations  dont  dépend  la  division  de  la  circon- 
férence du  cercle  en  un  nombre  premier  de  parties  égales. —Division  de 
la  circonférence  en  dii-sept  parties  égales.  •Construction  géométrique. 


Résolution  algébrique  des  équations  dont  dépend  la 
dii^ision  de  la  circonférence  du  cercle  en  un  nombre 
premier  de  parties  égales. 

Le  problème  de  la  division  du  cercle  en  un  nombre  m 
quelconque  de  parties  égales  se  ramène  à  la  résolution  de 
Téquation  binôme 

(i)  «"^  —  I  =  o; 

car,  si  l'on  fait 

27r 

—  =«» 
.  m 

on  obtiendra  les  ni  racines  de  l'équation  précédente,' en 
donnant  a  A^  les  m  valeurs 

o,      I,     2,     3,...,     (w— i) 
dans  la  formule 

2  =r  cos  ka  4-  \^ —  1  sin  ka  \ 

on  connaîtra  donc  cos  ha  et  sin/ra  lorsque   Téquation 
binôme  (i)  sera  résolue  algébriquement. 

Si  m  est  un  nombre  impair  2 |ui  4-  i ,  il  vient,  en  divi- 
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salît  réqualion  (i)  par  z  —  i,  et  posant  ensuite 

r 

z  H =x, 

z 

-T-    — — -  -TC  -\ X  ,  .      =0. 

1.2  1.2 

C'est  de  cette  équation  (2)  que  dépend  directement  la 
division  du  cercle  en  2^-1-1  parties  égales.  Sesfx  racines 
sont  représentées  par  la  formule 

2  /  TT  , 

jr  z=  2  ces =  2  CCS  k  a , 

dans  laquelle  on  doit  donner  à  /î  les  //  valeurs 

OU  des  valeurs  qui  ne  diffèrent  de  celles-là  que  par  des 
multiples  de  2  fjt  -h  i . 

Nous  avons  vu ,  dans  la  treizième  leçon ,  qiie  si  m  ou 
2(x-|-i  est  un  nombre  composé,  la  résolution  de  l'équa- 
tion (i)  se  ramène  à  la  résolution  d'autres  équations  de  la 
même  forme ,  et  qui  ont  pour  degrés  respectifs  les  nombres 
premiers  ou  les  puissances  de  nombres  premiers  qui  di- 
visent m.  Dès  lors,  la  même  ctiose  peut  se  dire  de  l'équa- 
tion (2),  et  on  peut  se  borner  à  considérer  le  cas  où 
m  =:  2  |ui  + 1  est  un  nombre  premier  où  une  puissance 
d'un  nombre  premier.  Lorsque  m  est  premier,  nous  ferons 
voir  que  la  division  de  la  circonférence  en  m  parties  égales 
exige  seulement  la  résolution  de  plusieurs  équations  qui 
ont  respectivement  pour  degrés  les  facteurs  premiers  égaux 
ou  inégaux  dans  lesquels  se  décompose  le  nombre  m  —  i . 
Au  contraire,  lorsque  m  est  une  puissance  d'un  nombre 
premier  p^  telle  que  p  ',  la  division  de  la  circonférence  en 
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m  parties  égales  exige  d'abord  la  division  en  p  parties 
égales,  et,  en  outre,  la  résolution  de  2  —  i  équations  de 
degré  p,  qu'on  ne  peut  éviter  en  aucune  façon.  Chacune 
de  ces  i — i  équations  de  degré^  est  résoluble  algébrique- 
ment; cela  résulte  soit  de  la  formule  de  Moivre,  soit  des 
considérations  développées  dans  la  treizième  leçon. 

Supposons  donc  2  ju  +  i  premier,  et  soit  n  une  racine 
primitive  pour  ce  nombre  premier  ;  je  dis  que  le^  [i.  racines 
de  l'équation  (2)  seront 

(3)       2cosa,     2cos/?a;     2  cos/i'a,  • . . ,     2coS«^'''a. 

• 

Il  est  évident  que  chacune  de  ces  fx  quantités  satisfait  à 
l'équation  (  2  )  ;  il  suffit  donc  de  démontrer  qu'elles  sont 
toutes  distinctes.  Supposons ,  s'il  est  possible ,  que  deux  de 
ces  quantités  soient  égales ,  et  que  l'on  ait 

2  cos nP  az=z  ^  ces n^ a^ 
p  et  q  étant  <C  /Jt  j  on  aurait 

nP adcn^ a  =r  zXit, 

\  désignant  un  nombre  entier.  Maïs  a  = ?  donc 

n'i{nP-i±\) 
2^-hi 

serait  un  nombre  entier  ;  et  comme  2  jll  -f- 1  est  premier, 
que  w  <]  2j!x  -+- 1 ,  il  s'ensuit  que  2fA  -f- 1  diviserait  l'un  des 
deux  nombres  n  ''""^  -h  i  ou  n  P""'' — i  ;  il  diviserait  donc  leur 
produit 

or  ceci  est  impossible,  car  ^p —  29  est  <^  2fjt,  et  w  désigne 
une  racine  primitive  de  2jui4-i.  Donc  les  quantités  (3) 
sont  bien  toutes  les  racines  de  l'équation  (2). 
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Si  maintenant  on  fait 

a:  =  2  CCS  û ,     ô  X  =  2  cos  na , 
on  aura 

et  les  racines  de  l'équation  (2)  seront  représentées  par 

on  a ,  en  outre,  0^'x=.x ;  car  n  étant  une  racine  primitive 

de  2ft-f-i,  on  a  n^^ —  1  (mod.  2j!x-|-i);  enfin  6x  est 
une  fonction  ratronnelle  de  x ,  car  cos  na  est  exprimable 
rationnellement  en  fonction  de  cos  a.  On  voit  donc  que 
l'équation  (2  )  est  comprise  dans  la  classe  d'équations  que 
nous  avons  étudiée  dans  la  dernière  leçon ,  et  Ton  pourra 
la  résoudre  par  la.  méthode  que  nous  avons  exposée. 

Ici  5  la  fonction  rationnelle  9x  a.  pour  valeur  (voir  qua- 
torzième leçon  ) 

0  X  =  j:«  —  /îJF«~'  H ^^ ^  je»-* 

1 .2 


/i(/i  — 4)(/i  — 5)  ^„_ 

1.2.3 


x"-^ 


En  appliquant  à  l'équation  (  2)  les  théorèmes  de  la  leçon 
précédente ,  on  obtient  les  énoncés  suivants  : 

i^.  Si  fx  =  nii  nif. . .  Wj^,  on  peut  dii^iser  la  circonfé^ 

rence  entière  du  cercle  en  2  fz  -hi  parties  égales  à  taide 
de  (ù  équations  des  degrés  mi,  mg,. . . ,  m„  respectivement. 

Si  les  nombres  mj,  m,,...^  m^sont  premiers  entre  eux, 

les  coefficients  de  ces  équations  seront  des   nombres 
rationnels, 

2^.  Si  (i:=  1  y  on  pourra  diviser  -la  circonférence  du 

26. 
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cercle  en  2  fx  -+- 1  parties  égales ,  à  l'aide  de  «  racines 
carrées.  En  d'autres  termes,  si  2fx-|-i  est  un  nombre 

premier^  et  iâ=^  n  ^  on  pourra  div^iser  la  circonférence 
du  cercle  en  ji  fx  -f- 1  parties  égales ,  a^ec  la  règle  et  le 
compas. 

3**.  Pour  dis^iser  la  circonférence  du  cercle  en  2  jtx  -f-i 
parties  égales ^  il  suffit  de  S\^iser  la  circonférence  entière 
en  ^ik  parties  égales  y  de  dii^iser  un  arc,  qu'on  peut  con^ 
struire  ensuite  en  ^fi  ^parties  égales ,  et  d'extraire  la 
racine  carrée  d'une  seule  quantité. 

Ce  dernier  théorème  est  du  à  M.  Gauss.  Ce  géomètre  a 
prouvé,  en  outre,  que  la  quantité  dont  il  faut  extraire  la 
racine  carrée  est  simplement  le  nombre  entier  2  |ul  -f- 1 . 
Voici  comment  Abel  le  démontre. 

En  désignant  par  p  cette  quantité,  p  est,  comme  nous 
Tavons  vu  dans  la  leçon  précédente ,  la  valeur  numérique 
du  produit 


où 


2  ir  / .      2  TT 

(X  =  cos h  y  —  I  sin 


On  a  ddhc 

jtp  =  4(cosa  -h  acos/i/i-|-a*cos/î'«-f-...-f-a'*"*"'cos/2^~'fl) 
X  (cosa  -ha        cos«a-ha       'cos/2'a+.  .-}-acos«^~'â)» 

En  développant  ce  produit ,  on  aura  un  résultat  de  la 
forme 

a 

et  l'on  trouve  facilement 

=  4  (cosa  cos/i^a  +  cos/ïûcos/i '"."'■' a  +.  .  .+  cosn^"^""* acosn^'^a) 
4-4\C^S'*        flcosa  +  cos/i  flcos««H-...-hcos/î        «rcos/2""''fl/' 
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En  se  servant  de  la  formulé 

mnPacosn'^+Pa=  -  cos{n'"-*-Pa  ^  nPa)-^.-  cos(«'»'HP^i  —  «P  a), 

la  valeur  de  t,n  prendra  la  forme 

[cos  (/l'»-^  1  )a  4-  ces  (/?'»-f- 1  )  na-i-  ces  («'"H- 1  )  «'  «4- . . .  1 
I 
-l-cos(«'"-+-i)/i^""*«  J 

[cos(/i'«— i)ûr+cos(/ï'"— i)/ïa-f-cos(«'»~i)/i»^4-. .  ."1 
-4-  cos^/z"* —  I  )  72,        a  J 

ou ,  en  faisant 

( /i"  4- 1)  a  =  «',     («'»  —  i)  a  =  «", 

/«  =  2  COS  <l'  4-  ô  2  cos  û'  +  Ô*  2  COS  fl'  -H  .  .  .  +  ô'*"'  2  COS  a' 

-f-  2cosa"-4-  9  2cosa"-f-  Ô'2cosa"H-. .  .-f-  ©^     2cosfl". 

Cela  posé,  supposons  d'abord  que  m  ne  soit  pas  nul; 
2  COS  a'  et  2  COS  a''  sont  des  racines  de  l'équation  (2), 
donc 


2C0S«'=Ô    a:     et     2  cosû"=  0*^:, 


et  Ton  aura 


ou 


c'est-à-dire  que  t^  est  double  de  la  somme  des  racines  de 
l'équation  (  2  ) ,  laquelle  est  égale  à  -^  i  ;  on  a  donc 


/«  =  -—  2. 


*m 
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Supposons  maintenant  m  =  o,  on  aura 

/.=  2  (cOS2fl-|-Cp82«a-hC082/î'aH-... +0082/1^""  a)  -h  2p. 

Or  2  cos  2  a  est  racine  de  Téquation  (  2)  ;  donc ,  en  faisant 


2  cos  2 a  =  9   x, 


on  aura 


et ,  par  conséquent , 

r.  =  2  pi  —  I . 

D'après  cela,  la  valeur  de  ±: p  sera 
D'ailleurs 

a-h-a'-f-..    -ha         =  —  i, 

donc 

rtip  =  2fjL H-  1.  . 

Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

La  théorie  que  nous  venons  d'eicposer  conduit  à  un 
grand  nombre  de  conséquences  importantes.  On  en  verra 
un  exemple  remarquable  dans  la  Note  X. 

Dwision  de  la  circonférence  en  dix^sept  parties  égales. 

En  faisant  2fA  +  r  =  i7  ou  fx  =  8,  l'équation  (2)  du 
paragraphe  précédent  devient 

(i)  j?"-4-x' —  7  X* — 6x*-|-i5** — lox^ — 10  x' —  ^x  +1=  o, 

et  ses  racines ,  comprises  dans  la  formule 

2/7: 

a:  =  2  COS  • > 

*7 
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peuvent  être  représentées  par 

(2)  Xy   BXf   Ô'j:,   9'^,    Q*x\   Ù^x,   ô«x,   B' x. 

La  plus  petite  racine  primitive  de  17  est  3  (voir  la. 
Table  des  racines  primitives,  page  34o)^  et  les  résidus 
par  rapport  à  1 7  des  puissances 

30  ^l  ^7  Îl3  ïl<  2s  26  21 

sont 

ï>      3,     9,      10,   i3,   5,     i5,   11; 

donc ,  en  faisant ,  pour  abréger, 

27r 

a  z=z  — 5 

les  quantités  (2)  seront 

2C0SII,  2  ces  3a,     2cosga,       2cosioa, 

2co$i3a,     .2cos5a,     2cosi5a,    2cosiia; 

ou,  à  cause  de  cos  (17  —  m)a  =  cos  a, 

2  ces  a,       2  cos  3a,     2  cos  8a,     2  cos  7a, 
2  cos 4^9     2,cos  5a,      2  cos  2a,     2  cos  6a. 

Pour  appliquer  la  iuéthode  générale,  il  faut  commencer 
par  calculer  une  fonction  rationnelle  et  symétrique  j"  des 
quantités 

2  cos  a ,     2  cos  8a,     2  cos  4^9     ^  cos  2  a . 

Posons  donc 

X  =T=  2  cos  a  4-  2  cos  8a  H-  2  cos  4^  +  2  cos  2  a  ; 

jr  dépendra  d'une  équation  du  second  degré,  dont  les 
deux  racines  seront 

(3)  X  =  2  cos  a  -f-  2  cos  8a+  2  cos  4  a  H-  2  cos  2 a , 

(4)  Xi'=  2  cos  3a  +.2  cos 7 a  H-  2cos5a-f-  2 cos 6a. 

Cette  équation  est  bien  aisée  à  formef ,  car  on  a  d'abord, 
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par  r équation  (i), 

(5)  ^4-71  =  — '5 

ensuite,  eu  multipliant  y  par  j\ ,  transformant  les  pro-: 
duits  de  cosinus  en  sommes  à  l'aide  des  formules  connues, 
et  ayant  égard  à  l'équation  identique 

009(17  —  m)  a  •=:=  cos  ma, 
on  trouve 

.  /2cosfl-|-2cos  2a -\-  2  cos  3a  -f-  2cos4«  H~  2cos5tf^ 

Jrjt—^^  -h2COs6fl-h2.COS7fl  -i-2cos8« 

et,  à  cause  de  Téquation  (i) , 

(6)  rr.  ==  -  4- 

L'équation  en  y  sera  donc 

(7)  j'-*-j  — 4  =  0,   . 

et  l'on  peut  considérer  comme  connues  ses  deux  racines 

Maintenant  les  quantités 

2cos<7,     2  cos  8a,     ?cos4^9     2  cos  2 a, 

sont  racines  d'une  équation  du  quatrième  degré  dont  les 
coefficients  sont  fonctions  rationnelles  de  y^  et  sur  laquelle 
nous  allons  raisonner  comme  nous  avons  fait  sur  la  pro- 
posée. Il  faut,  conformément  à  la  méthode  générale, 
chercher  d'abord  une  fonction  rationnelle  et  symétrique 
z  des  quantités 

2  cos  a,        2cos4<7* 
Posons  donc 

z  =  2  cos  û  H-  2  cos  4  û  > 

l'équation  en  z  sera  du  second  degré,  et  aura  pour  racines 

« 

(8)  •    z  =  2  cos« -4- 2  cos4«> 

(9)  Z|  =  2  cos  8rt  -h  2  cos  2£Z. 
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On  a  d'abord 

(fo)  z-f-z,  =j, 

pi  en  multipliant  z  par  z^ ,  on  trouve,  après  avoir  rem-, 
placé  les  produits  de  cosinus  par  des  sommes, 

(2  CCS  «  H-  2  ces  2  «  -H  2  cos  3  a  -h  2  ces  4  «  +  2  cos  5  a 
H-  2  cos  6  a  -f-  2  cos  7  a  -f-  2  cos  8  « 

ou,  à  cause  que  la  somme  des  racines  de  Téquatioii  (i) 
est  —  I , 

(u)  33,=:  — 1; 

Téquation  en  z  sera  donc 

(12)  «^  —  73  —  1  =  0, 

Enfin  il  ne  reste  plus  qu'à  iformer  l'équation  du  second 
degré  dont  les  racines  sont 

2  cos  a  y     2  cos  4  CL , 

et  dont  les  coefficients  peuvent  s'exprimer  en  fonction  ra- 
tionnelle de  y  et  de  ^.  Mais  on  peut  simplifier  ici  l'appli- 
cation de  la  méthode  générale. 

Considérons  l'équation  du  quatrième  degré,  dont  les 
racines 

2  cos  3a,     2  cos 7  a,     2  cos 5a,     2  cos 6a 

pnt  pour  sommeil,  et  opérons  comme  nous  avons  fait  à 
1  égard  de  l'équation  qui  a  pour  racines  lés  quantités 
dont  la  somme  est  y.  On  formera  une  équation  du  second 
degré  ayant  pour  racines 

(i3)  w  =  2C0S  3a  +  2  cos5a, 

(i4)  a,  =  2COS7  a  4- 2cos6a, 

et,  eçi  opérant  comme  précédemment,  on  trouvera 

(l5)  «H-W,  =:j,, 

(l6j  Mtti  ==   —  I  J 
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cette  équation  en  u  sera  donc 

(17)  u^^  ftu  —1=0, 

et  les  quantités  u  et  iii  sont  connues  ainsi  que  z  et  ^1. 
Cela  posé ,  faisons 

(18)  X  =  2COS  a  y 

(19)  Xi=  2cos4^; 

on  aura  d^  abord 

(20)  X  4-  X,  =  2, 

et  ensuite 

XX|  =  4  c^os  ^  <^s  4^  =  2  ces  3  a  +  2  cos  5  a 
ou 

(21)  ^x,  =  a;. 

o:  et  Xi  seront  donc  racines  de  Téquation 

(22)  x^ — zx -\- u  =  o. 

La  résolution  de  l'équation  (i)  est  ainsi  ramenée  à  celle 
des  équations  du  second  degré  (7) ,  (12) ,  (17)  et*(22);  le 
problème  est  donc  résolu.  Nous  allons  chercher  mainte- 
nant à  déduire  de  F  analyse  précédente  une  construction 
géométrique,  pour  efTectuer  la  division  de  la  circonfé* 
rence  en  dix-sept  parties  égales. 

Construction  géométrique. 

Quand  on  se  propose ,  dans  la  géométrie  élémentaire , 
d'inscrire  dans  un  cercle  les  polygones  réguliers  de  trois 
et  de  cinq  côtés ,  on  commence  par  inscrire  ceux  de  six 
fil  âe  dix  côtés.  De  même ,  nous  commencerons  ici  par 


VINGT-HUITIÈME    LEÇON.  4^' 

inscrire  le  polygone  régulier  de  trente-quatre  côtés, 
celui  de  dix-sept  côtés  s'en  déduira  immédiatement. 

Soit  une  demi -circonférence   {fig»  3),  partagée  en 
dix-sept  parties  égales  aux  points 

a,  by  c,   cl,   (?,  /,   g,   h,   /,  y,  X^,    /,    m,    n,   o^  p,   q^  r; 

• 

la  corde  ah  sera  le  côté  du  polygone  régulier  inscrit  de 
trente-quatre  côtés,  et  les  cordes  ad^  af^  ah,  aj^  al,  an^ 
ap  seront  les  diagonales  de  ce  polygone  ou ,  si  l'on  veut , 
les  côtés  des  polygones  réguliers  étoiles  de  trente-quatre 
côtés, que  l'on  peut  inscrire  dans  la  circonférence. 

En  prenant  le  rayon  pour  unité  et  faisant,  comme 
précédemment , 

27r 
a  =  — 9 

on  aura 

ab  =:  2  un  -^y  =:  4-  2cos^a, 

ûrf  =  2 sin  -^-T-  =  —  2  cos 5 a, 
H 

^  .     5n  ^ 

qf  =:  2  sin  ^-T-  =4-2  cos  3  a , 

ah  =  2  sin  ^-r-  =  —  2  cos  6  a , 
34 

aj  =  asm  —^  =4-2  cos  2  a , 

.       I  ITT 

al  =  2  sm  -^j-  =:  —  2  cos  7  a , 

flf/i  =  2  sin  -:r7-  =4-2  cos  a , 
34 

.     iStt  o 

ap  z=.  2  sm  -^^  =r  —  2  cosoa. 

34 
Conservons  toutes  les  notations  du  paragraphe  précédent  \ 
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les  équations  (3)  et  (4)  nous  donnent 

y  -=1  an  —  ap -\'  ah  -\'  aj  ^ 
y^z=z  af —  al  —  ad  —  ah. 

On  voit  que  jx  est  négatif,  car  af  est  <C^l\  par  suite, 
y  est  positif,  puisque  jy,  =  — i .  Faisant  donc  y^  = — y', 
les  équations  (5)  et  (6)  deviennent 

jry'  =  4- 

\jes  équations  (8)  et  (9)  nous  donnent 

9  =  «/i  H-  ûfft , 
«I  =  —  n/?  -h  aj\ 

Zx  est  négatif,  car  ap  est  ^o/,  et  ^  est  positif.  Les«é(jua- 
tions  (10)  et  (i  i)  deviennent,  en  faisant  Zi  =  —  z', 


?  — ?' 


z«'  =  I . 


Pareillement,  les  équations  (i3)  et  (i4)  donnent 

w  =  «/* —  ad  y 
a,  =  —  al  —r  ah  y 

Ui  est  donc  négatif,  et  u  positif.  Faisant  Wi  =  —  u',  on 
aura,  par  les  équations  (1 5)  et  (16), 

enfin  les  équations  (18)  et  (19)  donnent  1 

I 

1 

Xt  =  ab , 

I 

en  sorte  que  .r  et  Xi  sont  positifs,  et  les  équations  (20) 
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et  (21)  conservent  leur  forme 


Le  côté  de  notre  polygone  de  trente-quatre  côtés  est  Xx , 
et,  pour  le  construire ,  on  voit  qu'il  suffit , 

1°.  De*coDStruire  deux  lignes j^  ely'  telles,  que 

2°.  De  construire  quatre  lignes  z^  z^^  u  y  u^  telles,  que 

Z-^z'  =  jr,         ZZ'=I, 

a'  —  w  =  y  y     uu'  =  I  ; 
3*^.  De  construire  deux  lignes  x  et  x^  telles ,  que 

X  ~T~  ^1  ~^  ^«        XX\  ^^  !£• 

Construction,  1°.  En  un  point  O  d'une  ligne  indéfinie 
UV  (^g.  4)9  élevons  une  perpendiculaire  OA  égale  au 

rayon  du  cercle,  c'est-à-dire  à  l'unité.  Prenons  OC  ==  ji 

puis ,  du  point  C  comme  centre,  avec  C A  pour  rayon ,  dé- 
crivons un  cercle  qui  coupe  en  B  et  D  la  ligne  UV5  on 
aura 

car 

2OD— 20B  =  40C=  1      et      20DX20B  =  4ÔÂ' =4. 

2*^.  Joignons  AB,  et  du  point  B  comme  centre,  avec  OB 
pour  rayon,  décrivons  une  circonférence  qui  coupe  en  M 
et  P  la  ligne  AB  prolongée,  on  aura 

.  OM  =  z,     AP=z'; 
car 

AM  — AP=  PM  =  20B=r     et     AM.AP  =  Ao'=i. 
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Joignons  pareillement  AD,  et  du  point  D  comme  centré^ 
avec  OD  pour  rayon,  décrivons  une  circonférence  qui 
coupe  en  N  et  Q  la  ligne  AD  prolongée ,  on  aura 

AN=:«,     AQ  =  w'; 
car 

AQ— AN=:NQ=:20D=r'     et     AN.AQ  =15' =  i. 

3°.  Rabattons  AO  en  AE  sur  le  prolongement  de  AD, 
décrivons  sur  !NE ,  comme  diamètre ,  un  cercle  qui  coupe 

AM 
AB  en  F 5  du  point  F  comme  centre,  avec  AI  =  — pour 

rayon ,  décrivons  un  cercle  qui  coupe  AD  en  G^  et,  enfin, 
du  point  G  comme  centre,  avec  ce  même  rayon,  décri- 
vons wa.  cercle  qui  coupe  AD  en  K  et  H ,  on  aura 

Xi  =  AK,     jr  =  AH; 
car 

AK  4-  AH  =  2  GF  =  2  AI  =  AM  =  2 
et 

AK.AH  =^ÂF*=  AN.AE=  AN.AO  =  u. 

Le  côté  du  polygone  régulier  de  trente-quatre  côtés  inscrit 
dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  OA ,  est  donc  égal  à  AK. 
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à 

Formule  de  Lagrange  poar  le  développement  de  certaines  fonctions 
implicites.  -*  Déyeloppement  d'une  racine  deTéquation  gz=x-\-  tz"*, — 
Autre  application  de  la  formule  de  Lagrange. 


Formule  de  Lagrange  pour  le  déi^eloppement  de 
certaines  fonctions  implicites. 

Lagrange  a  donné ,  dans  les  Mémoires  de  l 'Académie 
de  Berlin  pour  l'année  1768,  une  formule  remarquable, 
par  laquelle  on  peut  développer  en  série  une  classe  étendue 
de  fonctions  implicites  (*).  Laplace  a  donné  ensuite  de 
cette  même  formule  une  démonstration  très-simple  ,  fon- 
dée sur  le  calcul  intégral ,  et  que  Lagrange  a  introduite 
dans  sa  Théorie  des  fonctions  analytiques  (**).  PJus 
tard,  M.  Cauchy  en  a  publié  une  nouvelle,  qui  a  Favan- 
tage  de  faire  connaître  le  reste  de  la  série  (***) .  Nous  pré- 
senterons ici  la  démonstration  très-simple  et  très-directe 
que  M.  Dubamel  a  donnée  dans  son  Cours  de  Mécanique 
de  V École  Polytechnique  (****). 

Soit  une  fonction  z  de  deux  variables  indépendantes  x 


(*)  Voir  le  Traité  de  la  Résolution  des  Équations  numériques.  Note  XI . 
Lagrange  déduit  sa  formule  de  celle  que  nous  faisons  connaître  dans  la 
Noté  1. 

(**)  Voir  la  3*  édit.  de  cet  ouvrage,  que  j'ai  publiée  en  1847,  P^®  '47- 

(***)  Mémoires  de  l'Académie  impériale  des  Sciences  de  l'Institut  de 
France,  tome  Vill,  page  i3o. 

(****)  Deuxième  partie,  page  57. 
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et  f ,  qui  satisfait  à  Tëquatiou 

(l)  3  =  A- 4- //(«), 

où  y  désigne  une  fonction  donnée  quelconque.  L'équa- 
tion (i)  admet  généralement  plusieurs  racines  z*^  mais 
nous  achèverons  de  déterminer  la  fonction  z  que  nous 
considérons,  par  la  condition  qu'elle  se  réduise  à  x  pour 
tz=o.  Cela  posé,  nous  nous  proposons  de  former  le  dé- 
veloppement de  z  eu  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
de  t. 

On  a ,  par  la  formule  de  IViaclaurin ,  en  considérant  z 
comme  fonction  de  la  seule  variable  t, 

/fiz\  /d'z\      /»  /</"«\         /» 

^^  \dtJo       \rfr/oi.2  \</r"/oi.2.../i         ' 

^^  '   (  ^  )  '  '  •  •  '  (  Tn»  )    ^^^^'  <ï®s  valeurs  de  z  et  de  ses 

dérivées  pour  ^  =  o  ,  et  R„  désignant  le  reste  de  la  série. 
En  faisant  t  =  o  dans  l'équation  (i),  on  a  d'abord 

Zq    — —    JC    à 

et  il  ne  reste  plus  qu'à  trouver  généralement  la  valeur  de 

— —  pour  f  =  o. 

Diiférentiant  successivement  l'équation  (i)  par  rapport 
à  chacune  des  variables  or  et  f,  on  a 

_=,  +  ,/.(,)_,   _=/(.)^. ,/'(,)_, 

et,  en  éliminant  f  [z]^ 

dz  dz 

Cette  équation  fait  connaître  la  valeur  de  (--  ]  ,  car 
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pour  /  ==  G ,  on  a 


dz 
zz=z^z=i  X     et      — -  =  I  ; 

dx 


donc 

dz 


(£).=/i')- 

Pour  avoir  la  valeur  de  (  -^  \  ,  différentions  l'équa- 
tion (3)  par  rapport  à  f ,  et  ensuite  par  rapport  à  .r;  on 
aura 

en  éliminant  -j-j  entre  c€s  équations ,  et  remplaçant  ~ 
par  sa  valeur  tirée  de  (3) ,  il  vient 


dt'  ^    '  dx''  ^  \   J*^     \    .  ^^^ 

dx 


et,  comme  le  second  membre  est  k  dérivée  de  /*(^)*  — 


par  rapport  à  a: ,  on  aura  enfin 
Faisant  maintenant 


dz 

t  =  O  y      Z=:r.  X  , 

il  vient 


t  =  o  y      Z=:.  X  ,        —-=1, 


\  dt''  /o~~       dx 


On  peut  continuer  de  la  même  manière  pour  former  les 

27 
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dérivées  successives  (-^jy)  5  etc.;  mais,  pour  éviter  de 

répéter  sans  cesse  les  mêmes  réductions ,  nous  commen- 
cerons par  établir  une  formule  générale  qui  simplifiera 
l'exposition  de  la  méthode. 

Soit  <f(z)  une  fonction  quelconque ,  et  diilérentions 


<f(z) 


dx 


par  rapport  à  r ,  on  aura 


ILli!!^—    u   ^^*^« 


di 


.      —  ^^  d'^  z 


ou,  en  mettant  à  la  place  de  —  et  de  -^ — -  leurs  valeur» 

'^  '^  dxdt 


dt 


précédemment  écrites , 


d 


dz-X 


dH 
djê"' 


Le  second  membre  est  la  dérivée  de 


9{^)f(z) 


dx 


par  rapport  à  x;  on  aura  donc  généralemçnt 


(5) 


dt 


dx 


Au  moyen  de  cette  formule,  on  pourrait  déduire  l'équa- 
tion (4)  de  (3),  en  supposant  y  [z)  =1  f[z). 

Faisons  maintenant  ç  [z)  z=f(z)\  l'équation  (5)  don- 
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nera 


(h  dx 


et,  par  conséquent,  en  diâerentîant  Féquation  (4)  par 
rapport  à  ^ ,  on  aura 

..,  ^■[/"'■ii 

dt^  dx'  ' 


en  différenliant  cette  dernière  par  rapport  à  «f,  et  «e  ser- 
vant de  l'équation  (5)  où  l'on  fera  (p  (-s)  =y  (z)',  on 
aura 


..,  "'[/wy. 


dt*  dx 

et  je  dis  que  l'on  a  généralement 


r/'"z_  "        I /'  ^'^    dx\ 
dp"  ~"  dx"-' 


(6)  "    ^-  ' 


Comme  nous  avons  établi  cette  formule  pour  les  valeurs 
1,2,  3  de  w,  il  suffit  de  démontrer  que  si  elle  a  lieu  pour 
une  valeur  quelconque  de  m ,  elle  a  lieu  aussi  pour  cette 
même  valeur  de  m  augmentée  d'une  unité.  Supposons 
donc  que  l'équation  (6)  ait  lieu,  et  faisons  (f  {z)  z=:f(^z)*^ 
dans  l'équation  (  5  ) ,  on  aura 

de  dx  ' 

différentions  maintenant  l'équation  (6)  par  rapport  à  f , 

27. 
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il  vient 


dt"*-^'  dx' 


î 


équattion  qui  se  déduit  de  (6)  en  changeant  m  en  m  +  i' 
L'équation  (6)  est  donc  générale ,  et,  en  y  faisant  f  =  o^ 
il  vient 

d'^zX    _d'^.^f{xY 

Le  développement  (  2  )  de  2  sera  donc 

7    z  =  x-ht/{x)-\- :^  +  ...H ^iA^+fi„. 

Proposons-nous  maintenant  de  former  le  développement 
d'une  fonction  quelconque  F  (z)  de  ^  en  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  croissantes  de  t. 

On  a ,  par  la  formule  de  Maclaurin  ^ 

en  désignant  par  Fo ,  (  -^  )  »  etc.,  les  valeurs  de  F  et  de 

ses  dérivées  pour  ^  =  o,  et  par  R„  le  reste  de  la  série.  Le 
premier  terme  Fo  est  égal  à  F  (jtr) ,  car  on  a  ^  =  a:  pour 

f  z=  o  5  il  reste  donc  à  déterminer  généralement  (  -z-^  |  • 

On  a  d'abord 

d¥  dz  dz 

"J-^zr  iz)^  =  Y'(z)/[z)^, 
dt  ^   '  dt  ^   '-^  ^    '  dx 


^ 
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et,  en  diiïerentiant  par  rapport  à  t^ 


d'Y 


4^'w-^(^)|]. 


de'  dt  ' 

mais  Féquation  (5)  donne,  en  faisant  <p  [z)  =  F'  [z)f[z)^ 

dt  dx 

donc 


r/r»  riic  . 


On  dédnira  pareillement  de  cette  dernière,  eu  faisant 
usage  de  Téquation  (5), 


d 


•  F       '^'[f'(^)/ (»)'!] 


dt^  dx"" 

«t  l'on  ferait  voir,  comme  précédemment ,  qu'on  a  géné- 
ralement 


(9) 


rf»-[F'(z)/(z)»±] 


dt"  rfx"*- '  ' 

faisant  t  =  o,  «  =  x,  —  =  i ,  cette  formule  doane 

dx 

rf^FX    _  d'^'[Y'{x)f{x)"'] 
dr'  /o"~  d'à?"»"' 

Le  développement  (8)  de  F(2)  sera,  par  conséquent, 

^'°^^  /»  rf"-[r(x)/(^)"] 

1 .2.0.  .  ./i  rtar"~' 


1 
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Quant  k  la  forme  du  reste ,  je  ne  crois  pas  devoir  en  parler 
ici,  et  je  renverrai  le  lecteur  au  Mémoire  dans  lequel 
M.  Cauchy  a  traité  cette  question. 


Déi^eloppement  d'une  racine  de  V équation  z  =  x-^tz 


m 


En  faisant y*(z)  =  s"*  dans  Téquation  (7 ),  on  a  le  dé- 
veloppement suivant  : 

2//1     .               3/7i(3m  —  i) 
z  =  JT  4-  x"/H A»*-'^»H î^ ;r ^  j:^"— '/=»-h... 
I  .2                                     1  .2.3 

nminm  —  i),.Anm  —  n -^  2.) 

H ^^ '—^ — — -'  ar«"-«-^-'  /"  -H . . . , 

1 . 2 . 3 . . .  /i 

pour  celle  des  racines  de  Téquatioii 

z  =  x  -h  ïa", 

qui  se  réduit  à  x  pour  f  =  o. 

Le  terme  général  m„  de  cette  série  a  pour  valeur 

nm  ( nm  —  \).  .  Anm  —  «  •+-  2 ) 

I  .  2  .  3  .  .  .  /Z 

et  Ton  en  déduit 

^H-«-«  ^      '      (^^  •i-in)(nm  +  m  >-  1). .  ,{fim  4-  Q    „_, 
u^        «  -H  I       (  /2/w  —  rt  -h  2  ) .  . .  (  «/w  —  «  H-  m  ) 

la  limite  de  ce  rapport,  pour  n  =  oo  ,  est  égale  à 


m'" 


{m  —  i)"-' 


^c"*-'  /. 


Il  en  résulte  que  la  série  précédente  sera  convergente,  si 
cette  quantité  est  inférieure  à  l'unité. 
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Autre  application  de  la  formule  de  Lagrange. 

La  formule  de  Lagrange  est  souvent  utile  pour  le  déve- 
loppement des  fonctions  explicites.  Nous  allons  en  donner 
un  exemple.  Supposons  qu'on  veuille  développer  la  fonc- 

tion  p r^  suivant  les  puissances  croissantes  de  t. 

En  appliquant  la  formule  de  Lagrange  à  l'équation 

(i)  z  =  i;4.f/(z), 

où  z  désigne  une  fonction  des  variables  ^  et  t^  elf(z) 
une  fonction  quelconque  de  z,  il  vient 

et ,  en  différentiant  par  rapport  à  ^ , 

Maintenant  soient 

F'(s)  =  z"*     et    /(«)  =  «-^i, 

l'équation  (i)  donnera 

Ç  —  /       dz  I 


I  —  ^      rfç      I  —  r 
et 9  par  suite,  Téquation  (2)  devient 

(i  --^)'"-^'~"  Jd  1.2.  ..«  d^ 


4^4  TRENTIÈME    LEÇON. 
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Solutiou  d'un  problème  d'analyse  indéterminé  relatif  à  la  représentation 

^[éométrique  des  fonctions  elliptiques. 


La  question  que  je  vais  développer  dans  cette  leçon  est 
extraite  du  Mémoire  sur  la  représentation  géométrique 
des  fonctions  elliptiques  et  ultrà^-elliptiques,  que  j'ai  pu- 
blié dans  les  tomes  X  et  XI  du  Journal  de  M.  Liouville, 
et  qui  fait. partie  du  tome  XI  du  Recueil  des  Savants 
étrangers. 

Solution  d*un  problème  d'analyse  indéterminée  relatif 
à  la  représentation  géométrique  des  fonctions  ellip- 
tiques. 

Le  problème  que  nous  nous  proposons  de  résoudre  est 
le  suivant  : 

Trousser  toutes  les  solutions  que  peut  admettre  l'équa- 
tion indéterminée 

0  dx' -^  dy' z=z  ■— -— -, 

(^  — a'}(z' — a') 

oii  c  est  une  constante  réelle ,  a*  et  et}  deux  constantes 
imaginaires  conjuguées ,  en  ne  prenant  pour  x  et  y  que 
des  fonctions  réelles  et  rationnelles  de  z  qui  ne  puissent 
être  infinies  que  pour  z  =  ztz  a  ei  z  =  ±ex,. 

Désignons,  pour  abréger,  par  /  l'imaginaire  s] — 1« 
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L'équation  (i)  peut  s'écrire  de  la  manière  suivante  : 

r/jc  -h  i  dy  dx  —  idy 


z^ 


z \      /        cdz      \  ' 

"^y      \    z'  —  a*  y 


et  comme  x  et  y  sont  des  fonctions  réelles  et  rationnelles 
de  z,  les  deux  facteurs  du  premier  membre  de  Téquai- 
tion  (2)  sont  des  fonctions  rationnelles  imaginaires  et 
conjuguées,  ayant  pour  module  l'unité.  Donc,  en  dési- 
gnant par  p  et  X3  deux  polynômes  imaginaires  et  conjura 
gués ,  par  w  un  angle  réel  et  par  e  la  base  des  logarithmes 
népériens ,  on  pourra  poser 

:e        —9        -7 -; r- —  6  —  » 

vj        1       caz       \  p 


cdz      \ 


a} 


pu 

dx  —ridy  ■=.  cc~- 


^(22 —  a») 

La  seconde  de  ces  équations  (3)  se  déduisant  de  la  pi^e^ 
mière  par  le  changement  de  i  en  —  i*,  il  est  inutile  de  la 
considérer  -,  en  intégrant  la  première ,  on  a 

(4)  ,  +  ,y  =  ,,-    T-?^.' 

J   u  z^  —  a^ 

et  il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  les  polynômes  p  et  cy, 
de  manière  que  l'intégrale  du  second  membre  soit  algé-»- 
brique 5  car,  cela  fait,  on  égalera  x  à  la  partie  réelle  du 
second  membre,  y  au  coefficient  de  i,  et  le  problème  sera 
résolu. 

D'après  l'énoncé  du  problème  ^  x  et  y  ne  doivent  être 
infiuies  que  pour  z=  ±a^  z  =  dz  a  ;  il  en  est  donc  de 
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même  dex-hiy  et  de  a: —  //  ;  par  conséquent,  le  dénomi- 
nateur n  de  la  quantité  sous  le  signe  /  ne  peut  contenir 
que  les  facteurs  linéaires 


«H-fl,      z  —  a,      «H-a,      z  —  a, 

et  il  en  est  de  même  du  polynôme  conjugué  p  ]•  d'où  il  suit 
que  p  contient  deux  de  ces  quatre  facteurs ,  et  que  xs  con- 
tient leurs  conjugués  le  même  nombre  de  fois  respecti- 
vement. On  peut  faire  quatre  hypothèses  : 

I».  /?=  (z —  a)'"(z-H  a)",  cr  =  (z  —  a)"*  (z  4-  «)«; 

2®.  /?  =  (z—  û)'"(z  4-  a)",  CT  =  (z  —  a)"  (z  -f-«)"; 

3°.  /?=(z  — ûj'-faH-  û)«,  CT  =  (z--a)'"(z-+-a)«; 

4«.  /?  =  (z  —  a)»"  (z  -H  a)%  bt  =  (z  —  «)»»  (z  -h  a)«, 

m  et  72  désignant  des  nombres  entiers  et  positifs. 
Dans  la  première  hypothèse ,  on  a 

p       dz       ^      (8-^a)>»(z4-a)«      ^^ 

CTZ«—  fl»  (z  —  û)'"-*-'  (z -+-«)«+'         ' 

dans  la  seconde, 

p       dz       _(z-.i)'"-'(zH-a)«^^^ 


CT  z'—  a'       (z —  a)'"(z-Ha)»-^- 


OU ,  en  changeant  m  en  m  H-  i , 


p      dz      _     (3_a)'«(z-H«)«     ^^^ 


CT 


za_flî        (a  _-«)•"•+-'  (z  +  fl)»-*-' 


La  troisième  et  la  quatrième  hypothèse  donnent  les  mêmes 

valeurs  de  ~ -»  sauf  que  a  et  a  sont  changés  l'un  dans 

CT  z'  —  a}  ^  o 

l'autre,  ce  qui  ne  produit  que  le  changement  insignifiant 

de  i  en  —  i. 

De  tout  cela ,  il  résulte  que  les  fonctions  cherchées  x 
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et  y  seront  douùées  par  Tune  des  deux  équations  sui-r 
vantes  : 


(6)        ^H-,y  =  ..-JJil^ 


)«-4-t(3  +  a) 


L'équation  (6)  est  comprise  dans  Téquation  (5),  si  Ton 
^dmet  des  valeurs  négatives  pour  m  \  elle  se  déduit ,  eu 
effet,  de  Téquation  (5  ) ,  en  changeant  f//  en  —  (m  -+-i). 

On  obtiendra  la  condition  pour  que  l'intégrale  de  i'équa-r 
tien  (5)  soit  algébrique,  comme  nous  l'avons  indiqué 
dans  la  septième  leçon  \  mais  il  convient  auparavant  de 
transformer  cette  intégrale. 

Posons 

a  OL 

et  prenons ,  à  la  place  de  z ,  une  autre  variable  t ,  telle 
que 

z  -Ha  2  a 


z  -{-  a       fl  +  a 
d'QÙ 

dz  1  OL 


t, 


dt; 


pn  aura,  après  quelques  réductions  faciles , 


/ 


(2— fl)'«+-«(25  4-«)'»+' 


~  (2rt)'"+'  J   (f—^)'^' 

Donc,  pour  que  x  et  j  soient  algébriques,  il  faut  et  il 
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suffit  que  l'intégrale 


—  0'"  , 

-—€lt 

«4-1 


(7)  r^^^^^-- 

le  soit.  Il  faut  doue  qu'en  décomposant 

f"(^--i)'" 


i«+i 


en  fractions  simples  ,  on  ne  trouve  pas  de  terme  contenant 
en  dénominateur  la  première  puissance  de  t  —  ^^  en 
d'autres  termes ,  il  faut  que  la  m'*'"'  dérivée  de  la  fonc- 
tion f*  [t  —  i)"*  soit  nulle  pour  2=^5  la  condition  que 
nous  cherchoiis  est  donc 


(.o)  ,'- =  o. 

Le  changement  de  a  et  a  en  —  a  et  —  a  dans  Pinté- 
grale  (5)  équivaut  au  changement  des  exposants  m  tl  n 
l'un  dans  l'autre;  et  comme  ^  ne  change  pas  quand  on 
change  a  et  a  en  •■ — a  et  —  a,  il  s'ensuit  qu'on  peut,  dans 
la  relation  (8),  changer  m  et  n  l'un  dans  l'autre.  Notre 
équation  de  condition  peut  donc  s'écrire  de  la  manière 
suivante  : 

(9)  ^^^r-^  =  o. 

Au  surplus,  il  est  aisé  de  s'assurer  que  les  équations  (8) 
et  (9)  sont  équivalentes,  car  on  a  l'identité 

1.2...  71  r/Ç"  1,2....  m  cl^'" 

Les  équations  (8)  et  (9)  ne  diffèrent  donc  qu'en  ce  que, 
si  m  et  n  sont  inégaux,  l'une  a  des  racines  nulles.  Mais  les 
racines  ^  =  o  ne  peuvent  nous  convenir,  car  Ç  =  o  donne 
a  =  —  a ,  et  dans  ce  cas  a*  et  a*  ne  sont  pas  imaginaires 
comme  on  Ta  supposé. 
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Supposons  que  n  ne  soit  pas  inférieur  à  m,  Téqua- 
lion  (9)  sera  du.degré  m,  et  ses  m  racines  seront  réelles  et 
comprises  entre  o  et  i .  Ce  théorème  se  démontre  immé- 
diatement, en  appliquant  m  fois  de  suite  le  théorème  de 
fiolle  à  r équation 

qui  a  m  racines  nulles  et  n  racines  égales  à  i . 

En  désignant  par  Ç  une  racine  quelconque  de  l'équa- 
tion (9) ,  on  aura 

on  pourra  se  donner,  à  volonté ,  le  module  p  des  imagi- 
naires a  et  a ,  et  si  Ton  pose 

(il)  «a=p% 

les  équations  (lo)  et  (i  i)  détermineront  a  et  a,  qui  seront 
bien,  en  effet,  imaginaires  et  conjuguées,  à  cause  de 

Considérons  maintenant  Téquation  (6)^  comme  elle  se 
déduit  de  l'équation  (5)  en  changeant  m  en  — (w-f-i),  on 
peut  admettre  que  la  condition  nécessaire  pour  que  l'in- 
tégrale qu'elle  contient  soit  algébrique,  se  déduit  de  l'équa- 
tion (9)  par  ce  même  changement.  Cette  condition  sera 
donc 

xm-+-i 
(12)  f rr_  O. 

Et,  en  faisant  usage  du  théorème  de  Rolle,  on  voit  que 
cette  équation  a  toutes  ses  racines  réelles  et  plus  grandes 
cjue  I  ;  en  sorte  que  si  Ton  pose 


"1 
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les  quantités  a  et  a  ne  pourront  pas  être  imaginaires  éi 
conjuguées. 

On  voit  enfin  que  Inéquation  (i)  ne  peut  admettre  de 
solutions  réelles  et  rationnelles  que  celles  qui  sont  données 
par  Féquation  (5),  où  m  et  /i  représentent  des  nombres 
entiers  indéterminés ,  et  encore  faut-il ,  pour  qu'elle  en 
admette  effectivement,  que  la  quantité 


4^  « 

soit  une  racine  de  Téquation  (8). 

Je  ne  parlerai  point  ici  des  applications  que  j'ai  faites 
des  résultats  qui  précèdent ,  et  je  renverrai  le  lecteur  aux 
divers  Mémoires  que  j'ai  publiés  sur  cette  question. 


FIN. 


NOTES. 


NOTE  I. 


SUR    LA    DETERMINATION    DES    SOMMES    DE    PUISSANCES   SEMRLABLE9 

DES    RACINES    d'une    EQUATION. 


Formule  de  Lagrange, 

Lagrange  a  fait  connaître  dans  les  Mémoires  de  V Académie  de 
Berlin  pour  1 768 ,  et  p}us  tard  dans  \e  Traité  de  la  résolution 
des  équations  numériques,  Note  XI ,  une  formuk^  remarquable 
qui  donne  immédiatement  Texpression  de  la  somme  des  pnis^ 
sances  semblables^  d'un  degré  négatif  quelconque ,  des  racines 
d'une  équation.  La  même  formule  peut  donner  aussi  la  somme 
des  puissances  semblables  d^un  degré  positif  ;  il  suffira,  en  effet, 
pour  avoir  la  valeur  de  cette  somme ,  de  transformer  Téquation 
proposée  en  mettant  au  lieu  de  Tinconnue  son  inverse,  et  d*ap  • 
pliquer  ensuite  la  formule  à  cette  transformée.  Nous  allons  éta^ 
blir  ici  la  formule  de  Lagrange;  nous  supposerons  avec  ViU 
lustre  auteur  que  Ton  ait  mis  l'équation  dont  il  s* agit  sous  la 
forme 

(0         "  u^  x-\-f{x)=zo^ 

u  désignant  une  constante  et  f  [x)  étant  un  polynôme  tel ,  que 

/  (a?)  =  A,  -f-  A,  :c  -h  A2  a:*  -h  A3  «3  >^  .  .  . , 

dont  nous  représenterons  la  dérivée  par  /'  (x),  conformément 
à  l'usage. 

On  sait  [voir  première  leçon)  que  si  ât,  ^,  c,. . .,  /  sont  les 
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racines  de  Inéquation  (i),  la  somme 


I 


•  • 


sera  le  coefticient  de  x"  dans  le  développement  de  la  fonctiort 

u — x-h/(.r) 

suivant  les  puissances  croissantes  de  x.  Soit  la   fonction  plus 
générale 

y(.r) 


—  9 


U  '-'  X  -\-/{x} 
où  7  (:r)  désigne  un  polynôme  ayant  pour  valeur 

<p  (a:)  =  Bo  4-  B,  x  -h  Bj  x»  +  B^  x^  + .  .  . , 

et  cherchons  le  coefficient  de  x*^  dans  le  développement  de  cette 
fonction.  Si  Ton  commence  par  développer  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  y  (jr),  il  vient 

(^) fM ^  iM.  _  iM/ W  ^  ?  (^)  [Aj')y 


u  —  .r-f-y(«r)        u  —  X         (a — x)'^  («  —  xY 

Considérons  d'abord  le  premier  terme  du  second  membre, 
on  a 

I  l  X         x"^ 


//  —  X  U  U?  v? 


et  si  Ton  multiplie  de  part  et  d'autre  par  le  polynôme  (p(^)9 
on  trouve  que  le  coefficient  de  a;"  dans  le  développement  de 

f^[x) 


u X 


a  pour  valeur 


Ba  B|  B2  Bn 


ou 


Bo  -4-  B,  «  4-  Bj  tt'  H- . .  .  +  B„  tt" 


««-+■' 


5 
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en  sorte  que  ce  coefficient  pourra  être  représenté  par 

ff{u) 


„«+•' 


pourvu  qu^on  ne  retienne  que  les  termes  qui  contiennent  u  en 
dénominateur. 

Considérons  maintenant  un  terme  quelconque  du  second 
membre  de  Téquation  (  a  ) ,  celui  qui  ^contient  la  puissance  i  de 
/{x)  et  qui  a  pour  valeur 

f     ,wy(^)[/(^)y 

Diaprés  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  le  coefficient  de  a?"  dans 
le  développement  de 

y(*)[/(^)]' 

U  X 

est  égal  à 

pourvu  qu*on  ne  retienne  que  les  termes  qui  contiennent  a  en 
dénonûnateur.  On  a  donc ,  avec  celte  restriction , 


u  —  X  ^d  a' 


le  signe  \^  s^étendant  à  toutes  les  valeurs  entières  nulles  ou 

positives  de  u.  Et ,  comme  la  différentiation  relative  à  ic  ne  peut 
introduire  de  puissances  négatives  de  u  dans  les  termes  qui 
n*en  contiennent  pas ,  on  aura ,  en  prenant  les  dérivées  d'ordre  / 
des  deux  membres  de  Pégalité  précédente, 

^i  y(")[/(^)]' 


28 


JC*, 
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d'où  il  suit  que  le  coefficient  de  jr"  dans  le  développement  de 
sera  représenté  par  l'expression 


1  u 


rt-t-l 


OÙ  il  ne  faul  retenir  que  les  termes  qui  contiennent  «  en  déno- 
minateur. 

Diaprés  cela ,  si  Ton  représente  par 

P»  4-  P.  ^  -h  Pa  X'  4-  P3  x=  4-    .  .  , 

le  développement  de  la  fonction 

on  aura 

pourvu,  nous  le  répétons,  qu'on  ne  retienne  que  les  termes 
qui  contiennent  u  en  dénominateur. 

Supposons  que  la  fonction  ff{x}  soit  de  la  forme 

et  faisons,  pour  abréger, 

la  valeur  de  P„  sera 

au  du 

1   <f"r(«)[/(«)]'        1   rf'H^(«)[/(«)?/'(«) 

1 .2  rf«'  I  .2  du^ 
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Or  on  a ,  en  faisant  — -j—^  =  T'  (  w) , 


du 


dW(u)f(u) 


on  a  aussi 


7:^1      1^  '-....■.(,-. )'^(">t/(«)]--/'(.) 


'    :•'?'(«)[/(«)]% 


I  .2.  .  .1 

€t,^i  difTérentiant  1 —  i  fois, 

1.2... I  du'  1.2...  (f  —  i)  J«*-* 

1     ^'-'r  («)[/(«)]•. 


^u  moyen  de  ces  formules  de  réduction  la  valeur  de  ?„  devient 

1.2  <fa  1.2.3  rfa  * 

Supposons  maintenant  que  la  fonction  j>(^)  se  réduise  à 
Tunité;  on  a 


««^* 


tirailleurs  P„  se  réduit  à 


a 


I  I  I 


On  a  donc  ^  en  meUant  partout  n  au  Heu  de  /z  +1  et  en  désignant 

2Ô. 
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par  (  —  I  la  dérivée  de  —  ?  * 

I         I         I  I         t        /  '  \' ^/    1 

-.  +  ^.H--  +  ...  +  7,  =  ;p;  +  (-j/(«) 

1.2  du  1.2.3  du^ , 

où  Ton  ne  doit  retenir  que  les  ternies  qui  contiennent  u  en  dé- 
nominateur. 

Lagrange  a  tiré  4e  la  formule  précédente  des  conséquences 
importantes;  il  en  a  déduit  en  particulier  la  formule  remar- 
quable que  nous  avons  établie  dans  la  vingt-neuvième  leçon. 
Nous  renvoyons  pour  ces  développements  au  Traité  de  la  réso- 
lution des  équations  numériques. 

Formule  de  Waring, 

Appliquons  ce  qui  précède  à  la  recherche  de  la  somme  des 
puissances  semblables  d*un  degré  entier  et  positif  n  des  racines 
de  réquation 

Nous  désignerons  par  a ,  é ,  c ,...,/  les  racines  de  cette  équa- 
tion  y  et  nous  poserons 

f;,  =  fl«H-^«-+-c'»-h..  .4-'/". 
Si  l'on  change  x  en  -  ?  l'équation  proposée  devient 

^  Pi  \P^  P^  Pi       J 

ou 

w  — a:-f-/(x)  =  o, 

en  mettant  tf  au  lieu  de ?   dans  le  premier  terme,  et  en 
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faisant 

\Pi  Pi  Pi  ) 

Or  les  racines  de  Téquation  (  ii  )  sont  les  inverses  de  celles  d^ 
l'équation  (i)  ;  on  aura  donc ,  d'après  le  théorème  de  Lagrange, 

1.2  €/a  1.2.3  du^  *  *  '  ' 

formule  dont  le  terme  général  est 

(4) 


1.2    3.  .  .1  rftt*-'     * 

et  où  il  faut  retenir  seulement  les  termes  qui  contiennent  u  en 
dénominateur.  Cherchons  à  quoi  se  réduit  l'expression  (4)* 

Conformément  à  l'usage  adopté  par  plusieurs  géomètres  y  nous 
conviendrons  que  le  symbole  r  (p  -f- 1]  représentera  le  produit 
des  p  premiers  nombres  entiers  dans  le  cas  de  p  entier  positif^ 
et  que  le  même  symbole  se  réduira  à  l'unité  dans  le  cas  de 
fjL  =  o  ;  ainsi  l'on  aura 

r(fit -f- i)=^  '  •^•3*  •  •[*    et    r(i)  =  i. 
Cela  posé ,  on  a 

\Px  Pi  Pi  J 

et,  en  élevant  à  la  puissance  /, 

l/(")J  -(     0  2-r(^-hi)...r(W.)^^.-^--^^-. 

le    signe  sommatoire  \^  s'étend  à  toutes  les  valeurs  entières 
positives  ou  nulles  des  exposants  >3>  >3 , . . . ,  >«  ^  assujettis  seule- 
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ment  à  vérifier  Téquation  de  coDclition 

(5)  X2  -h >3-f-. ..-♦->«.=  '. 


/î«~«— ' 


Si  Ton  multiplie  cette  valeur  de  [/(«)]*  par  —j-, — ,  et 

qu^on  détermine  le  nombre  >.|  par  la  condition 

(6)  "kt  -+-  2X2-1-  3V.  ..-hwX„r=«, 

ii  viendra 


I .2. . .  r  u 


n-hi 


^      >'     -^r(>,  +  i)...r(>^-f-i)^A,-+-...-+-^„. 

et  comme  nous  n'avons  à  tenir  compte ,  dans  le  second  menor- 
bre,  que  des  termes  qui  contiennent  u  en  dénominateur,  on  voir 
que  le  nombre  \i  ne  devra  recevoir  aucune  valeur  négative.  Si 
Fon  prend  les  dérivées  d*ordre  /  —  1 ,  par  rapport  à  u ,  des  deux 
membres  de  Tégalité  précédente ^  il  vient,  en  ayant  égard  à  la 
condition  (5), 


.    ,    ,         1 .2.  .  .  I  du*''* 

il)  . 


Le  second  noembre  de  cette  équation  (  7  )  exprime  la  somme 
des  termes  du  premier  membre  qui  contiennent  u  en  dénomi* 

nateur  ;  ces  termes  sont  les  seuls  qu'il  faille  retenir  ;  le  signe  \^ 

s'étend  à  toutes  les  valeurs  entières  nulles  ou  positives  de» 
exposants  Xi ,  X3  »  •  •  •  »  X^  susceptibles  de  vérifier  les  équations  de 
condition  (5)  et  (6).  En  faisant  successivement 

i  =  2,  a,  4-)  •  •  «7 
f'équ»tion  (  7  )  fera  connaître  la  partie  à  conserver  dans  lesdif' 
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férenls  termes  du  second  membre  de  Téquation  (  3  ) ,  à  partir 
du  troisième.  Mais  je  dis,  de  plus,  que  le  second  membre  de 
réquation  (7)  exprimera  pour  1  =  ï,  la  partie  à  conserver  dans 
le  deuxième  terme  de  la  valeur  de  j„  ,  et  que  pour  /  =  o ,  ce 

même  second  membre  se  réduira  au  premier  terme  —  de  1» 

'valeur  de  Sn»  En  effet ,  pour  1  =  i ,  les  exposants  Xj ,  ^3 , .  . . ,  >« 
sont  nuls,  à  Texception  de  Tun  d*eux ,  qui  est  égal  à  i;  si 
c'est  1  qui  est  égal  à  i,  >,  est  égal  a  n  -:^  ^  d'après  la  condi- 
tion (6)  ;  le  second  membre  de  Téquation  (  7  )  se  réduit  alors  à 

où  le  signe  ^  s'étend  aux  valeurs  de  p  depuis  p  =  2  jusqu'à 

p  =  m  si  m  est  moilidre  que  n  ,  et  jusqu'à  p  =  n  si  m  est  plus 
grand  que  n.  On  voit  que  l'expression  précédente  représente  la 

somme  des  termes  de  — n  — tt ./(")>  ^"i  contiennent  u  en 


««+' 


dénominateur. 

Enfin  ,  pour  /  =  o,  les  exposants  X^ ,  Xj ,  .  •. ,  >n,  sont  tous 
nuls,  e^  X,  se  réduit  k  n  h  cause  de  la  relation  (6);  et,  à  cause 
de  /ir(/ï)==r(«-hi),  on  voit  que   le   second  membre  de 

l'équation  (7)  se  réduit  au  terme  unique  — ,  qui  est  le  premier 

Cv 

terme  du  second  membre  de  l'équation  (3). 

Le  second  membre  de  l'équation  (7)  ne  renferme  pas  expli- 
citement l'indice  /  ;  donc ,  d'après  ce  qui  précède ,  ce  second 
membre  exprimera  la  partie  à  conserver  dans  les  différent» 
termes*  qui  composent  le  second  membre  de  l'équation  (3), 
pourvu  que  l'on  fasse  abstraction  de  la  condition  (5)  et  qu'on 
n'ait  égard  qu'à  la  condition  (6).  Ainsi  l'on  a  ^ 


r(x,H-i}...r(>„+-i)y.,H-.-.-+-^;„  tt>i+-H-^, 
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I 


OU ,  en  remettant au  lieu  de  u, 

Pi 

W^--2-     r{x.4-i)r(x,H.i)...r()i«4.i)     '^«^^    ^^  ' 

le  signe  \*  s'étendant ,  nous  le  répétons,  à  toutes  les  valeurs 

entières  nulles  et  positives  des  exposants  >i ,  ^2  9  •  •  •  )  ^m  suscep- 
tibles de  vérifier  la  condition 

La  formule  (8)  fait  ainsi  connaître  immédiatement,  en  fonc- 
tion des  coefficients ,  la  somme  dos  puissances  n^**^'  des  racines 
d^une  équation  ;  elle  a  été  donnée  par  Waring ,  dans  ses  Medi- 
tationes  algebraïcœ  (*).  Waring  ne  fait  pas  connaître  la  mé- 
thode qui  Ta  conduit  à  sa  formule ,  il  se  borne  à  en  vérifier 
l'exactitude  à  posteriori. 

Application  de  la  formule  de  fVaring  à  l'équation  du  second 

degré. 

Écrivons  l'équation  du  second  degré  sous  la  forme 

x^  —  px  -4-  ^  =  G. 

ï^our  avoir  la  somme  des  puissances  n^^"***  des  racines,  il 
faudra  faire ,  dans  la  formule  (8  )  de  Waring , 

si  l'on  pose ,  en  outre ,  X,  =:  |x ,  on  aura  X,  =  /s  —  2  {x.  On 
trouve  alors  cette  valeur  de  ^„, 

*"-Zir(«-2^+i)r(ft  +  i)^  '' 

le  si^e  \'  s'étendant  aux  valeurs  de  (* 


9     *>     "^  9  *  •  '  y 


■•"■*- 


(.*)  Ediiio  tertia,  p.  1. 
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n 


jusqu'au  plus  grand  entier  contenu  dans  -,  En  remplaçant  les  T 
par  leurs  valeurs ,  il  vient 

;,(;!  —  3) 

^         '  1  .2.  .  .  pt  r  ^ 

On  déduit  immédiatement  de  cette  formule  la  valeur  du  poly- 
nôme V„  que  nous  avons  étudié  dans  la  quatorzième  leçon.  En 
effet,  V„  est  une  fonction  entière  de  z  définie  par  les  deux 
équations 

Il  s'ensuit  que  Vn  est  la  somme  des  puissances  n^^^'  des  racines 
de  l'équation 


('-")('-î)  =  °' 


ou       r'  —  «r  -h  I  =  G, 


par  conséquent  la  valeur  de  V^se  déduira  de  celle  de  s^  écrite  plus 
haut^  en  faisant  p  =.  z  et  ^  =:  i;  il  vient  ainsi 


V„  =  z»  —  wz»-'  -f- 


__i :  «»-< 


I  .2 


formule  qui  coïncide  avec  celle  que  nous  avons  donnée  dans  la 
quatorzième  leçon  et  que  nous  avons  déduite  d'une  analyse 
toute  différente. 
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NOTE  IL 

SUR  L*BXP&ESSION  D^UNK  FONCTION  SYMETRIQUE  D*ORDRE  QUEL- 
CONQUE DES  RACINES  D^UNR  ÉQUATION  y  EN  FONCTION  DES 
SOMMES    DE    PUISSANCES    SEMBLABLES    DES    RACINES. 


Formule  de  ff^aring. 

Waring  a  donné,  dans  ses  Meditationes  algebraïcœ  (*) ,  une 
formule  qui  fait  connaître  Texpression  d'une  fonction  symé- 
trique d^ordre  quelconque  des  racines  d'une  équation,  en 
fonction  des  sommes  de  puissances  semblables  des  racines, 
^ous  allons  établir  ici  cette  formule  remarquable. 

Soient 

les  m  racines  d'une  équation  de  degré  m ,  et 

des  entiers  positifs  ou  négatifs. 

Nous  conserverons  la  notation  dont  nous  avons  fait  usage 
dans  la  première  leçon  ,  en  sorte  que  S^  représentera  la  somme 
des  puissances  de  degré  ai  de  toutes  les  racines,  et  que  le  symbole 

désignera  la  fonction  symétrique  d'ordre  i ,  dont  tous  les  termes 

se  déduisent  de  j?/  ^c,'  ,  .  .  j:,  * ,  en  faisant  toutes  les  permu- 
tations possibles  des  racines.  Nous  supposerons  d'abord  que  les 
exposants  a  soient  inégaux,  et  alors  on  aura 


•  11)         V  ~~~    ^    ^  i  J7  j     • . .  .«<  i —    ^   JC  ^   -X  ^  » , ,  X 


i—i 


1  •  • 


1^: 


«1      ««  «;  _!'''« 


3 


I  —  I 


(*)  Editio  terlia,  p,  8. 
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Cette  formule  permet  de  calculer  les  fonctions  symétriques 
(l*ordre  /  quand  on  sait  former  celles  de  Tordre  / —  i  ;  on  en 
déduit  : 

(^«,  ^«,  ^a,  -^-  a,  +  Sgç^  S^^  S^^  ^_  «^  4-  S^  ^  S^^  S^^  ^  ^  \ 
+  S„,  S^,  Sa,  -+-  a,  -♦-  S,,^  S^^  S^^  -H  «,  -^  S«.  ^a,  ^a,  +  «,/ 

—  2.3  S^  .^gç^^gj^^Qç^  , 


On  peut. écrire  ces  formules  d'une  manière  plus  abrégée  et  dé- 
couvrir la  loi  de  leur  formation  en  faisant  usage  de  la  notation 
suivante  :  partageons  les  /  indices 

en  divers  groupes.  Soient  >t  le  nombre  des  groupes  qui  con- 
tiennent un  seul  indice,  >3  le  nombre  des  groupes  qui  rontieu' 
nent  deux  indices , .  . . ,  >«  le  nombre  des  groupes  qui  contiennent 
/  indices;  on  aura 

X,  -h  2>2  4-  3>3-H-  .  .+  />!  =  i\ 

on  voit  que  X,  doit  être  égal  à  zéro  ou  à  l'unité,  et  si  >,=  1, 
tous  les  autres  \  sont  nuls.  Cela  posé,  ajoutons  entre  eux  les 
indices  a  de  chaque  groupe  et  désignons  par 
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les  sommes  obtenues  ;  enfin  considérons  le  produit 

faisons  toutes  les  permutations  des  indices  ai ,  «29  •  •  •  »  «<  qui 
font  acquérir  à  ce  produit  toutes  les  valeurs  distinctes  dont  il 
est  susceptible ,  ajoutons  tous  les  résultats  et  désignons  par 

T-  (^i*>    Aj, .  .  » ,  À|) 

la  somme  obtenue  qui  sera  une  fonction  symétrique  des  in- 
dices a. 

D'après  cette  notation,   les  formules  écrites  plus  haut  de- 
viennent 


(3) 


(2) 


2*?'*?'=T(2,o)-T(o,  I), 

2*«.x?.x?.=  T(3,o,o)-T(i,i,o)H-2T(o,o,i), 

2*?'*?'*?'xî'  =  T(4,o,o,o)-T(2,i,o,o) 

-f-aT(i,o,i,o)  — 2.3T(o,o,o,i), 

2*T-*?'<'*î'*?'  =  T(5,o,o,o,o)—T(3, 1,0,0,0), 

+  2T(2,0,  I,0,o)+T(l,2,Q,  O,  O) 

—  2.3T(i,o,o,x,  o) — 2T(o,i,i,o,o) 
H-2.3.4T(o, 0,0,0,  i), 


et  il  est  aisé  de  vérifier  qu'on  a  généralement 

^V      T*'!     T*^S     <V»^t  .M^  ■ 

^\*\       *7       *i       •'•     *,•  * 


(4) 
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le  signe  \^  du  second  membre  s'étendant  à  toutes  les  valeurs 
de  >i ,  X  2 .  .  .  9  Xj ,  qui  satisfont  à  la  condition 

X,  4-  2X2  -t-  3 Xj  -h . . . -+-  1)/  =  j , 

et  le  symbole  F  (  /a  )  désignant ,  comme  dans  la  Note  I ,  le  pro- 
duit des  y,  —  I  premiers  nombres  entiers. 

Au  moyen  des  formules  (  2  )  on  vérifie  l'exactitude  de  la  for- 
mule (3)  pour  /  =  2  ,  3,  4)  5;  donc ,  pour  établir  la  généralité 
de  celle-ci ,  il  suffît  de  prouver  que  si  elle  a  lieu  pour  <  =r  A-, 
elle  a  lieu  aussi  pour  i  =  ^  -f- 1 .  Admettons  donc  que  Fon  ait 

le  signe  V*  du  second  membre  s'étendant  à  toutes  les  valeurs 

des  entiers  \ ,  pour  lesquelles  on  a 

X,  -+-  2  >2  -+-  3  X3  -f- . , .  4-  X-  Xjt  ^  /• . 
Il  est  évident  que  l'expression  de 

sera  formée  de  termes  tels  que 

où  l'on  aura 

X,  -h  2X,-j-  3>3  -H.  .  .•+-  X->i-h  (A-  -+-  i)>A4-î  =  A-  -Hi; 

nous  allons  chercher  à  déterminer  les  coefficients  qui  multi- 
plient ces  différents  termes. 

Supposons  d'abord  que  X,  ne  soit  pas  nul ,  ce  qui  exige  que  h-t-t 
le  soit  ;  on  aura 

(>,  —  1)  +  2>2-f-  3>3  +..  .H-  A-Xitn:  A. 
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Gela  posé ,  le  terme  en 

T    (Al,     Aj,    .    t    .y    À^,     Oj, 

que  nous  considérons,  proviendra  en  partie  [ formulé  (i)  ]  de  la 
multiplication  de  S^      par  ^  *"**»*••  •  ■*^?*'    ®'  comme  les 

termes  de  ce  produit  ne  peuvent  évidemment  se  réduire  avec 
ceux  qui  proviennent  du  changement  de  or,  en  a,  -h  a*^.!,  ou  de 
as  en  as  +  oLk+i  >  ou,  etc. ,  il  est  clair  que  le  coefficient  de 

T  (>, ,  Xj,, . .  ,Xi,  o) 
dans  ^^  ar"*  -r***  •  •  •  x**"**'  sera  égal  au  coefficient  de 

T(>,  —  I,  >,,..  .y  h) 

dans  V  ^T'  <• .  • .  V^  c'est-à-dire  égal  à 

ce  résultat  est  conforme  à  celui  qu'on  déduit  de  la  formule  (3) 
quand  on  y  fait  i  =  A-  +  i . 

Considérons  maintenant  le  terme  en 

T  (o,^9,*.*,  A^)  A^+i,..  •  )  A*,  O), 

dans  2-=*^^  x"' . . .  *r*  ^r+t' •  Ce  terme  provient  tout  entier 
[formule  (i)]de8  résultats  que  Ton  obtient  en  changeant,  dans 

—  2^"^"'    '  *  ^**'  "'  ^°  *'  "^  **+»  ^"  '^'  ^"  *'"*"  *'+"  ^"'  ^^^' 

Les  termes  de  l'expression  (4)  de  —  ^^V  ^?'  •  •  •  ^**  q"i  con- 
courent ainsi  à  former  le  terme  que  nous  considérons  sont  évi- 
<iemment  de  la  forme 

T  (o,   As  ,  •  .  .  ,  A^  -f~    I  y    Ag4,i  —   I  , .  .  .  ,  Ak)  ^ 

OÙ  g  peut  avoir  toutes  les  valeurs  telles,  que  >^+i  ne  soit  pas  nul^ 
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Cl  le  coefficient  correspondant  sera,  d'après  la  formule  (4), 

(_,/+-^.-^.— -^.r(2)''r(3/'...r(g)'»-^'r(ffH-i)V-'...r(*/*. 

Or,  chacun  des  termes  de 

I  [O,  A],...,  A^ -f-  I,    Ag.^.!  — —  I,t..,  A^j 

contient,  d'aprèssa  définition  même ,  un  ou  plusieurs  facteurs  de 
la  forme 

où  le  nombre  des  indices  «est  égal  à^;  si,  dans  les  facteurs  de 
ce  genre ,  on  remplace  successivement  a,  par  ai  -j-  a*^., ,  puis  a, 
par  a,  -h  o^k+i  >  puis,  etc. ,  et  qu^on  réunisse  ensuite  tous  les  ré- 
sultats, chaque  terme  sera  répété  g  fois  dans  la  somme.  Il  s'ensuit 
que  le  terme  en 

A  (O  ,  A},..  *,  Ay  -f~  I,  A^4-i  "■"  ^ »•••>  A^) 

donnera,  dans \].r"*ar^*...  x^'*  x^.^'l",  une  partie  des  termes 
contenus  dans  l'expression 

1  ^O,  A}...,  hgy  A^^_t,.**  A^,  Oj,, 

et  que  ceux-ci  auront  pour  coefficient 

OU 

(-i)*'*"~^'"^~-~^*r(2)\..r(g)Vrfe+.)V....r(*)^*, 

à  cause  degT(g)  =zT  [g  -h  i) .  Or  les  termes  qui  peuvent  naître 
des  diverses  valeurs  dont  g  est  susceptible,  ne  peuvent  se  ré- 
duire entre  eux  ;  donc  le  coefficient  de 

T(o,  X2,  ^3, . .  .,  X*,  o) 
dans  2^"'  J??'    . .  «^r*^^^'  est  nécessairement 

(— ,)^-+-'-^«-""'^*r(2)''r{3)^'...r(/[-)\ 
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Ce  résultat  est  conforme  à  celui  qu^on  déduit  de  la  formule  (3) 
en  y  faisant  i  =  A*  -f- 1 . 

Considérons  enfin  le  terme  en 

T(o,  o,  o, . . .,  o,   i] 

dans  ^^  X*»  X  î« . . .  *"*  ^Ik+t^  '  ^^  ^  forme  au  moyen  du  seul 

terme 

(— i)*r(^)T(o,  o,  o,...,  G,  l) 

de  — 2^^*  ^***  •  •  '^**'   ï^  ^^^^  effectivement ,  pour  cela, 

ajouter  successivement  a  jt+i  à  chacun  des  indices  qui  entrent  dans 
ce  terme ,  et  réunir  tous  les  ^  résultats  qui  sont  évidemment  égaux 
entre  eux.  On  voit  alors,  à  cause  de  /r(^)  =  r{^-hi),  que 
le  terme  considéré  a  pour  valeur 

(-i)*r(itH-i)T(o,o,  o,...,  o,  i), 

ce  qui  achève  de  démontrer  Texactitude  de  la  formule  (3). 

Il  est  aisé  de  trouver  le  nombre  N  des  termes  contenus  dans 
la  fonction  que  nous  avons  désignée  par 

Effectivement  chacun  de  ces  termes  correspond  à  une  certaine 
distribution  des  indices 

«15  «a» .  .  •>  «1 


en  X,-h^i-t-..  .-H^i  groupes,  et  X*  désigne  généralement  le 
nombre  des  groupes  qui  renferment /^  indices.  Écrivons,  sur  une 
même  ligne,  tous  les  indices  a  de  manière  que  ceux  qui  appartien- 
nent à  un  même  groupe  se  trouvent  placés  à  côté  les  uns  des 
autres,  en  commençant  par  les  groupes  d'une  seule  lettre,  met- 
tant ensuite  les  groupes  de  deux  lettres,  et  ainsi  de  suite.  On 
pourra  former,  de  cette  manière ,  N  permutations  ou  arrange- 
ments des  i  indices  qui  correspondront  respectivement  aux  N 
termes  de  T.  Si  maintenant  on  fait  dans  chacun  de  ces  N  arran- 
gements toutes  les  permutations  possibles  des  indices  qui  com- 
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posent  chaque  groupe ,  sans  altérer  Tordre  des  groupes  et  sans 
faire  passer  aucun  indice  d*un  groupe  à  un  autre,  le  nombre  total 
des  arrangements  qu'on  obtiendra  sera  égal  à 

Nr(2)^*r(3)''...  r(0^'-'r(/  +  i)''. 

Enfin,  si  dans  chacun  des  arrangements  ainsi  formés,  on  per- 
mute entre  eux,  de  toutes  les  manières  possibles,  d'abord  les  >i 
groupes  qui  contiennent  chacun  un  indice ,  puis  les  X^  groupes 
qui  contiennent  deux  indices,  puis,  etc.,  sans  altérer  Tordre  des 
indices  qui  composent  un  même  groupe ,  le  nombre  de  tous  les 
arrangements  ainsi  obtenus  sera 

Nr(2)^'r(3)^'...  r(i+i)^'r{^-hi)r(x,H-i)...r()i,.-f-i). 

Or  il  est  évident  qu'en  opérant  ainsi  on  a  formé  toutes  les 
r  (i  +  i)  permutations  des  /  indices  sans  en  omettre  ou  en  ré- 
péter aucun.  Le  nombre  précédent  est  donc  égal  à  r  (i  -+- 1) , 
et ,  par  suite ,  on  a 

N= ^:ii±^) 

La  formule  (3)  suppose  que  les  i  indices 

soient  inégaux.  Supposons  maintenant  que  parmi  ces  indices,  il  y 
en  ait  fx,  égaux  à  «i ,  |A2  égaux  à  a^ , . . .  t  enfin  i^k  égaux  à  a^  ;  il 
est  évident  que  le  second  membre  de  la  formule  (3)  devra  être 
divisé  par 

r (jx,  -f-i) r (fjL,  -f- 1) . . .  r (p* h-  i), 

ainsi  que  nous  l'avons  dit  dans  la  première  leçon. 

Supposons,  en  particulier,  que  les  /  indices  soient  égaux  à  un 
même  nombre  a ,  on  devra  diviser  le  second  membre  de  l'é- 
quation (3)  par  r  (i  -h  i)  ;  d'ailleurs,  chacun  des  N  termes  de 


se  réduit  à 


T  (  À|  ,    Àj  ,  .   .       ,   A,- j 


o       •  •  •  ikj.    • 
«      2a  la' 


29 
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donc  cette  fonction  a  pour  valeur 

r(i-4-i) g^.g>.  ^^  g;, 

r(2)^'r(3)\..r(/-M)^'r{x.-hi)r(x,-hi)...r{>.,+i)  *   """"'^  '" 

ou 


a    2a       la 


i^'.2\../^'r(2)^T(3/v..r(f/T{îi,+i)r(>,-+-i)...r(>;-*-i) 

la  formule  (3)  donne  alors 


(5) 


'"-^i^».2^«...i^r(x,-M)r(>,4-i)...r()..-hij  «  ^«'"  '«' 

le  signe  \]  du  second  membre  s'étendant,  comme  précèdem- 

ment ,  aux  valeurs  nulles  ou  positives  des  entiers  ^i ,  ^i , .  •  • ,  Xi 
susceptibles  de  vérifier  la  condition 

X|  -f-  2  Xj  -h  . . .  4-  /  X4=  / . 

Détermination  des  coefficients  d'une  équation  en  fonction  des 
sommes  de  puissances  semblables  des  racines, 

La  formulé  (5)  donne  immédiatement  Texpression  des  cocfli- 
cients  d^une  équation  en  fonction  des  sommes  de  puissances 
semblables  des  racines. 

Soit  réquatîon 

et  représentons,  comme  précédemment,  par 
ses  ///  racines.  On  a 
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par  suite,  la  formule  (5)  donne,  en  y  faisant  a  =  i, 

_  /       \ /i  ~t~  ^j  ~f"  •••  ~+- ^j- 

Pi  =  y^  -T    i    j-      ^  — —  s  ,*  s j' . . .  s .  '  5 

le  signe  \^  s'étendant  toujours  aux  valeurs  nulles  et  positives 
des  exposants  >  qui  vérifient  la  condition 

"X,  -f-  2>2  -+■  •  •  •  4-  '^1  =  '. 

En  faisant  /  =  2,  2,  3,  4»  ^tc. ,  on  trouve 

/?!=—  S,, 

I  I 

^'^=^iT3:;4^'■~I:^^'^^■^3^•^^"^i^^^'^4^^' 


Il  est  aise  de  vérifier  ces  résultats  au  moyen  des  formules  de 
Newton. 


9.9. 


4^2  KOTB    III. 


NOTE  in. 


1^. 


SUE    LA    DCTEBHINATION    DU    DEBVIER    TERME    DE    L  EQUATION    AUX. 

CAEEÉS   DES    DIFF^BENGES. 


Le  produit  des  carrés  des  différences  des  racines  d^une  équa- 
tion prises  deux  à  deux ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  le  dernier 
terme  de  Véquation  aux  carrés  des  différences ,  est  une  fonction 
entière  des  coefficients  de  Téquation  proposée,  qui  possède 
plusieurs  propriétés  remarquables  et  qu*on  a  occasion  de  con- 
sidérer dans  diverses  questions  d'analyse  supérieure.  Nous  avons 
fait  connaître ,  dans  la  deuxième  leçon ,  le  procédé  de  M.  Cau- 
chy,  par  lequel  on  peut  calculer  la  fonction  dont  il  s*agit, 
pour  une  équation  du  degré  m ,  lorsqu'on  connaît  la  valeur 
de  cette  même  fonction  pour  une  équation  de  degré  m  —  i. 
Je  me  propose ,  dans  cette  Note  ,  d'indiquer  un  procédé  nou- 
veau et  d'une  grande  simplicité  pour  résoudre  la  même  ques- 
tion. 

Soit  réquation  de  degré  m, 

(i)  x«-h/?iX'"~'-+-/^ta?"~'-h/''j^"'"~'-i-...-h/!>«.-,a:4-A'«=0, 

et  désignons  par  V,,  le  dernier  terme  de  Téqualion  aux  carrés 
des  différences  des  racines.  Il  résulte  de  la  théorie  des  fonc- 
tions symétriques ,  que  V,»  est  une  fonction  entière  des  coel- 
ficients  /'i ,  />3  »  . .  . ,  />m  >  et  que  chacun  des  termes  de  cette 
fonction  renfermera  m  {m —  i)  dimensions,  si  l'on  considère 
chaque  coefficient  p  comme  ayant  autant  de  dimensions  que 
son  indice  contient  d'unités.  D'après  cela,  la  valeur  de  V, 
ordonnée  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  /?« 
aura  la  forme 

(2)  V;„=A,/>^"'-f-A,/?"~'4-  A3 />""' -!-...■+- A«_,/7;„  4-  A„, 

Ai  ,  Aa , . . . ,  Aot  étant  des  fonctions  entières  de/?, ,  7^2 , .  . ,  Pm-i 
dont  la  première  est  une  simple  constante. 
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Désignons  par  V,„_,  le  dernier  terme  de  Téquation  aux 
carrés  de  différences  des  racines  de  Téquation 

Lorsque  pn^  «st  nul ,  la  fonction  Vm  se  réduit  à  Am  ;  d'un  autre 
côté,  réquation  (i)  se  déduit  alors  de  Téquation  ( 3)  en  mul> 
tipliant  cel!e-ci  par  or,  c'est-à-dire  en  y  introduisant  une  ra~ 
cine  nulle.  Il  s'ensuit  évidemment  que  Ton  a 

Cela  posé,  il  est  évident  que  la  fonction  V»  ne  changera 
pas,  si  Ton  augmente  chaque  racine  de  l'équation  (1)  d\ino 
même  quantité  /i;  or,  par  ce  changement,  les  coefficients 
Pif  P77'  •  '  9  y^m prennent  des  accroissements 


àpiy  A/?2, .  .    ,   A/?„_,,  A/? 


m 


qui  s'évanouissent  avec  h ,  et  dont  les  termes  qui  contiennent  /t 
à  la  première  puissance,  sont  respectivement 

m/i,     (//i— i)/?,A,      (m^ — a)/?.,/*,...,      ip^^^^h^     Pn~\f^- 

L'accroissement  correspondant  A  V„  de  Vo, ,  savoir  : 

dS^  d\„  d\„ 

dpi  dp,  dp„ 

est  niil,  quel  que  soit  ^,  et,  par  conséquent,  le  coefficient 
de  la  première  puissance  de  h  est  identiquement  nul  ;  on  a 
donc 

dVm       ,  .      dV„       ,  .       dW        ■  d\^ 

dp^         ^  dpi  dp^  (Ipn 

On  peut  obtenir,  d'une  autre  manière,  cette  équation  qui 
va  nous  conduire  à  la  valeur  de  Vw.  Si ,  en  effet ,  on  fait 
disparaître  le  second  terme  de  l'équation  (i)  et  qu'on  exprime, 
par  le  moyen  des  différentielles  partielles,  que  V^,  est  une 
fonction  des  coefficients  de  l'équation  transformée,  on  re- 
trouvera l'équation  que  nous  venons  de  former.   Nous  écri- 
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On  a  d*abord 

A,  =^  ^^pi^  iSp,  />,  />J-  4/>;  pl^p]  p\  ,>î-  l^p\  pl 

d'où 

d  K^  ,. 

-^=  -144;,,  P\^^P]  Pl-^  Qop,  p\  pl  —  lSp^,  p,  pi 

et ,  par  suite , 

A3  =  144 /?,  pi  —  6/?;  />;  —  80/?,  /?;  />3  + 1  Sp]  p,  p, 
—  ^p]  p\''^^p\y 

d'où 

dk 

-j~=:  384/?,  />1-H  256/?;/?3—  288/?;  p,p^  4-  54^;/?,, 

et^  par  suite, 

A,  =  —  192;?,  /?3  w.  i28/7;4-i44/?î  p^—^ipU 
d*oà 

—  =  ^768;;,, 

et  y  par  suite  ^ 

A,  =  256, 

ce  qui  achève  de  déterminer  la  valeur  de  V4. 

Dans  le  cas  particulier  du  quatrième  degré,  on  peut  mettre 
sous  une  forme  commode  pour  le  calcul  arithmétique  l'expres- 
sion du  produit  des  carrés  des  différences  des  racines.  Prenons 
réquation  proposée  sous  la  forme 

ax*-^Jibx^'h6cx*'{-^dx'\-e=Oy 
et  soient 

I  =  fle  —  4  W  4-  3  c% 

J  =  ace  4-  2  bcd  —  ad^  —  eb^  —  c*. 

On  aura ,  en  désignant  les  quatre  racines  par  a ,  p ,  y,  ^ , 

=  i6(P-"27  J'). 
C'est  M.  Caylcy  qui ,  le  premier,  a  trouvé  cette  formule. 


4- 
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NOTE  IV. 


SUK  LA  DECOMPOSITION  DES  FRACTIONS  RATIONNELLES  EN  FRACTIONS 

SIMPLES. 


Désignons  par  F  (j:)  une  fonction  rationnelle  quelconque  > 
par 

r" 

les  racines  de  Féquation 


=r  o 


et  par 

les  degrés  de  multiplicité  respectifs  de  ces  racines. 
Soit  aussi ,  pour  abréger, 

<p(^)  =  (a:  — ^,)".F(a:), 

<p  [x)  désignant  une  fonction  qui  a  une  valeur  finie  différente 
de  zéro  pour.r  =  a:,. 

Si  l'on  imagine  que  la  fonction  rationnelle  F  (a:)  soit  décom- 
posée en  fractions  simples ,  la  somme  des  fractions  relatives  à  la 
racine  x^  sera 

_.  -I-  . .  -^ ,  .  , 

X  —  Xx)   »       i.(j:  —  Xx)    • 


l.2...(/«, —  «  —  \)[x — ^i)'"*"'       '  1.2...  (iWi — \)(x  —  j:,) 

ainsi  qu'on  Ta  vu  dans  la  sixième  leçon.  Par  suite ,  cette  somme 
s'obtiendra  en  faisant  X^'=:o  dans  Texpression 


[x  —  Xy  —  Ç)    »        i,(j?—  jr,  —  Ç)"*i~" 


1.2... (mi — I  — i)(a7  —  a:, —  Ç)'+'         '      1.2,..  (m,  —  i)(a:  — -r,  —  Ç) 
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Or  y'(j?i4-C)j  ?"(*•■^"07  cte'j  peuvent  être  considérées 
comme  les  dérivées  de  ^  (j:,  -h  Ç)  par  rapport  à  la  variable  Ç, 
et  alors  il  est  aisé  de  voir  que  Texpression  précédente  se  réduit  à 


m  —  l  ' 


r  (p)  désigne,  comme  dans  les  Notes  précédentes,  le  produit  des 
p  —  I   premiers  nombres  si  p  est  plus  grand  que  i  et  doit  se 
réduire  à  l'unité  pour  p  =  i . 
Comme  on  a 

la  somme  des  fractions  simples  relatives  à  la  racine  Xi  sera  égale 
à  la  valeur  que  prend ,  pour  ^  =  o ,  Texpression  suivante  : 

.m  -.  t;'"'F(3:,  +  i;) 
^  I    , 

I  :t  —  Xi  —  Ç 


,m  — I 
I 


Si  donc  la  fonction  rationnelle  F(x)  ne  contient  pas  de  partie 
entière,  on  aura 

Dans  cette  formule,  il  faut  faire  ^=o,  après  les  différentiations; 

le  signe  sommatoire  ^^  s'étend  à  toutes  les  racines  ar,,  jtj,  . . . , 

x^j^.  Il  est  presque  superflu  d'ajouter  que  si  le  degré  de  multi- 
plicité d'une  racine,  de^,  par  exemple,  se  réduit  à  i,  la  dérivée 

"-'"'-^    se  réduit  à  ^J^-L+i). 


On  obtient,  d'après  cela,  cette  expression  très-simple  de  l'in- 


J 


« 
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tégrale   /  F  (j?)  dx^ 


savoir  : 


Si  la  fonction  F(j?)  contient  une  partie  entière  E  (j:),  on  a 


F(a:)=:E(;r)-f-y— ^ 


or  —  a?!  —  Ç 


('"•}  é^Ç 


frt. — I 


ii  est  aisé  de  trouver  la  valeur  de  E  (^r).  Désignons  par  n  Feicés 
du  degré  du  numérateur  de  F(j:)  sur  celui  du  dénominateur; 

n  sera  le  degré  de  E  {x).  Cela  posé,  si  Ton  change  a?  en  -  dans 

z 

réquation  précédente  et  qu'on  multiplie  ensuite ,  de  part  et 
d'autre ,  par  z",  on  aura 

I— (A^^-  ç)z 


'■^{S)=-^($)*'-M 


d 


^[rfi,)  rfç 


JB.  — l 


Il  s'ensuit  que  si  l'on  développe  2"  F  (  -)  en  série  ordonnée, 
suivant  les  puissances  croissantes  de  ^ ,  la  somme  des  termes 
dont  le  degré  ne  surpasse  pas  n  sera  2"  E  (  '- )  •  Or,  Ç  désignant 
toujours  un  infiniment  petit,  on  a,  par  la  formule  de  Maclaurin , 

z  \Kl      i       di;  1.2        rfç' 


donc  on  a 


'»(r)  =  '-'G)*T^' 


I  .2.  .  .«  rt  ^" 


l 
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et ,  par  suite , 


E  {x)  =  j:"  Ç"  F  l^\  4-  X"-' j^ 

-L.  ,   ,   ,  -I — _ 


1.2  r/Ç'  I.2.../I  r/Ç' 

On  peut  trouver  une  autre  expression  plus  simple  du  poly- 
nôme £  (x).  En  effet,  le  coefficient  de  Ç'**'  dans  le  développe- 
ment de  C*  F  I  - 1 9  suivant  les  puissances  croissantes  de  Ç,  est 

égal  au  coefGcient  de  Ç"  dans  le  développement  de  2;"~^'  F  1  -  j  ', 

d'ailleurs,  ces  coefficients  sont  les  valeurs  que  prennent,  pour 
Ç  =  o,  les  deux  quantités 


rf— 'Ç-F  (^  f/^Ç^+'F  [i 


donc  on  a ,  pour  ^  =  o , 

r(/î  — i-i- 1)       rfç«-*        ""  r(/i-hi)         rfç^^       ' 

et  il  faut  remarquer  que  le  premier  membre  doit  être  réduit 
à  Ç"  F  (  --  j  dans  le  cas  de  /  =  n. 

D'après  cela,  la  valeur  de  £  (x)  devient 

E  .x)=z  —-^ — r \yJ. ; 

'   ^     r(/n-i)  rfç'*  ' 

enfin ,  comme  on  a  évidemment ,  pour  ?:  =  o,  et  pour  i  >  », 

0_ 


o> 


•     /  • 
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on  peut  aussi  écrire 

1 1.)  =  — î ^ -, 

ou 

fin  IIZ. 

On  a  donc  la  formule  suivante  qui  donne  la  valeur  d^une  fonc- 
I       tien  rationnelle  quelconque  F  (x)  décomposée  en  une  partie 
entière  et  en  fractions  simples,  savoir  : 


d'* 


Ç"F(i) 


,/",-'  i_IIfl±-^J 


I — Çx  X?       '  ^  —  ^1 — ^ 


I  j^—  çx  -^       I        f^ 

''''  ~  r(/t  +  ij        rfç""  ^2Lt  (/h,)  rfç-".-' 

la  quantité  Ç  devant  être  égalée  à  zéro  après  les  différentiations. 


l 
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NOTE  V. 

sua    UNE    APPLICATION    DE    LA    METHODE    DE    TSGHIENAUS. 


M.  Jerrard,  géomètre  anglais,  a  démontre,  dans  ces  derniers 
temps,  qu'on  peut  faire  disparaître  d'une  équation  quelconque  le 
deuxième,  le  troisième  et  le  quatrième  terme  par  la  résolution 
d'une  seule  équation  du  troisième  degré.  Nous  allons  démontrer 
ici  ce  remarquable  théorème. 

Nous  commencerons  par  établir  le  lemme  suivant  : 

Une  fonction  îiomogène  et  entière  du  second  degré  de  n  quan- 
tités est  la  somme  des  carrée  de  n  fonctions  linéaires. 

Soit  y  une  fonction  homogène  et  entière  du  second  degré  des 
n  quantités 

on  l'ordonnant  par  rapport  à  a„_,,  on  aura 

V  =  P<_,  4-Q«„-.  +  R; 

P  est  une  constante,' Q  une  fonction  homogène  et  linéaire  des 
n  — I  quantités  Aq  i  ^1  vm  ^n-a  enfin  R  est  une  fonction  homo- 
gène et  du  second  degré  de  ces  mêmes  quantités.  On  peut  écrire 
aussi 

ce  qui  montre  que  V  est  égal  au  carré  d'une  fonction  linéaire  des 
n  quantités  «o»  ^i , ..  • ,  ««-i»  augmentée  d'une  fonction  entière  et 
homogène  du  second  degré  des  n  —  1  quantités  a^,  û',  , . .. ,  a„_2 
En  opérant  sur  cette  dernière,  comme  on  a  fait  sur  V,  on  la 
décomposera  en  deux  parties  dont  l'une  sera  le  carré  d'une  fonc- 
tion linéaire  de  n  —  1  quantités  et  dont  l'autre  sera  une  fonc- 
tion entière  et  homogène  du  second  degré  de  «  —  2  quantités 
seulenicnt.  Et,  en  continuant  ainsi,  on  mettra  V  sous  la  forme 
suivante  : 


v  =  v;+v5  +  v;4-...4-v^_,+  v^ 
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V, ,  V2 ,  V3 , . . . ,  V„  étant  des  fonctions  linéaires  qui  renferment 
respectivement  /?,  n  —  i,  n  —  2,...,  i  quantités  ;  ce  qui  dé- 
montre la  proposition  énoncée. 

Passons  maintenant  à  la  démonstration  du  théorème  que  nous 
ayons  en  vue.  Soit  Tcquation 

a-« +/?,  a;"-' -h /?,  a:«-»-h . . .  4- />„_,  X -f- /?„  =  o , 

et  posons 

^  •=  «a  -I-  df,  j?  4-  «2  x'  +  «3  ^3  ^  «4  or*. 

Soit  aussi 

l'équation  en/.  D'après  ce  qu'on  a  vu  dans  la  huitième  leçon  , 
la  somme  des  puissances  p''*^'  des  racines  de  Téquation  en 
y  est  une  fonction  homogène  et  entière  du  degré  p  des  cinq 
quantités  âr« ,  â, ,  a^  ^  as ,  /I4  ;  par  suite,  les  coefficients  Ç^  1 9  929  •  •  •  >  ^m 
sont  aussi  des  fonctions  entières  et  homogènes  des  mêmes  quan- 
tités, et  les  degrés  de  ces  fonctions  q  sont  précisément  égaux  à 
leurs  indices.  Cela  posé,  pour  faire  disparaître  le  second ,  le  troi- 
sième et  le  quatrième  terme  de  l'équation  en  y^  il  faut  faire 

çr,  =  o,     ^j=  o,     <73=^  o. 

I^a  première  de  ces  équations  est  linéaire;  tirons-en  la  valeur 
de  tfo  en  fonction  de  a^ ,  a.^y  a,,  ^4  pour  la  porter  dans  les  deux 
autres,  et  supposons  que  celles-ci  deviennent 

7î  =  o,       ^'3  =  0. 

Les  premiers  membres  de  ces  équations  sont  des  fonctions  ho- 
mogènes des  degrés  2  et  3  respectivement  des  quatre  quantités 
«,,  ûj,  «3,  Û4,  Or,  d'après  le  lemme  qui  a  été  démontré  en 
commençant,  Téquation  ^'3  =  0  peut  se  mettre  sous  la  forme 

P  -*-g-»4-//'  +  >î'  =  o, 

/>  5"»  ^'>  /étant  des  fonctions  linéaires,  et  cette  équation  sera 
satisfaite  en  posant 
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OU 

Ces  deux  dernières  équations  sont  linéaires  ;  si  Ton  en  tire  les 

valeurs  de  ai  et  a^  pour  les  porter  dans  l'équation  7  3=0,  celle-ci 

deviendra 

7 ,  =  o , 

et  son  premier  membre  q  \  sera  une  fonction  homogène  et  du 
troisième  degré  des  deux  quantités  a ^  état.  L'une  de  ces  quan- 
tités peut  être  prise  arbitrai rement,  et  l'autre  dépend,  comme  on 
voit,  d'une  équation  du  troisième  degré.  Les  quantités  a^  et  Ot 
étant  déterminées,  les  valeurs  de  c7o,  a, ,  Oj  le  seront  aussi  immé- 
diatement. L'équation  en  j  se  réduit  alors  à 

Par  la  même  transformation  on  peut  faire  disparaître  le 
deuxième,  le  troisième  et  le  cinquième  terme  d'une  équation 
quelconque;  seulement,  la  détermination  des  arbitraires  â«,  n,, 
^39  ^39  Ot  exige  la  résolution  d'une  équation  du  quatrième  de- 
gré au  lieu  de  celle  d'une  équation  du  troisième  degré. 

Enfin,  si  à  la  transformation  de  Tschirnaiis  on  joint  la  transfor- 
mation qui  consiste  à  remplacer  l'inconnue  par  son  inverse,  on 
voit  que,  parle  moyen  d'une  seule  équation  du  troisième  ou  du 
quatrième  degré,  il  est  possible  de  faire  disparaître  d'une  équa- 
tion quelconque  les  trois  termes  qui  précèdent  le  dernier  ou  bien 
les  deux  qui  précèdent  le  dernier  avec  celui  qui  précède  le 
dernier  de  quatre  rangs.  Et,  dans  le  cas  particulier  de  l'équation 
du  cinquième  degré,  il  est  clair  qu'on  peut  faire  disparaître  ainsi 
trois  termes  quelconques  entre  le  premier  et  le  dernier.  Ainsi,  par 
la  transformation  dont  il  s'agit ,  l'équation  du  cinquième  degré 
peut  toujours  être  ramenée  à  l'une  quelconque  des  quatre  formes 

x^  -i-  px  +  <7  =  o , 
A*  4-  /?«'  4-  «7  =  o , 


X^  -\'  px^  -H  çr   =  o, 

X^  -f-  px^  -t-  çr   =  O. 
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NOTE  VI. 


SUR  l'Élimination  d^une  inconnue  entre  deux  équations. 


Nous  avons  fait  connaître,  dans  la  troisième  leçon ,  la  mé* 
thode  fondée  sur  la  théorie  des  fonctions  symétriques,  pour 
former  l'équation  finale  qui  résulte  de  Télimination  d'une  in- 
connue entre  deux  équations;  nous  avons  démontré  ensuite 
que  le  degré  de  l'équation  finale  relative  à  deux  équations 
générales  des  degrés  m  et  n  respectivement  est  précisément 
égal  à  mn ,  et  que ,  dans  aucun  cas ,  ce  degré  ne  peut  surpasser 
le  produit  des  degrés  des  équations  proposées.  Nous  sommes 
revenu  sur  cette  question  dans  la  neuvième  leçon  ;  mais,  à  re- 
gard des  équations  particulières,  nous  nous  sommes  borné  en- 
core ,  comme  nous  Pavions  fait  précédemment ,  à  assigner  la 
limite  que  ne  peut  dépasser  le  degré  de  l'équation  finale.  Nous 
allons  indiquer  dans  cette  Note,  d'après  M.  Minding,  un  moyen 
simple  de  déterminer  avec  précision  le  degré  de  l'équation  finale 
relative  à  deux  équations  quelconques  données  (^). 

Développement  d'une  fonction  algébrique  implicite  en  série  or- 
donnée  suiçant  les  puissances  décroissantes  de  sa  variable. 

Soit 

(l)  M(J7,J)  =  0 

une  équation  entre  les  deux  variables  x  et/.  Les  racines/  sont 
des  fonctions  de  .r ,  et  si  l'équation  est  complète,  chaque  racine, 

C^)  Une  traduction  da  Mémoire  de  M.  Minding  a  été  publiée  dans  le 
tome  Y!  du  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées.  La  méthode  em- 
ployée par  ce  géomètre  repose  sur  des  considérations  analogues  à  celles 
que  nous  a\ons  déreloppées  dans  la  neuvième  leçon. 

3o* 
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ainsi  qu'on  Ta  vu  dans  la  neuvième  leçon  ,  peut  être  dévelop- 
pée dans  une  série  de  la  forme 

jrzrzax-hoc-i 1 -H-.,.. 

X        x^ 

•  • 

En  sorte  que ,  dans  le  cas  général ,  les  racines/  d'une  équation 
à  deux  variables  x  ely  sont  du  premier  degré  par  rapport  à 
jp  (  *).  Mais  il  n'en  est  pas  toujours  ainsi ,  lorsque  l'équation  que 
Ton  considère  manque  de  quelques  termes.  Nous  allons  indi- 
quer un  procédé  pour  trouver  généralement  les  degrés  des  ra- 
cines/ de  l'équation  (1)9  et  pour  former  les  développements  de 
ces  racines  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  décrois- 
santes de  X, 

En  ordonnant  l'équation  (i)  par  rapport  aux  puissances  dé- 
croissantes de /y  nous  récrirons  de  la  manière  suivante  : 

(a)  Ajr  4- A, /""^-h...-»- A* /"*-+-. ..-h  A,/"' -h  Ah.,  =  0, 
et  nous  désignerons  par 

les  degrés  des  coefGcients 

qui  sont  des  fonctions  entières  de  x. 

Gela  posé,  désignons  par  r  un  exposant  indéterminé,  par  u 
une  nouvelle  variable,  et  faisons 

y  =  ux') 

M 

l'équation  (2)  devient 

,  «r    iw  m  r    m  m.r    m 

(3)  Ajf    II  -+- A,x     V  '  -+-...+ A*a:  *  a  *-f-  ...4- A/^.,  =  o, 


(^)  On  dit  qu'une  fonction  /  de  x  est  du  degré  r  lorsque  le  quotient 
—  n^est  ni  nul  ni  infini  pour  or  =  oo  . 
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ou,  en  divisant  par  Ax'"'*, 


—  mr 


(4)  u^^^ «  '-|_...4_.J — _ «  *-l-...-f-  --^ =  o; 

dans  cette  équation ,  les  degrés  relatifs  à  x  des  coefficients  des 
termes  qui  suivent  le  premier  sont  respectivement 

(/w  —  /w,)  (  ^ ^  —r  I  v"? 

7  '\m  —  m,         ] 

'\m^mk        I'  \       m  } 

Désignons  par  p,  le  plus  grand  des  nombres 

9"*9  >'*M  »  — ■ 5 

m  —  /7i,  m  —  mk  m  —  /w,  m 

et  supposons  que  — ^  soit  le  dernier  de  ceux  qui  sont  égaux 

à  pi.  Si  Ton  fait  r  r:r  p,,  quelques-uns  des  nombres  (5)  seront  nuls^ 
mais  tous  les  autres,  et  en  particulier  ceux  qui  suivent  le  X-''^ 
seront  négatifs;  en  sorte  que,  pour  ^=00,  Téquation  (4)  pren- 
dra la  forme 

u   -f-.  .  . -h  Bjta  *  =  o,      ou      av(a)  =  o, 

les  coefficients  B  ayant  des  valeurs  finies  et  le  dernier  d'entre 
eux  Bi  étant  différent  de  zéro.  Cette  équation  (6)  a  m/^  racines 
nulles,  et  m  —  m^  racines  finies  et  différentes  de  zéro.  Il  s'ensuit 
que,  parmi  les  racines  y  de  Féquation  (2) ,  il  y  en  a  /T/^t  dont 
les  degrés  sont  inférieurs  à  p,,  et  /?i  —  mk  dont  les  degrés  sont 
égaux  à  pi.  En  outre,  les  premiers  termes  des  séries  qui  repré^ 
sentent  ces  dernières  racines  sont  égaux  aux  diverses  valeurs 

de  OLX^^  quand  on  prend  successivement  pour  a ,  chacune  des 
racines  de  l'équation 

'/(«)=o. 

Cherchons  maintenant  les  premiers  termes  des  séries  qui  re- 

3o. 
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présentent  les  mk  racines  j^  de  degré  inférieur  à  pi.  En  divisant 

M  r 

réquation  (3)  par  A*  «  *  ,  elle  devient 


(n)  \ 

u  •^-f-. .  .H =  o; 

A*  A* 

les  coefficients  des  termes  qui  précèdent  u  ^ont  pour  degrés 
(8)    _(«_«,.)  (^^-'•V-'  -{m^.-m,)(^t^ZltL-\ 
et  ceux  des  termes  qui  suivent  u  *  ont  pour  degrés 

^  '\mk—my         )  \       ffih  ) 

Désignons  par  p^  le  plus  grand  des  nombres 

»»*  —  1»*+!  'w*  —  /Wi[^  nu 

et  supposons  que  -^ ^--  soît  le  dernier  de  ceux  qui  sont  égaux 

à  p2.  Il  est  aisé  de  voir  que  ps  est  plus  petit  que  pi.  En  effet,  on 
a  f  par  hypothèse , 

— ^  =  p«  «'    £ — £-  <  P'  T 


/w  —  mk  tn  —  fiikt 

et  Ton  en  déduit 

^ — £-<p''   ^"  p»<pi- 

Si  l'on  fait  r^zp^y  les  nombres  (9)  sont  nuls  ou  négatifs,  et  en 
particulier  tous  ceux  qui^suivent  le  (k'  —  A-)'*'"'  »ont  négatif».  On 
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voit  aussi  que  tous  les  nombres  (8)  sont  négatifs;  car  si  ^est 
<^  ^ ,  on  a ,  par  hypothèse , 

-i^2 — L-=:  OU  <'o,      avec      — ^  =  0^, 

m  —  m^  *  m  —  ntk 

d'où 

■i- 1-^  =  ou  >  p,      et     -i- i-2-  ^  p,  >  o. 

D'après  cela ,  si  Ton  y  fait  r  3=  p,  et  x  =:QO  ^  Péquation  (  7  ) 
prendra  la  forme 


ffi.  M,,  m, 


(lo)       a  *-f-, .  .H-BjK  w  *'=©,      ou     a*'y;(a)  =  o, 

les  coefficients  B  ayant  des  valeurs  finies  et  le  dernier  B^  étant 
différent  de  zéro.  Cette  équation  (10)  a  mur  racines  nulles  et 
nii' —  nnf  racines  finies  et  différentes  de  zéro.  Il  s'ensuit  que , 
parmi  les  racines  jr  de  l'équation  (2),  iï  y  en  aiWji/  dont  les  de- 
grés sont  inférieurs  hpi,eimk  —  rfn^  dont  les  degrés  sont  égaux  à 
ps.  En  outre,  les  premiers  termes  des  séries  qui  représentent  ces 

dernières  racines  seront  égaux  aux  valeurs  de  ax^^  quand  on 
prend  successivement  pour  a  chacune  des  racines  de  l'équation 

/(a)  =  0, 

£n  continuant  de  la  même  manière,  on  déterminera  les  pre- 
miers termes  des  séries  qui  représentent  les  m^f  racines  de  degré 
inférieur  à  ps.  Ce  que  nous  avons  dit  suffit  évidemment  pour 
établir  le  théorème  suivant  : 

Étant  donnée  l'équation 

Aj  -h  A,/  '-h..  .4-A.7  --h  A/H-,  ~  o, 

ordonnée  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  y  y  et  dans 
laquelle  les  coefficients 

A  J      A|  y      Aj  y   ,   •  ,  y     Ai^i 

sont  des  /onctions  entières  de  x  ayant  respectivement  pour  degrés 

F>    f*»l    f*2j  •  •  •  >    f^/+i  » 
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si  |0|  désigne  le  plus  grand  des  nombres 


)  9    •    •    •  >  9 


m  —  «Il        /«  —  m^  m 

et  que  -^ —  soit  le  dernier  de  ceux  dont  la  valeur  est  pi , 

l'équation  proposée  aura  m  —  mk  racines  de  degré  p, ,  et  si  k  est 
<^i  -h  i  y  les  mil  autres  racines  seront  de  degré  inférieur  à  px.  Si, 
en  second  lieu,  pt  désigne  le  plus  grand  des  nombres 

9  5   •    •   •>  7 

mk  —  /»*4.,        mk  —  mk^7  mk 

Uik'  ~~*~  tu 

et  que  ^ -—   soit  le  dernier  de  ceux  dont  la  valeur  est  pj, 

nik  —  nikf  ^ 

V équation  proposée  aura  mk  —  my  racines  de  degré  pj,  et  si  A-' 

«f  <1 1  -H  I ,  les  mv  autres  racines  seront  de  degré  inférieur  à  p,. 

Si,  en  troisième  lieu,  pj  désigne  le  plus  grand  des  nombres 

m 

?      ,  .  .  .  , 


et  que  — ^  soit  le  dernier  de  ceux  dont  la  valeur  est  oj , 

/WiK  —  mktf 

V équation  proposée  aura  mkf  —  w*//  racines  de  degré  p, ,  et  si  k" 

est  <^i  -h  1,  les  mk»  autres  racines  seront  de  degré  inférieur 

/ÎE  P3.  Et  ainsi  de  suite. 

Quand  on  aura  trouvé  les  premiers  termes  des  séries  qui 

représentent  les  diverses  racines  y  de  Téquation  proposée ,  on 

obtiendra  aisément  et  de  la  même  manière  autant  de  termes 

qu^on  voudra  de  ces  séries.  Considérons ,  par  exemple ,  une 

racine  dont  le  premier  terme  soit  a  jc^,  on  posera 

si  la  proposée  n^a  qu'une  seule  racine  dont  le  premier  terme 

soit  a  a:'',  la  transformée  en  z  n^aura  qu*unc  seule  racine  de 
degré  inférieur  à  p,    et  si    la    proposée  a  plusieurs   racines 
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ayant  a.x'^  pour  premier  terme,  la  transformée  aura  un  pareii 
nombre  de  racines  de  degré  inférieur  à  p.  On  trouvera  les  pre- 
miers termes  de  ces  racines  de  l'équation  en  z ,  comme  on  a 
trouvé  les  premiers  termes  des  racines  de  Téquation  en  j  ;  on 
connaîtra  ainsi  les  deux  premiers  termes  des  racines  de  Péqua- 

tion  en  x  qui  ont  as:^  pour  premier  terme.  Et,  en  suivant  la 
même  marche ,  on  calculera  autant  de  termes  que  Ton  voudra 

des  racines  de  Téquation  en  /. 

• 

Exemple.  —  Proposons-nous  de  trouver  les  degrés  des  ra- 
cines jr  de  réquation 

{^,8)r*H-(^,6)j^4-(^,g)r'+(a:,4)r'4-.(x,3)r-h(^,4)  =  o; 

nous  désignons,  avec  Bezout,  par  la  notation  (.r,  |x)  un  poly- 
nôme en  :r  du  degré  fA. 

D'après  le  théorème  que  nous  avons  établi  plus  haut ,  il  faut 
d^abord  former  les  nombres 

,454 

-^'    3'    -3'    ~4'    ~5' 

dont  le  maximum  est  -  ;  le  dernier  nombre  égal  à  ce  maximum 
occupant  le  deuxième  rang  ,  Téquation  proposée  a  deux  racines 
de  degré-.  Pour  avoir  les  degrés  des  autres  racines,  il  faut 

former  les  nombres 

5 

—  5,     —  3,     —  j» 

5 
dont  le  maximum  est  —  x;  le  seul  nombre  égal  à  ce  maximum 

o 

occupant  le  troisième  rang,  l'équation  proposée  a  trois  racines 
du  degré  —  -r* 
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Formation  de  Véqiiation  finale  qui  résulte  de  V élimination  d'une 
inconnue  entre  deux  équations  quelconques  à  deux  inconnues. 
—  Détermination  du  degré  de  l'équation  finale. 

Soient  les  deux  équations 

(i)   M(x,7)=:A^'"4-A,/  'H-..  .-hAi/^-t-A,.*..  =  0, 

(a)   N(x,j)=:B/-hB,/'H-...-+-By7">  -f-By+,  =ô, 

• 

que  nous  supposons  ordonnées  par  rapport  aux  puissances 
décroissantes  de  j^,  et  dans  lesquelles  les  coefficients  A ,  Ai , . . . , 
B,  B, , . .  •  sont  des  fonctions  entières  de  x.  Il  s^agit  de  former 
réquation  finale  qui  résulte  de  l'élimination  de  ^. 

Désignons  par  J^i,  J^a,  •  - .,  x»*  'es  racines  dé  Téquation  (i) 
résolue  par  rapport  à  j,  par  >7i  >  ns  ,...,>!« ,  les  racines  de  Té- 
quation  (2) ,  et  posons 

P  =  M(x,  >i,)  M(j:,  Yii).  . ,  M{x,  n„)y 
On  a 

M(x,y)=zA{x  —7,)  (x  —  jO-  "{y  — r«)» 

d  où 

M  (a:,  m)  =  A()5,  --^,)(n,  —  7,).,  .{ïî,  —  J*™), 

M{X,   )ï,)=  A(>Î2  — J.)  (y;,  — ^,).  .  .(»J,  —  J^), 

M(x,  yj„)  =  A(>î„ — ri)('î/i— rO-  •  •(>»«— 7«)- 

p  , 

Il  suit  de  là  que  —  est  égal  au  produit  des  différences  qu'on 

A. 

obtient  en  retranchant  chacune  des  racines  ^1 ,  ^2 ,  •  •  . ,  Jm  de 
chacune  des  racines  >îi,  >3j,. . .,  jî^.  Oq  trouverait   de  mêrae 

que  —  est  égal  au  produit  des  différences  qu'on  obtient  en 

retranchant  chaque  racine  n  de  chaque  racine  y,  et  comme  le 


J 
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nombre  de  ces  différences  est  mn ,  on  a 

ou 

(3)  B-P=:(-i)'"»A«Q. 

Or,  P  est  une  fonction  entière  et  symétrique  des  racines  de 
l'équation  (2),  et  ses  coefficients  sont  des  fonctions  entières  des 
coefficients  deFéquation  (i);  donc  B*"  Pest  une  fonction  ration- 
nelle des  coefficients  des  équations  proposées  et  qui  même  est 
entière  par  rapport  aux  coefficients  de  Téquation  (i).  Pour  la 
même  raison ,  A"  Q  est  une  fonction  rationnelle  des  coefficients 
des  équations  proposées  et  qui  est  entière  par  rapport  aux  coef- 
ficients de  ^équation  (2).  Donc,  à  cause  de  Téquation  (3),  B"*  P 
est  une  fonction  entière  des  coefficients  des  équations  (i)  et  (  2  ), 
et,  par  suite,  elle  est  une  fonction  entière  de  x,  Nous  la  dési- 
gnerons par  F  (.r),  et  nous  allons  montrer  que 

(4)  F{x)  =  .o 

est  réquation  finale  qui  résulte  de  l'élimination  de  y  entre  les 
équations  proposées.  En  effet,  soit  a  une  valeur  de  or,  répon- 
dant à  la  question;  c'est-à-dire  telle,  que  les  équations 

M(«,j)  =  o,       N(fl,7)  =  o, 

aient  an  moins  une  racine  commune  ;  on  a  nécessairement,  pour 
x-=zay  P  =  o  et  Q  =  o ,  et ,  par  suite,  F  [x)  =  o.  Récipro- 
quement ,  soit  a  une  racine  de  F  (or)  =  o  ;  à  cause  de 

B«  P  =  (  —  I  )•""  A»  Q  =  F  (  JT  ) , 

on  a  nécessairement  P  =  b  et  Q  =  o  pour  j?  =  //,  et,  par  suite, 
les  équations 

M(a,^)=o,       N(a,r)=o 

ont  au  moins  une  racine  commune.  Ceci  suppose  toutefois  que 
A  et  B  ne  soient  pas  nuls  en  même  temps ,  pour  x  -=1  a\  mais 
il  est  évident  que  les  équations  proposées  admettent  alors  la 
solution  commune  a:z=  ri, 7  =  00  .  Au  surplus,  on  peut  exclure 


474  NOTE    VI. 

ce  cas  particulier  en  changeant  infiniment  peu  les  coefficients  des 
polynômes  Aet  B  sans  changer  leurs  degrés;  d*où  il  suit  que 
l'équation  (4)  n^aura  jamais  de  racine  étrangère.  Et  cette  consi- 
dération permet  aussi  de  voir  que  si  A  et  B  ont  un  facteur  com- 
mun, le  polynôme  F  (x)  sera  divisible  par  ce  facteur. 

Lorsque  les  polynômes  A,  Ai,...,  B,  Bt, . . . ,  sont  chacun 
le  plus  général  possible  de  son  degré,  les  équations  (i)  et  (2) 
n^ont  pas  de  solutions  multiples  et  ne  peuvent  acquérir  qu'une 
seule  racine  commune  j^  pour  chaque  racine  de  l'équation  finale. 
Mais  le  contraire  peut  arriver  si  les  coefficients  des  polynômes 
A,  A„...9B,  B|,...,  ont  des  valeurs  déterminées.  Dans  ce  cas, 
chaque  racine  de  l'équation  finale  a  le  degré  de  multiplicité  con- 
venable; il  suffit,  pour  s'en  convaincre,  de  changer  infiniment 
peu  les  coefficients  des  polynômes  A,  A|,...,  B,  B,,...,*ct  de  sup- 
poser ensuite  ces  changements  nuls. 

Passons  maintenant  à  la  détermination  du  degré  de  l'équation 
finale.  Pour  cela,  on  cherchera  les  degrés  pi ,  Pa  i •>•>  p^  des  racines 
1(9  >ii>**9  Tfim  de  l'équation  (2),  et  Ton  en  conclura  aisément  les 
degrés  >i, >!,...,>«  des  fonctions  M  (j?,  ïIi),  M (x,  u, ),...,  M(j:,uJ. 
Ces  degrés  >  peuvent  être  fractionnaires,  mais  ne  sont  jamais 
négatifs ,  parce  que  le  polynôme  Ai^i  est  au  moins  du  degré  zéro. 
Enfin,  si  Ton  désigne  par  v  le  degré  du  polynôme  B,  il  est  évi- 
dent que  le  degré  de  B"  P  ou  F  (x  )  sera 

/w  V  -h  X,  4-  ^  H-  ...  -I-  ^1»' 

Il  peut  arriver,  dans  quelques  cas  particuliers,  qu'il  ne  suffise 
pas  de  déterminer  les  degrés  pi,.p3,...,pnpourcoiinaîtreXi,X3f  •••9 
Xn,  et  qu'il  soit  nécessaire  de  calculer  entièrement  un  ou  plusieurs 
termes  des  séries  qui  représentent  les  racines ti,,  njy.y  rin-  Mais 
il  est  évident  que  ces  cas  particuliers  ne  peuvent  se  présenter  que  si 
la  série  dans  laquelle  se  développe  l'une  des  racines  ni,  >i3,...,  >3jt> 
coïncide,  dans  quelques-uns  de  ses  premiers  termes,  avec  la  série 
dans  laquelle  se  développe  l'une  des  racines  jj,  ji ,. . .,  Xm- 

Soient,  pour  exemple,  les  deux  équations 

(x,  2)/^  -h  {x,  7.)x' -h  (x,  4)^'  -h  (.r,  5) X  4-  (x,  5)  =  0, 
[a;,  8) 7^ -h  {x,  6)x'-h  (.r,  9)  J=^4-  (^,  4)r'-+-  {^9  3)/  -h  (x,  4)  =  o. 
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oix[xy  pi)  désigne,  comme  plus  haut,  un  polynôme  quelconque 
du  degré  ^.    . 

Les  degrés  p, ,  p^,  p3,  p4 ,  p^  des  racines  de  la  seconde  équation 
ont  ici  pour  valeurs 

p,  =  p,  =  -,  p3  — p4  =  p4  —  — -; 

on  en  déduit 

À|  ^—  Aj  — — ■  — —  ^  A3  •^—  A4  —  Aj  ^^  O  • 

2 

D^ailleurs,  v  =  8  et  //i  =  4)  donc  le  degré  de  l'équation  finale 
est  ici 

4. 8 -+.11  -f-  i5=58; 

la  limite  assignée  par  le  théorème  de  Bezout  est  6 . 1 3  ou  78. 

Lorsqu'on  a  deux  équations  entre  deux  inconnues  x  et  ^, 
il  peut  arriver  que  Téquation  finale  résultant  de  l'élimination 
àex  ne  soit  pas  du  même  degré  que  Téquation  résultant  de 
rélimination  de  x.  Il  est  aisé  d'expliquer  la  raison  de  ce  fait  : 
réquation  finale  en  x  donne  seulement  les  valeurs  finies  de  x 
propres  à  satisfaire  aux  deux  équations  proposées;  si  donc  l'é- 
quation finale  en  y  est  d'un  degré  plus  élevé  que  celle  en  j:,  il  y 
a  nécessairement  quelques  racines  de  l'équation  en  y  qui  cor- 
respondent à  des  valeurs  infinies  de  x.  Nous  avons  suffisamment 
indiqué  plus  haut  le  moyen  de  découvrir  ces  valeurs. 
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%VK    UNE   CLASSE     D  EQUATIONS    QUI    POSSEDENT    UNE    PROPRIETE 

REMARQUABLE. 


Dans  un  Mémoire  publié  au  tome  IX  du  Journal  de  M.  Liou- 
ville ,  M.  Lobalto  a  fait  connaître  la  forme  générale  des  équa- 
tions du  troisième  degré  dépourvues  du  second  terme  qui  possè- 
dent une  propriété  remarquable  observée  depuis  longtemps  (*). 
Cette  propriété  des  équations  dont  je  parle  consiste  en  ce  que , 
si  Ton  développe  leurs  racines  en  fraction  continue ,  diaprés  la 
méthode  de  Lagrange,  les  trois  fractions  continues  que  Ton  ob- 
tient sont  terminées  par  les  mêmes  quotients. 

J'ai  reproduit,  dans  la  seizième  leçon,  l'analyse  de  M.  Lo- 
batto ,  en  y  apportant  toutefois  quelques  modifications ,  et  j'ai 
indiqué  aussi  comment  on  pourrait  former  les  équations  com- 
plètes du  troisième  degré  qui  ont  cette  même  propriété. 

Je  me  propose,  dans  cette  Note,  de  résoudre  le  problème  plus 
général  dont  voici  l'énoncé  (  **  )  : 

Quelles  sont  les  équations  irréductibles  jouissant  de  la  propriété 
que  y  si  Von  développe  leurs  racines  réelles  en  fraction  continue  par 
la  méthode  de  Lagrange,  deux  ou  plusieurs  de  ces  fractions  con- 
tinues soient  terminées  par  les  mêmes  quotients  ? 

On  verra  que  les  équations  irréductibles  dont  il  s'agit  ont  un 
degré  de  la  forme  2  /z  ou  de  la  forme  3  /?.  On  peut  partager  leurs 
racines  en  n  groupes  composés  chacun  de  deux  ou  trois  racines, 
suivant  que  le  degré  est  2  /i  ou  3  /z  ;  si  les  racines  d'un  même 


(*}  M.  Vincent,  dans  son  remarquable  Mémoire  Sur  la  résolution  des 
équations  numériques.  Ta  observée  sur  l'équation  x' —  7a: -h 7  =  0  (tome  I*^ 
du  Journal  de  M.  Liouville),  et  il  ajoute:  «  Cette  propriété  mériterait 
peut-être  un  examen  spécial.» 

(**)  Cette  Note  est  la  reproduction  d'un  Mémoire  que  j'ai  publié  dans 
le  tome  XV  du  Journal  de  M.  Liou ville. 
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groupe  sont  réelles ,  les  fractions  continues  qui  les  représentent 
sont  terminées  par  les  mêmes  quotients. 

Je  donnerai,  en  même  temps,  la  forme  générale  des  équations 
qui  possèdent  cette  singulière  propriété. 

Condition  pour  que  les  fractions  continues  qui  représentent  deux 
irrationnelles  soient  terminées  par  les  mêmes  quotients. 

Si  deux  irrationnelles  x  ex.  a/  sont  telles,  que  les  fractions 
continues  dans  lesquelles  elles  se  développent  aient  un  même 
quotient  complet  /,  on  aura,  par  les  propriétés  des  fractions 
continués , 


(l'y-^P  s'jr-^r' 

Py  q  y  p\  etc. ,  étant  des  entiers  qui  satisfont  aux  deux  condi- 
tions 

(2)  qp'  —  /?</'  =  ±  I ,      .yr'  — -  r/  =  ±  I  ; 

en  outre,  on  peut  supposer  /?',  q\  r\  s'  positifs,  q  et  p  seront 
de  même  signe  que  jt,  r  et  ^  de  même  signe  que  x\  Des  équa- 
tions (i)  on  tire 

,        ax  -^  b 
a'x-\-b'' 
en  posant 

a  z=rq'  —  5/?',  h  z=z  sp  —  rq  ^ 

a'  =  r'  q'  —  //>',      b'  =zs'p^r'  q^ 
équations  dont  on  déduit 

ab'  —  ba'  :={qp'  -  pq')  (*/-'  —  r/  )  r=  ±:  i . 

Donc,  pour  que  deux  irrationnelles  positives  ou  négatives  x  et 
a/  puissent  se  développer  en  des  fractions  continues  terminées  par 
les  mêmes  quotients  y  il  faut  qu'elles  soient  liées  l'une  à  l'autre 
par  une  équation  de  la  forme 

ax  ■+■  b 

(3)  ^'=    ,    "Ta'' 

^    '  a  X  -h  b 


478  AOTE    VI£. 

OÙ  a,  bf  a'  y  h'  désignent  des  entiers  positifs  ou  négatifs  satis^ 
faisant  h  la  c<  ndition 

(4)  ab'  —  ha'  =  ±:i. 

Je  dis  maiotenant  que  cette  condition  est  suffisante.  Pour  le 
démontrer,  remarquons-d'abord  qu'on  peut  supposer  x  et  j/  po- 
sitives, car  si  Tune  d'elles  ou  toutes  deux  sont  négatives^  on 
peut  les  remplacer  par  leurs  valeurs  absolues  en  changeant  les 
signes  de  quelques-uns  des  coefficients  a ,  b,  «',  6',  change- 
ment qui  n'altérera  pas  la  condition  (4). 

Ola  étant,  on  peut  évidemment  supposer  a  positif^  car  on 
ramènerait  le  cas  contraire  à  celui-là  en  changeant  les  signes 
des  quatre  coefficients  /i ,  b  ,  a\  b'  ;  quant  à  & ,  il  peut  être  po- 
sitif ou  négatif.  Si  b  est  positif,  a'  et  b'  sont  de  même  signe  à 
cause  deTéqualion  (4))  et  ils  sont  tons  deux  positifs  à  cause  de 
réquation  (3),  parce  qu'on  suppose  x  et  j:' positives.  Si  b  est 
négatif,  «'  et  6'  sont  de  signes  contraires  à  cause  de  l'équation  (4); 
d'où  il  suit  qu'en  mettant  en  évidence  les  signes  des  nombres  a, 
h ,  a' y  b'y  l'équation  (3)  a  Tune  des  trois  formes  suivantes  : 

,         ax  -\-  b 

,  ax  —  b 

X  -zrt  — — — — — . 

,        ax  —  h 

X     -  y-  1 

a  X  — b 
et ,  dans  tous  les  cas ,  on  a 

Dans  le  premier  cas,  on  démontre  aisément  que  x  et  x'  se 
dévelop|)ent  en  des  fractions  continues  terminées  par  les  mêmes 
quotients  {voir  la  seizième  leçon).  Le  second  cas  se  ramène  au 
premier;  car,  en  exprimant  xen  fonction  de  x\  on  trouve 

X  =  • 

Pour  démontrer  que  la  même  chose  a  lieu  dans  le  troisième 
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cas,  réduisons  x  en  fraction  continue.  Soient—  et  77  deux  ré- 

g       /' 

duites  consécutives  aussi  éloignées  qu'on  voudra ,  et  z  le  quotient 
complet  qui  correspond  à  la  réduite  -779  on  aura 

A'a  +  g^' 
et ,  par  conséquent , 

'^'^(a'h  —  b'h')z-\'[a'g  —  b'g')''c'z-^d''' 

on  a  d'ailleurs 

cd'  —  de'  =  {ab'  —  ba')  {gh'  —  hg')  =  zh  i  ; 

le  troisième  cas  se  trouve  donc  ramené  au  premier,  si  les 
entiers  Cy  dy  c\  d'  sont  positifs,  ou  du  moins  sont  tous  quatre 
de  même  signe.  Or,'  c  eld  sont  de  même  signe;  en  effet,  ils 
ont  respectivement  le  même  signe  que  les  différences 

h         b'      g         b 
h'        a       g'       a 

lesquelles  différences  sont  de  même  signje»  puisque  les  frac- 

h         s 
tions  —  et  ~,  diffèrent   Tune    de   l'autre  d'aussi    peu   qu'on 

veut.  •  Pour  une  raison  semblable ,  c^  et  d'  sont  de  même 
signe,  et  parce  que  j/  et  z  sont  positives,  on  voit  que  les 
nombres  c,  d^  c\  d'  sont  de  même  signe;  donc  j/  et  z,  par 
suite  â/  et  or  se  développeront  en  des  fractions  continues 
terminées  par  les  mêmes  quotients. 

cix  — f-  b 
Sut  les  fonctions  linéaires  de  la  forme  —, . 

Soit  posé 

/  \  ^  dx  -^  b 

a  X  -h  b 

Oy  by  fl',  b^  étant  des  quantités  quelconques   données;    po- 


' 
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sons  aussi 

il  est  très-aisé  d'avoir  Texpression  générale  de  ^'^  x.  Posons, 
en  effet, 

on   pourra  écrire,  d'après  la  formation  des  fonctions  9'jr, 
fl'j;,etc., 

«!.  =  '''«—  +  *'''«-.. 
6'  =  a'i«_,  +  6'6' 


"•  •"""'  m— 1 


Pour  tirer  de  ces  équations  les  valeurs  de  «« ,  a^ ,  ^m  »  ^m  €•* 
fonction  des  quantités  connues  a,  û',  6,  t',  désignons  par  z 
une  quantité  telle,  que  l'on  ait 

z        /;  -+-  h'z 

(4)  T^^^r^i' 

on  déduira  des  équations  (3), 

am  -H  «„z  =  (a  4-  a'z)  (««_,  4-  «'„ .,  z) , 
^„  -H  è;„  z  =  (û  -h  «'«)  ( ^«.-.  -h  b\„^,  z)  ; 

d'où  Ton  tire  aisément 

^^^  \b^-^b'^z^z[a-^a'zY. 

é 
En  outre,  comme  l'équation  (4)  est  du  second  degré,  en  ap- 
pelant z  et  z    ses  deux  racines,  on  aura  encore 

U«4-X„z'  =  («  +  «'3')-, 
(^)  \b^-hb'^z'=^z'{a-^-a'/)-. 


Des  équations  (5)  et  (6)  on  peut    maintenant   tirer  les  va 
leurs  de  ««,  «I„,  ^m,   b^. 


J 
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EU  faisant ,  pour  abréger, 

(7)  r=v^(a-h^')'~.4(«^'~^rf'), 

et 

ip^  =  (fl  .-f-  ^'  H-  /)»«  4.  (ûf  +  ^'  —  r)", 
^         (a  +  b'  ^t)-^-{a^b'--t)'- 
(^m— i 

on  trouve  aisément 

««= ^;;r;n ' 


(9) 


2" 

6'  =  Pm  — (a  — ftOQ<. 
équations  dont  on  déduit 


m  ___ 

^^^^^^■^P"™^  "W— ^—     Il       ■  ■ 

m 


9 


(»0)  <    ^m 


en  sorte  que ,  si 

on  aura  aussi 

«m  h*  —  h^a'  =  ±1. 

On  connaît  donc  les  coefficients  de  la  fonction  Ô'"  x  en  fonc- 
tion des  quantités  connues  a,  à,  a\  h\  A  la  vérité,  notre  analyse 
semble  en  défaut  si  t  est  nulle ,  car  alors ,  z  et  z'  étant  égales,  les 
équations  (6)  ne  diffèrent  pas  des  équation^ (5)  ;  mais,  comme  les 
équations  (  8)  et  (  9)  ont  lieu  quelque  petite  que-Soft  /,  elles  se  - 
ront  vraies  encore  pour  t  =:  o:  on  a ,  dans  ce  cas, 

3i 


1^ 
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vir. 

et,  par 

suite, 

/ 

(fl  +  *')- 

-+-/îH 

.«- 

*')(« 

+  4')"- 

' 

2r 

-  7 

m 

r 

(II) 


*    =  -— r 


2' 


m— I 


WI  o*" 


Ici^les  quantités  «,  6,  û',  ^'  doivent  vérifier  Téquatioit 

(12)  {a^h'y:=z^[aV  ^ha!), 

et  Ton  peut  écrire  la  valeur  de  0*"  x  comme  il  suit  : 


^x  = 


—  )- 

m      ] 


a  —  fr'  H ^— ^  )  X  -4-  2  A 


rt'  jc  —  la  —  b j 


O^  voit  que,  pmir  mz=co  y  ^nX  converge  vew  la  quantité 

(a  —  ^')x-f-  2^ 
2«'.r  —  (» —  i/j 

qui  B*est  autre  chose  nue  Tune  des  constantes  - — --,  ^ — -^ 
'  2fl'       a  —  b' 

lesquelles  sont  égales  à  cause  de  la  relation  (  12  ). 

Proposons- nous  maintenant  de  trouver  la  condition  sécesâûre 

et  suffisante  pour  que  Ton  ait  identiquement 

(i3)  ^^.r  =  Xy. 

c'est-à-dire 

(i4)  */i^~*'^»    %=®'    ^/.  =  ®- 

On  voit  immédiatement  qu'on  doit  exclure  le  cas  particulier  où 
Ton  aurait 

car  les  équations  (11)  indiquent  que,  pour  satisfaire  aux  équ»-: 
tions  (14)9  il  faudrait  que  Ton  eût 


J 
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par  suite  y 

ab'  —  ba'  =  o , 

et  alors  la  fonction  Bx  ne  dépendrait  pas  de  x.  Cela  étaiit,  les 
é(}nations  (  9  )  montrent  que ,  pour  satisfaire  aux  équatiobs  (  i  4  )  > 
il  est  nécesftaire  et  suffisant  que  l'on  ait 

où 

On  iWe  de  là 

et 

(i5)  /  =  (rH-  b')  tang  —  J^y 

en  désignant  par  >  un  nombre  entier  qn*on  doit  supposer  pre- 
mier avec  fi  pour  qu'il  faille  effecti veinent  exécuter  yi  fois  sur  x 
l'opération  désignée  par  0  avant  de  reproduire  x. 

En  comparant  cette  valeur  de  t  avec  celle  qu'on  tire  de  l'équa- 
tion (7) y  on  a 

fi6^  («4.^7— 4(a^'_  ^û')cos^— =0. 

Telle  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  Ton  ait 
identiquement 

0     X  zr:  X, 

Si  Ton  suppose  que  a,  b,  a\  b'  soient  réelles ,  l'équation  (16) 
montre  que  la  quantité  ab'  —  ba'  doit  être  positive.  Et  comme' 
on  peut  y  sans  changer  la  fonction  Ox,  multiplier  les  constantes 
a,  by  n'y  b'  par  un  facteur  quelconque ,  on  voit  que,  sans  faire 
aucune  particularisation ,  on  peut  supposer 

(17)  ab' —  ba'  =  i  ; 
alors  l'équation  (16)  donne 

(18)  fl[-hè'=r2COS — • 

Nous  ne  mettons  pas  le  signe  +  devant  le  second  membre, 

parce  qu'on  peut ,  si  on  le  jug«  à  propos,  changer  les  signes  des 

quatre  quantités  <r,  6,  <i%  b\ 

3i. 


Des  équations  (17)  et  (18)  on  tire 


6=  —  (  a  —  2  co»  —  J 


(«9) 


c^  —  2  a  cos H  » 


6  =  — 


et  la  fonction  Ox  a  pour  valeur 


X'K 


fl'  —  7,  a  cos h  1 


fljr  — 


(20) 


^x  = 


fl  \aî  —  (a  —  2  cos  —  I 


Les  quantités  a  et  a'  demeurent  indéterminées;  quant  à  X,  c'est 
un  nombre  entier  quelconque  premier  avec  p.  Si  l'on  continue 
déposer 

a^x  -^  bm 


on  trouvera  aisément 


.    m Xtt         .    (m  — i)\'K 
a  sin sin  ^ — 


(21) 


sin  — 


.     m  Xi: 
sin  

«„  =  a' e—  r 


^-=- 


.     Xtt 
Sin  — 

fl'  —  la  cos f- 1  sin 


a' 


sm 


Air 


f  /w  -h  1  )  XïT                  m  Xtt 
Sin  i a  sm 


K^ 


SIB  
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Des  équations  (19)  et  (21]  on  déduit 

(22) 


n^—  2a„cw 


b^  =  - 


-hi 


a 
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m 


€t 


a 


«fl,  sin H  sm  i — 

f*      P 

.     m  "kir 
sin 


>. 


<23) 


o  ==  fl 


6  = 


sin  — 

it_ 

sin 

«»  — 2fl«cos hi    sm  — 

P  t. 


'm 


a 


m 


sin 


^'  = 


.     (  //i  -4- 1  )  >ir  .     ^  ^ 

sin  ^ «m  sm  — 

■     r   —  ~  ■  '  I  I     — 

sm  ^ 


Ces  formules  permettent  de  résoudre  la  questioa  suivante  : 

Étant  donnée  une  fonction  linéaire  -^ —-77  '    trouver  une 

a^x-\-t>„ 

fonction  linéaire  Bx=  -f[   .    ^,  rW/e,  qFae  /'o«  <i/^  identique- 


a  X 


ment 


On  voit  que  le  problème  n'est  possible  que  si  les  quantités 
données  a^jh^ya^^h'^  satisfont  aux  équations  (22). 
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Des  équtuions  irréduciibles  elo/U  deux  racines  x  et  x!  sont  Uées. 

par  la  relation  linéaire  a?'  =r  —, —  »  où  a,  ^,  a',  b'  sont 

des  constantes  données. 
Soit 

(i)  xW  =  o 

une  équation  irréductible ,  et  supposons  'qu'entre  deux  racine^ 
X  et  j/  on  ait  la  relation 

OÙ  a,  ^,  a%  6'  sont  des  constante^  données.  Op  sait  (yingtr 
sixième  leçon)  que  toutes  les  quantités  comprises  dans  la  série 
indéfinie 

doivent  étrç  racines  de  Téquation  (i),  ce  qui  exige  que  Tui^e  des 
fonctions  Qx,  O'x,  etc. ,  soit  égale  à  x.  Supposons 

(3)  ô/^x^x. 

Ge(te  équation  aura  lieu  iJentiquement,  si  Tan  suppose  que  a, 
è.f  a\  y  soient  comimensuriibles ,  ou,  du  moins,  que  ce  soient 
des  fonctions  rationnelles  des  quantités  que  l'on  considère  comne 
connues ,  et  dont  dépendent  rationnellement  les  coefficients  de 
réquation  proposée.  Par  conséquent,  d'après  ce  qu'on  a  vu  pré- 
^emi9ieiit,  on  peut  écnrç 


6'  =  —  \a  —  2  cos  —  ) 


(4)  (  ,  ->^^  ^ 

■  a*  —  2  a  cos (- 1 

*  = .  ^ — 


a 


en  désignant  toujours  par  X  un  nombre  entier  premier  avec  pi. 
Cela  posé,  on  sait  (vingt-sixième  leçon  )  que  le  d^ré  de  l'équa- 
tion (i)  doit  être  un  multiple  /f /x  de  /a,  et  que  ses  /ifA  racines 


J 
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peuvent  éti'e  représentées  comme  il  suit  : 

1  ^^ 

0  jr ,          ô'  X , ,  . . , 

9''-'  *, 

1  «^1  j 

V  X\  1             V    3C \  f  •  •  •  y 

ô"-'*.. 

(5)            /  *»» 

ÔJC5,         9'.r2,..    , 

e"-'*,, 

■     •  •   •  -    • 
l    ^n—\  ? 

^«^11—1  >       Q'  «^n— 1  >  •  •  •  > 
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Soit 
/  dépendra  d*une  équatiou 

(7)  F(r)  =  o 

de  degré  n ,  et  dont  les  coefficients  seront  des  fonctions  ration* 
Délies  des  quandcés  connues  de  Téquation  (i)  et  de  la  fonction  9. 
L*équation(7)peut  n*étre  pas  résoluble  algébriquement,  mais 
les  quantités 

.r,     ÔJC,     9^j?,...,      ô'*~"'jr 

dépendent  d'une  é(|uation  de  degré  ^  dont  les  coefficients  sont 
des  fonctions  rarionnelles.de  y,  et  qui  es^,  comme  on  sait» 
toujours  résoluble  algébriquement.  Dans  le  cas  qui  nous  occupe, 
où  la  fonction  0  est  linéaire,  cette  dernière  équation  n'est  autre 
que  l'équation  (6) ,  et  l'on  voit,  en  résumé,  que  l'équation  pro- 
po^ée  (i)  doit  résulter  de  l'élimination  de  y  entre  les  deux 
équations  (6)  et  (7),  dont  la  seconde  peut  être  considérée 
comme  ayant  pour  premier  membre  un  polynôme  irréductible 
quelconque  de  degré  /z. 

En  d'autres  termes ,  les  équations  que  nous  étudions  peuvent 
être  considérées  comme  obtenues  en  multipliant  un  certain 
nombre  n  d'équations  de  la  forme 

^-♦-0^-hô'x4-...  -h  ô'*"'  X  — j  =  o, 


jp -h  ôar-hô'jr-h  .  .  .  4-9^*   ^x — /«_i  =  o, 
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où  j,  /i>  Ji»  •  •  •  >  Xn-i  désignent  les  n  racines  d*une  équation 
irréductible  dont  les  coefficients  sont  des  quantités  entièrement 
arbitraires. 

Des  équations  irréductibles  à  coefficients  numériques  et  dont 
deux  ou  plusieurs  racines  se  développent  en  des  fractions 
continues  terminéts  par  les  mêmes  quotients. 

Cherchons  maintenant  dans  quel  cas  les  fractions  continues, 
dans  lesquelles  se  développent  deux  racines  réelles  2/  etx  d'une 
équation  irréductible ,  sont  terminées  par  les  mêmes  quotients. 

Il  faut  et  il  suffit  pour  cela ,  comme  on  Ta  vu  plus  haut,  que 
Ton  ait 

a  X  -^  h* 

a  y  hya'^  h'  étant  des  entiers  positifs  ou  négatifs  liés  par  la 
relation 

ab'  ^  ba'  =  dt  I  ; 

en  outre,  pour  que  x  ei^x  puissent  représenter  deux  racines 
d'une  équation  irréductible,  il  faut  qu'on  puisse  assener  un 
nombre  entier  ^,  tel  qu'on  ait  identiquement 

ce  qui  exige,  comme  nous  l'avons  vu,  qu'on  ait 

0   =  —  [a  —  2  cos  —  I  î 


'  —  la  cos h  I 


b  = 


a' 


\  étant  un  nombre  entier  premier  avec  p.  Or,  puisque  a  y  b, 
a',  b'  sont  des  nombres  entiers  ^  2  cos  —  doit  être  un  nombre 

entier,  ce  qui  ne  peut  arriver  que  si  fx  est  égal  à  2  ou  à  3.  On 
voit  par  là  que  la  propriété  que  nous  étudions  ne  peut  se  ren- 
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contrer  que  chez  les  équations  irréductibles  dont  le  degré  a  la 
forme  2  /z  ou  la  forme  3/z.  Nous  examinerons  successivement  ces 
deux  classes  d'équations. 

Si  Ton  suppose  |ji  =  2et>=ri  (\  doit  être  premier  avec  p), 
on  a 

«'  4-  I 

Û.X ; 

Bx  =  - 


a'  X  —  a 


et 

a  désigne  un  nombre  entier  quelconque ,  et  a!  un  diviseur  de 
a'  -f-  I.  Si  Ton  prend  pour  F  [y)  un  polynôme  irréductible 
quelconque  de  degré  n ,  et  qu'on  élimine  y  entre  les  deux 
équations 

x-4-Ôa;=jr,     F(r)=o, 
ou 

on  aura  la  forme  générale  des  équations  de  degré  2  n  jouissant 
de  cette  propriété,  que  les  2  n  racines  se  partageront  en  n  groupes 
tels  que,  dans  chaque  groupe  de  deux  racines  réelles,  les  frac- 
tions continues  qui  représentent  ces  racines  seront  terminées 
par  les  mêmes  quotients. 

Ce  résultat  peut  être  énoncé  d*une  autre  manière: 
Soit  a  un  nombre  entier  quelconque  ^  a'  un  diviseur  quel- 
conque f/<?  fl'  4-  1,  y  une  quantité  réelle  quelconque  commen- 
surahlc  ou  incommensurable  ;  les  deux  racines  de  l'équation 

(a y       «'  -h  I  \ 

se  flévelopprront  en  des  //actions  continues  terminées  par  les 
mêmes  quotients. 

On  déduit  de  là  une  conséquence  assez  remarquable,  lorsque 
y  est  commensurable.  On  sait  que  ,  dans  ce  cas,  les  deux  ra- 
cines de  réquation  précédente  se  développent  en  des  fractions 
continues  périodiques  et  que  les  périodes  de  ces  deux  fractions 
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continues  sont  formées  des  mêmes  termes  écrits  en  ordi^ 
inverse.  D*où  il  suit  que  si  la  |>ériode  de  ia  fraction  continue 
qui  représente  Tune  des  racines  est,  ]>ar  exemple , 

on  pourra,  si  Ton  veut,  prendre  pour  période  la  suite  inverse 

b»,. . . ,  Y     6,   a. 

Supposons  maintenant  pi  =  3  ;  on  aura,  en  faisante  =  2  (le 
cas  de  X  r=  i  est  identique  à  celui  de  X  =7  2 ,  on  fiasse  de  Tun  à 
r«iutre  en  cliangeant  les  signes  de  a  et  a') , 


«'  -T-  a 


9  j;  = 


a' 


a' X  —  (a  H-  i) 
{«4-0^ ^^ 


e»X    = ; 

«  .r  —  a 

ô'  JF  =  jc  ; 

a  est  un  nombre  entier  quelconque ,  et  a'  un  diviseur  de 
i7'+<7  +  i.  Quelle  que  soit  l'irrationnelle  ur,  les  fractions 
continues  dans  lesquelles  se  développent 

Xy    0-c,   ô*x, 

se  termineront  p!is  les  mêmes  quotients.  Si  donc  F  (7)  désigne 
un  polynôme  irréductible  quelconque  de  degré  n ,  et  qu'on 
élimine  y  entre  les  équations 

jr-f-Ôx4-  Ô'^=r»     F  (j)  =  a, 

F(j)=o, 

on  obtiendra  Texpression  générale  des  équations  de  degré  3/< 
qui  jouissent  de  la  propriété ,  que  les  3  n  racines  se  partageront 
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çn  n  groupes  tels  que  »  dans  chaque  groupe  de  trois  racines 
réelles,  les  fractions  continues  qui  représentent  ces  racines  se- 
ront terminées  par  les  mêmes  quotients. 

On  voit,  en  particulier,  que  les  équations  du  troisième  degré 
qui  ont  cette  propriété  sont  comprises  dans  la  forme  générale  sui- 
vante : 

OÙ  4?  désigne  un  entier  quelconque,  a'  un  diviseur  quelconque 
de  a'  +  A  +  I9  et/  une  quantité  quelconque,  commensurable 
ou  incommensurable.  £n  faisant/  =  o,  on  obtient  la  solution 
du  cas  particulier  que  M.  Lobatto  a  examiné. 

Les  équations  du  troisième  degré  qui  proviennent  de  la  divi- 
sion du  cercle  en  sept  ou  neuf  parties  égales,  celle  du  quatrième 
degré  qui  provient  de  la  division  en  quinze  parties  égales ,  jouis- 
sent de  la  propriété  remarquable  qu^on  vient  d'étudier. 

La  division  du  cercle  en  sept  parties  égales  conduit  à  l'équa- 
tion 

et  si  l'on  représeqte  par  z  la  racine  positive,  par  —  j:,  et  —  Xj 
les  deux  racines  négatives ,  on  a 

I  I 

X,  =  — - —  )      4:.,  =  1  -h  -; 

la  racine  x  est  comprise  entre  i  et  2 ,  op  aura  par  conséquent 
des  résultats  de  cette  forme  : 

I 

or  =  I  H . 


6-f-  ... 


I 


nr 

*~^ 

I 

•*l 

a 

4-- 
9. 

I 

1 
1 

'  6-+-. 

•\ 

I 

I  4 


1 

a4- 


S.4-'.«- 
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La  division  du  cercle  en  neu  fparties  égales  conduit  à  Téquation 

jr^ —  3jr  -H  I  =  G 

Si  l'on  désigne  par  —  jr  la  racine  négative ,  laquelle  est  com- 
prise entre  —  i  et  —  2,  para:,  et  Xj  les  deux  racines  positives, 
on  a 


jr,  = 


I  I 


I   -+-  X 


ce  qui  conduit  aux  mêmes  résultats  que  le  cas  précédent. 

Enfin ,  réquation  du  quatrième  degré  dont  dépend  la  division 
du  cercle  en  quinze  parties  égales ,  est 

X*  —  x'  —  4  -^^  "+■  4  *  "*~  '  =  ®' 

Si  X  et  j:,  désignent  les  deux  racines  positives ,  —  x'  et  —  x\ 
les  deux  négatives ,  on  a 


X'  -f-2 
X    =  —. =  1   -h 


x'  -+-  l  I  -+-  x' 


X,H-2 
X,  =       /     .  =  I 


x.H-  I 


I  -l-x^ 


Des  deux  quantités  x' et  x\  Tune  est  comprise  entre  o  et  i, 
Tautre  entre  1  et  2  ;  on  aura  donc  des  résultats  de  cette  forme  : 


£-         ' 

I 
et  -X- 

1 

X 

"  '  6-!-... 

1 

—    1    -l- 

1       1 

X    =   I    -f- 


1  4- 


6 


X,  =:   I  -h 


2-h 


'^       I     •  •  •  » 

a  H 

L'équation  que  nous  considérons  résulte  de  l'élimination  de/ 
entre 

X  —  2 


X  —  I 


=  /,     j*  —  r  —  I  =  o. 


■^•< 


J 
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NOTE  VIII. 


SUR  LE    NOMBRE    DES  VALEURS    QUE    PEUT    PRENDRE    UNE    FONCTION 
QUAND   ON  Y  PERMUTE  LES  LITTRES   QU'eLLE  RENFERME. 


Je  me  propose ,  dans  cette  Note,  de  donner  un  extrait  de» 
deux  Mémoires  que  j^ai  publiés  dans  le  tome  XV  du  Journal  de 
M.  Liouville  et  qui  contiennent  l'ensemble  de  mes  recherches 
sur  le  nombre  des  valeurs  que  peut  prendre  une  fonction  quand 
on  y  permute  les  lettres  qu'elle  renferme  Je  me  bornerai  ici  à 
démontrer  rigoureusement  et  sans  recourir  à  aucun  postulatum, 
les  deux  théorèmes  suivants  : 

1**.  Une  fonction  de  n  lettres  qui  a  moins  de  n  valeurs  n'en  a 
que  deujT.  au  plus,  si  n  est'^  ^'y 

2**.  Une  /onction  de  n  lettres  qui  a  précisément  n  valeurs  est 
symétrique  par  rapport  an  —  i  lettres,  sauf  le  seul  cas  de 
«  =  6. 

Les  seules  propositions  connues  sur  lesquelles  nous  aurons  à 
nous  appuyer  sont  les  deux  suivantes  : 

1°.  Si  V  est  une  fonction  de  n  lettres  a^h,  Cy  .  ^  k ,  l  qui 
prend  ^t  valeurs  distinctes  V, ,  Va , .  .    ,  V    quand  on  y  permute 

les  lettres  « ,  b,  etc.  ^  toute  fonction  symétrique  de  V, ,  Vj , . . . ,  V 

est  également  une  fonction  symétrique  des  lettres  a  jb^c^,,,,  Ay  l. 

a**.  Si  une  fonction  dtun  nombre  n  de  lettres  supérieur  à  3 
n*a  que  deux  valeurs  parles  permutations  den  —  i  lettres,  elle 
a  lounn  valeurs  par  les  permutations  de  toutes  les  lettres. 

Ces  propositions  ont  été  démontrées.  Tune  dans  la  troisième 
leçon,  Taufre  dans  la  vingtième. 

Lemme  I.  —  Soient 

V( ,   Vi ,  . . . ,   V^ 

^1.  fonctions  de  n  lettres  a  y  b^Cy  dy .  ,  ,  y  k  y  1 1  si  les  coefficients  de 
l'équation 

(1)  (x-V,)(a'— V.K..(^-V^)=ro, 
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ordonnée  par  rapport  aux  puissances  de  x^  sont  des  fonctions 
symétriques  des  n  lettres  a ,  b^c^  tly,,,^  ky  l^  la  fonction  Vi  ne 
pourra  acquérir  par  les  permutations  de  ces  n  lettres  que  des 
valeurs  faisant  partie  de  la  série 

En  effet,  faisons  subir  aux  lettres  a^  by  c,  d,.,.j  A^  l  une 
permutation  quelconque,  l'équation  (i)  ne  changera  pas,  puis- 
que ses  coefficients  sont  des  fonctions  symétriques  ^  dowt  ses  ra- 
cines ne  changeront  pas  non  plus. 

Ainsi ,  en  faisant  une  permutation  quelconque,  les  fonctions 

V      V  V 

sont  invariables,  ou  se  changent  les  unes  dans  les  autres.  Ce 
qu'il  fallait  démontrer. 

LcMME  II. —  Si  une  fonction  de  n  lettres  n  |*  +  v  valeurs  ^  et 

qu'elle  ne  prenne  que  |*  valeurs  distinctes  par  les  permutations 

de  m  lettres  y  il  y  aura  aussi  m  lettres  parmi  les  n  que  contient  la 

fonction ,  dont  les  permutations  lui  feront  acquérir  un  nombre 

de  valeurs  distinctes  égal  ou  inférieur  à  v. 

Soit 

V  =  ç  (a,  by  c,  f/, .  , .,  A",  /) 

une  fonction  de  n  lettres  ayant  ft  +  v  valeurs ,  et  supposons  que 
par  les  permutations  des  m  lettres 

la  fonction  V  ne  prenne  que  les  p  valeurs 

V|,  Vj) .  .  .  ,  V^. 
Soient  aussi 

^fi-h  \>  V^  _^  g , .  .  .  ,    \,j^_^,j 

les  V  autres  valeurs  dont  V  est  susceptible. 
I..es  coefficients  de  Téquation 

(j._  v.)  (x-\,).  .  .U^V^^^)  =o 


J 
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sont  des  fonctions  symétriques  des  n  lettres  a^  by  Cy  dy  . . ,  A- ,  /;> 
pareillement  les  coeflQcients  de  Téquation  * 

(x— V,)(j:— V,).  ..(.r— V    )  =  o 

sont  des  fonctions  sjmélriqties  des  m  lettres  gy  /i, ..  ,  X,  /; 
donc  réquation  qu^on  obtient  en  divisant  les  deux  précédentes , 
savoir, 

a  aussi  pour  coefficients  des  fonctions  sy  métriques  de  ^,  A,...,  X*,  /. 
Par  conséquent,  d'après  le  lemme  I,  les  valeurs  que  la 
fonction  V  _^,  peut  prendre,  par  les  permutations  des  let- 
tres g^  hy,.,y  ky  ly  fout  partîc  des  v suivantes, 

V  V  V         • 

donc ,  parmi  les  n  lettres  qui  entrent  dans  la  fonction  V,  il  y 
en  a  /If  dont  les  permutations  font  acquérir  à  cette  fonction  un 
nombre  de  valeurs  distinctes  égal  ou  inférieur  à  v. 

Corollaire.  —  Si  une  /onction  de  n  lettres  a  |x  valeurs  dis- 
tinctes, dont  p  —  1  seulement  peuvent  être  obtenues  par  lesper^ 
mutations  de  m  lettres  ,  la  fonction  est  symétrique  par  rapport  à 
m  lettres, 

LsMHE  III.  —  Si  une  fonction  non  symétrique  de  n  lettres,  n  étant 
'^  4  y  est  symétrique  par  rapport  an  —  2  lettreSy  le  nombre 

des  valeurs  distinctes  de  la  fonction  est  /f ,  — ^ ou  n(n  —  i  ) , 

Soit 

V  =  (p(flr,  by  c,  dy.  . ,  y  Ay  l) 

une  fonction  de  n  lettres,  symétrique  par  rapport  aux  n —  2r 
lettres 

1**.  Si  cette  fonction  ne  change  pas  de  valeurs  par  la  transpo- 
sition de  Tune  des  lettres  aet  by  b  par  exemple ,  avec  Tune  de» 
«  ^  ?.  autres,  elle  sera  symétrique  pjr  rapport  aux  n  —  t 
lettres 

b,       Cy      dy.     ,      .      ,       ky.     l'y 
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et  comme,  par  liypothésc,  elle  n^est  pas  symétrique  par  rapport 
aux  n  lettres,  elle  aura  précisément  n  valeurs. 

2®.  Supposons  que  la  fonction  V  change  par  la  transposition 
de  Tune  quelconque  des  df*ux  l«;ttrcs  a  et  ^  avec  Tune  des  n  —  2 
autres,  et  qu*elle  ne  soit  pas  symétrique  par  rapport  aux  deux 
lettres  a  et  ^. 

On  formera  évidemment  toutes  les  valeurs  dont  la  fonction  V 
est  susceptible,  en  faisant  les  /i  (/i  —  1)  arrangements  deux  à 
deux  des  n  lettres 

a,  6,  c,  r/, . . .  ,  X-,  /, 

et  permutant  dans  la  valeur  de  V  les  deux  lettres  a  et  ^  successi- 
vement avec  les  deux  lettres  de  chacun  de  ces  arrangements. 
Or  je  dis  que  toutes  les  valeurs  de  V  formées  ainsi  sont  diffé- 
rentes. 

En  effet,  les  deux  valeurs  de  V  qui  correspondent  à  deux  ar- 
rangements formés  des  mêmes  lettres,  a^  b  eiby  a  par  exemple, 
ne  peuvent  être  égales,  puisque  Tégalité 

exige  que  la  fonction  V  soit  symétrique  par  rapport  à  a  et  6,  ce 
qui  cftt  contre  Thypothèse. 

Pareillement ,  les  deux  valeurs  de  V  qui  correspondent  à 
deux  arrangements  ayant  une  lettre  commune ,  tels  que  a,  b  et 
a,  r,  ou  ^,  b  et  c,  a  sont  différentes.  En  d'autres  termes,  on  ne 
peut  avoir 


7  (/?,  b,c,d,...  y  X-,  l)  =  f{a,Cy  b,  dy...y  ky  /), 


ni 


L'impossibilité  de  ces  égalités  résulte  de  ce  que  le  premier  mem- 
bre de  chacune  d^elles  est  symétrique  par  rapport  aux  deux 
lettres  c  et  d,  tandis  que  le  second  ne  Test  pas  par  hypothèse. 
Enfin  les  deux  valeurs  de  V  qui  correspondent  à  deux  arran- 
gements a,  b  et  c,  d  qui  n'ont  aucune  lettre  commune,  sont 
aussi  différentes;  on  ne  peut  avoir 

9{a,byC,dy    ..,  X,  /)  =  tp(c,  rf,  a,  ^,..    ,/-,/), 
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parce  que  le  premier  membre  est  symétrique  par  rapporta 
c  et  d^  tandis  que  le  second  ne  l'est  pas. 

On  voit  donc  que  le  nombre  des  valeurs  distinctes  de  Y  est 
n  [n  —  i). 

3®.  Supposons ,  enfin ,  que  la  fonction  V  change  par  la  trans- 
position de  Tune  quelconque  des  lettres  a  et  b  avec  Tune  des 
n  —  2  autres,  mais  qu'elle  soit  symétrique  par  rapport  aux  deux 
lettres  a  et  b. 

Dans  ce  cas ,  on  formera  toutes  les  valeurs  de  V  en  faisant  les 

— ' combinaisons  deux  à  deux  des  n  lettres 

et  permutant  dans  la  valeur  de  V  les  deux  lettres  a  eib  succes- 
sivement avec  les  deux  lettres  de  chacune  de  ces  combinaisons. 
Or  je  dis  que  toutes  les  valeurs  de  V  ainsi  formées  seront  diffé- 
rentes si  n  est  supérieur  à  4* 

En  effet,  deux  valeurs  de  Y  qui  correspondent  à  deux  combi- 
naisons a,  b  et  ay  c,  qui  ont  une  lettre  commune,  sont  différentes  ; 
on  ne  peut  avoir 

parce  que  le  premier  membre  est  symétrique  par  rapport  à  a  et 
by  et  que  le  second  ne  l'est  pas  par  hypothèse. 

Pareillement ,  deux  valeurs  de  Y  qui  correspondent  à  deux 
combinaisons  a,  6  et  c,  dy  qui  n'ont  aucune  lettre  commune, 
sont  aussi  différentes;  en  d'autres  termes,  on  ne  peut  avoir 

y  (a,  ^,  c,rf, ...  ,  A^,  7)  =  <p(c,  rf,  «,  by...  ,/  ,  /), 

I 

parce  que  le  premier  membre  est  symétrique  par  rapport  aux 
h  —  2  lettres  c,  c?, . . . ,  /• ,  / ,  et  que  le  second  ne  l'est  pas  par 
hypothèse  si  /i  est  >  4* 

On  voit  donc  que  le  nombre  des  valeurs  distinctes  de  Y  est 

2 

REMARQUE.  — -  Lai  détnonstration  de  ce  dernier  cas  suppose 

32 
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essentiellement  /i  ]>  4  ;  car  si  Ton  a  «  =  4  >  on  ne  peut  plus 
dire  que  Tégalité 

?{«>  *>  c,  rf)  =  (p  (f,  d,  «,  b) 

soit  impossible.  Cette  égalité  peut,  au  contraire,  avoir  lieu; 
cela  arrive  en  particulier  pour  la  fonction 

ab  -f-  «dy 

et  pour  une  infinité  d'autres. 

CoROLLM&E.  —  Si  une  fonction  de  n  lettres ,  symétrique  par 
rapport  an  —  2  lettres  y  a  n  valeurs ,  elle  est  symétrique  par 
rapport  an  —  \  lettres» 

Lbmms  IV.  —  Si  une  fonction  de  n  lettres ,  n  étant  '^  ^^  a 
deux  valeurs  seulement  par  les  permutations  de  n  —  2  lettres, 
le  nombre  des  valeurs  que  cette  fonction  peut  prendre  par  les 
permutations  de  toutes  les  lettres  est  égal  à  7.  y  ou  supérieur  à  n. 

Soit 

nne  fonction  de  n  lettres,  n  étant  ^  4  »  ^"^  ^'^  ^**^  deux  va- 
leurs par' les  permutations  des  n  —  2  lettres 

Diaprés  la  proposition  démontrée  dans  la  vingtième  leçon  et  rap- 
pelée plus  haut,  comme  on  suppose  n  —  i  ^  3,  la  fonction  V 
aura  2  ou  2  (ii< —  i)  valeurs  par  les  permutations  des  n —  1 
lettres 

l),       C   y       d  y    ^    ,     m    y        A  y       i. 

Si  le  dernier  cas  a  lieu ,  le  nombre  tot^l  des  valeurs  de  V  est 
supérieur  à  n.  Si,  au  contraire,  la  fonction  Y  n*a  que  deux 
valeurs  par  les  permutations  des  n  —  i  lettres 

b  y        C  y        dy.     ,     ,  k  y        l  y 

elle  en  aura  2  ou  2  /z  par  les  permutations  de  toutes  les  lettres. 

La  proposition  est  donc  démontrée. 

Lemhe  V.  —  Si  une  fonction  de  n  lettres ,  non  symétrique , 
a   un   nombre  impair  de  valeurs  distinctes  y  il  est  impossible 
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rjit'elle prenne  toutes  les  valeurs  dont  elle  est  susceptible ,  par  les 
seules  permutations  de  n  -^  2  lettres. 
Soit 

V  =  cp(fl,  bf  c,  c?, .  .    ,    /',  /) 

une  fonction  de  n  lettres  ayant  un  nombre  impair  y.  de  valeurs 
distinctes,  et  supposons  qu'elle  puisse  prendre  ses  pi  valeurs  par 
Jes  seules  permutations  des  n  —  2  lettres 

Représentons  ces  p  valeurs  par 

(i)     9i{a,    ^, ...),•  <j.3  (a,  b,,  ,,),,,,  y  (p    (a,   by...). 

Il  est  d'abord  évident  que  la  fonction  V  ne  peut  être  symé- 
trique par  rapport  aux  lettres  a  et  b  ;  car  toutes  les  valeurs 
qu'elle  peut  prendre  étant  symétriques  par  Irapport  à  a  et  b, 
le  seraient  également  par  rapport  à  deux  lettres  choisies  à  vo- 
lonté, qu'on  peut  introduire,  par  une  substitution,  «\  la  place 
de  a  et  de  ^.  La  fonction  V  serait  donc  symétrique ,  ce  qui  eSt 
contre  l'hypothèse. 

Cela  posé,  faisons  dans  les  fonctions  (i)  la  transposition 
(a,  b),  elles  deviennent 

Les  fonctions  (i)  étant  distinctes  par  hypothèse,  les  fonc- 
tions (2)  le  sont  aussi,  et  comme  la  série  (i)  comprend  toutes 
les  valeurs  de  V,  les  fonctions  (2)  ne  différeront  pas  des 
fonctions  (i);  d'ailleurs  les  termes  qui  occupent  le  même 
rang  dans  ces  suites  ne  peuvent  être  égaux ,  puisque  la  fonc- 
tion V  n'est  pas  symétrique  par  rapport  à'  a  et  6.  Supposons 
donc  que  l'on  ait 

<p,  (a,  6,.  .  .)  =  ^     {b,  «, . . .); 

en  changeant  a  et  b  Tune  avec  Tautre,  il  vient 

tp,  {/>,  a, ...)==  <p     (flr,  by,  .  .); 

d'où  il  suit  que  les  termes  de  la  suite  (1)  peuvent  être  groupés 

32. 
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deux  à  deuX|  de  manière  que  les  deux  termes  d'un  mémr 
groupe  se  changent  Pun  dans  Tautre ,  par  la  transposition  (« ,  ^)* 
Or,  cela  est  impossible ,  puisque  p  est  un  nombre  impair.  Lar 
proposition  est  donc  démontrée. 

Lemmb  VI.  -^  Si  une  fonction  de  n  lettres 

V  =  f  {a,  b,  e,  d,...,  k,  l) 

prend  toutes  ses  valeurs  par  ies  seules  permutations  des  n  —  2r 
lettres 

le  nombre  de  ces  valeurs  est  double  du  nombre  des  valeurs  qwt 
prend  la  fonction  ^ 

X  =  [JP  —  f  ( a,  ^,  c,  d^..f  ^,  01[*  —  <P ( ^  «>  ^>  ^i"j  ^7  n]f 

par  les  permutations  des  n  —  2  lettres  c ,  r/, ... ,  ^ ,  /. 

On  voit  y  comme  dans  la  proposition  précédente ,  que  la  fonc- 
tion y  ne  peut  être  symétrique  par  rapport  aux  lettres  «  et  b, 
et  que  les  valeurs  de  Y  peuvent  être  groupées  deux  à  deux,  de 
manière  que  les  termes  d'un  même  groupe  se  changent  l'un  dans 
Pautre  par  la  transposition  (a ,  6).  Il  résulte  de  là  que  les  valeurs 
de  V  peuvent  être  partagées  en  deux  séries  de  la  manière  sui- 
vante :  I 

9f(^r  ^)>   ?»(«>    ^)j"'j  ?„  («,    b)y 

r 

r* 

Cela  posé,  la  fonction  X  ne  peut  acquérir  que  les  ft  valeurs  sui- 
vantes ,  par  les  permutations  des  rt  —  2  lettres  Cydy.,,^  /■ ,  /, 

[x  — y,(tf,è)][j7V-ç,(6,«)],. 


[^-?A^yb)][x-^ff   {b,a)]; 

car  toute  permutation  des  lettres  c^d,...,  ky  l  qui  laisse  7,  {a  y  b) 
invariable,  ou  qui  la  change  en<p,  (b,a),  laisse  invariable^ ,  (by  a) 
ou  la  change  en  ^i  (a,  ^);  et  de  même  toute  permutation  des 


J 
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lettres  c,   </,...,  /,  /  qui  change  y,  (a,  ft)  en  npi  (fl,  6)  on 
en  fi  (^ ,«)  change  aussi  f,  (^,  «)  en^j  (^>  «)  ouença  (a,  ^). 

De  plus ,  les  jt  valeurs  d«  X ,  écrites  plus  haut ,  sont  diffé^ 
rentes ,  car  s'il  n'y  en  avait  que  i*'  de  distinctes ,  f*'  étant  <^  pt , 
«n  multipliant  ces  ^'  valeurs  et  égalant  à  zéro  le  produit ,  on  au- 
rait une  équation  dont  le  premier  membre  serait  une  fonction  sy- 
métrique des  n  —  2  lettres  c ,  é/  ,...,/*,/,  «t  dont  les  a  ^'  racines 
•seraient  les  seules  valeurs  distinctes  de  la  fonction  V  (lemmel), 
ce  qui  est  impossible ,  puisqu'on  a  supposé  ce  nonïbre  de  valeurs 
égal  à  2  p. 

Il  est  donc  démontré  que  le  nombre  des  valeurs  de  la  fonc- 
tion y  est  double  du  pombre  des  valeurs  que  peut  prendre  la 
fonction  X  par  les  permutations  des  n  —  2  lettres  c,  â?, .. . ,  ^ ,  f. 

THEoniME  I.  —  Une  fonction  d'un  nombre  impair  n  de  lettres  , 
qui  a  moins  de  n  valeurs  distinctes,  ne  peut  en  apoir  plus  de 
deux. 

Je  vais   démontrer  généralement  que  si  le  théorème  a  Mea 

pour  les  fonctions  de  /z  —  2  lettres,  il  a  lieu  aussi  pour  les  fone- 

tions  de  n  lettres;  et  comme  il  est  évidemment  vrai  pour  les 

fonctions  de  trois  lettres,  il  sera  vrai  aussi  pour  les  fonctions 

iie  cinq,  de  sept,  etc.,  d'un  nombre  impair  quelconque  de 

lettres. 
Soit 

une  fonction  de  n  lettres  qui  a  moins  de  n  valeurs  distinctes  1 
n  étant  un  nombre  impair  au  moins  égal  à  5. 

Soient  a  et  ^  deux  lettres  quelconques ,  et  faisons  toutes  les 
permutations  des  n  —  %  autres  lettres 

•sans  changer  la  place  ni  de  a  ni  de  b\  comme  nous  admettons 
qu'une  fonction  de  «  —  2  lettres  qui  a  moins  de  ii  —  2  valeurs, 
ne  peut  en  avoir  plus  de  deux ,  le  nombre  âes  valeurs  de  V 
résultant  des  permutations  des  n  —  2  lettres c^  dy,,.^  A-,  /  sera 
nécessairement  Tun  des  quatre  suivants  : 

I,   2,   n  —  2,  n  —  I. 
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Nous  allons  faire  successivement  ces  quatre  hypothèses. 
i'*,  La  /onction  V  esi  symétrique  par  rapport  aux  n  —  2  let- 
tres Cy  d  j.  ,  ,  y   A  y    l. 

Alors  elle  aura,  d'après  le  lemme  III,  n  ou  — ^ 9 ou 

n(n  —  1)  valeurs  distinctes.  Cette  hypothèse  n'est  donc  pas  ad- 
missible ,  puisque  Y  a  moins  de  n  valeurs. 

2".  La  fonction  V  a  deux  valeurs  par  les  permutations  des 
n  —  2  lettres  c,  dy   . . ,  A*,  /. 

Alors,  d'après  le  lemme  IV,  la  fonction  Y  n^a  en  tout  que  deux 
valeurs,  puisqu'elle  en  a  moins  de  n, 

3".  La  /onction  Y  a  n  —  2  valeurs  par  les  permutations  des 
a  —  2  lettres  c ,  rf, . . .  ,  k,  /. 

Alors,  d'après  le  lemme  Y ,  il  est  impossible  que  la  fonction  Y 
n'ait  que  n  —  2  valeurs  par  les  permutations  des  n  lettres ^ 
parce  que  n  —  2  est  un  nombre  impair;  elle  en  a  donc  /z  ~  i. 
Mais  alors,  d'après  le  lemme  II  (corollaire),  la  fonction  Y  est 
syitiétrique  par  rapporta  n —  2  lettres,  et,  par  conséquent, 

elle  a  n,  —^ ou  n'{n  —  i)  valeurs.  Cette  hypothèse  est 

donc  inadmissible. 

4".  La  /onction  \  a  n  —  i  valeurs  par  les  permutations  des 
n  —  2  lettres  c,  rf, . . . ,  X" ,  /. 

Comme  la  fonction  Y  n'a  en  tout  que  n  —  i  valeurs,  la 
fonction 

X  =  [x  —  f^{a,b,  c,rf,. ..,  A,l)][x—  o  {b,ay  c,  rf,. ..,  A,/)] 

a  valeurs  par    les    permutations    des    n  —  2    lettres 

f,  dy,..y  ky  l  (lèmmcYI).  Mais  on  a 

— -— </i  —  2, 

2 

et  nous  admettons  qu'une  fonction  de  /i  —  2  lettres  qui  a  moins 
de  «  —  2  valeurs,  n'en  a  au  plus  que  deux  ;  donc  la  fonction  X 
rt  une  ou  deux  valeurs  seulement,  et,  par  conséquent,  on  doit 


^ 
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avoir 


c'est-à-dire 


fi  —  I 

=1        ou       =  2 , 

2 


/ï  =  3     ou     n  =  S, 


Nous  avons  supposé  «  ]>  3 ,  donc  Thypothèse  que  nous  discu  - 
tons  en  ce  moment  est  inadmissible,  à  moins  que  /i  ne  soit  égal 
à  5.  Mais  elle  Test  encore  dans  ce  cas,  car  une  fonction  de  cinq 
lettres  ne  peut  avoir  quatre  valeurs  par  les  permutations  de 
trois  lettres,  à  cause  que  4  o'^st  pas  un  diviseur  du  produit 

1 .2.3« 

Conclusion,  —  On  voit  que  la  seconde  de  nos  quatre  hypo- 
thèses est  seule  admissible ,  et,  par  conséquent ,  si  la  fonction  V 
a  moins  de  n  valeurs,  elle  ne  peut  en  avoir  plus  de  deux. 

Théorème  II.  —  Une  fonction  d'un  nombre  impair  n  de 
lettres,  qui  a  précisément  n  valeurs,  est  symétrique  par  rapport 
an  —  I  lettres, 

La  démonstration  suivante  suppose  n  au  moins  égal  à  5 ,  mais 
pour  les  fojictions  de  trois  lettres,  le  théorème  est  presque 
évident  (*). 

Soit 

y  =  ff[a,  b  ,  c,  é/,...,A',/) 

une  fonction  d'un  nombre  impair  n  de  lettres ,  qui  a  précisé- 
ment n  valeurs. 

Soient  a  et  b  deux  lettres  quelconques ,  et  faisons  toutes  les 
permutations  des  n  —  2  autres  lettres 

c,     cl.,..,     Il,     », 

il  en  résultera  pour  V  un  nombre  de  valeurs  qui  sera  l'un  des 
suivants 

i,'2,   3,...,  (/1--2),   (/2  — 0,   n. 

Mais,  d'après  le  théorème  I,  «  —  2  étant  impair,  si  ce  nombre 


(*)  Le  théorème  a  été  démontré  dans  la  vingtième  leçon  pour  les  fonc- 
tions de  trois  lettres. 
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(le  valeurs  est  iprérieur  à  /i  —  a,  il  est  au  plus  égal  à  2 ,  ce  sera 
doDc  Fun  des  cinq  nombres 


I,   2,  n — 2,  /»  —  1 ,  71. 


Nous  allons  faire  ces  cinq  hypothèses. 

y*,  La  fùjnetio^  V  est  symétrique  par  rapport  aux  n  —  2 
lettres  e^  d^,,.  y  k^  L 

Alors  y  d*après  le  lemme  III ,  le  nombre  des  valeurs  de  Y  ne 
peut  être  égal  à  n  que  si  cett^  fonction  est  symétrique  par  rap- 
port kn  —  I  lettres* 

2°.  La  fonction  V  a  deux  valeurs  par  les  permutations  des 
u  —  2  lettres  Cfd^,,,j  ^ ,  /. 

Cela  est  impossible  diaprés  le  lemm^  IV. 

3®.  La  fonction  \  a  n  —  2  valeurs  par  les  permutations  des 
n  —  2  lettres  Cyd^,,.^k^  L 

Alors^  d'après  le  lemme  II,  la  fonction  V  ays^nt  en  tout  n 
valeurs  et n*en  ayant  que  n  —  2  par  les  permutations  àe  n  —  2 
lettres,  il  y  a  /i  —  2  lettres  dont  les  permuts^tions  font  acquérir 
à  y  un  nombre  de  valeurs  égal  à  i  ou  à  2.  Par  conséquent,  le 
nombre  des  valeurs  de  cette  fonction  ne  peut  être  égal  à  n , 
que  si  elle  est  symétrique  par  rapport  à  /i  —  i  lettres. 

4*.  La  fonction  Van  —  i  valeurs  par  les  permutations  des 
n  —  2  lettres  r,  </,...,  A* ,  /. 

Alors ,  diaprés  le  lemme  II ,  la  fonction  Y  est  symétrique  par 
rapport  k  n  —  2  lettres ,  et ,  par  conséquent,  elle  ne  peut  avoir 
n  valeurs  que  si  elle  est  symétrique  par  rapport  kn  —  i  lettres, 
d'après  le  lemme  III. 

5**.  la  fonction  Y  prend  ses  n  valeurs  par  les  permutations 
des  «  —  2  lettres c y  dy . ..  y  A- ,  /. 

Cela  est  impossible,  d'après  le  lemme  Y,  parce  que  n  est  un 
nombre  impair. 

Conclusion, —  La  première,  la  troisième  et  la  quatrième 
hypothèse  sont,  comme  on  voit,  seules  admissibles,  et  quelle 
que  soit  celle  qui  a  lieu,  la  fonction  Y  est  nécessairement  symé- 
trique par  rapport  k  n  —  i  lettres  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

TnionéME  III.  —  Une  fonction  d'un  nom  bre  pair  n  de  lettres  qui 
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a  moins  de  n  valeurs  ne  peut  en  ai>oir  plus  de  deux,  si  n  est 

supérieur  à  ^. 

Ce  théorème  n^a  pas  lieu  pour  les  fonctions  de  quatre  lettres; 

et  c'est  précisément  parce  qu*on  peut  former  des  fonctions  de 

quatre  lettres  qui  n'ont  que  trois  valeurs,  qu'on  peut  résoudre 

l'équation  générale  du  quatrième  degré. 

Soit 

V  =  f  (fl,  ^,  c,  rf, ... ,  X", /) 

une  fonction  d'un  nombre  n  de  lettres  pair  et  supérieur  à  4 1  ^^ 
supposons  que  cette  fonction  ait  moins  de  n  valeurs.     '  ' 
Si  l'on  considère  V  comme  fonction  des  n  —  i  lettres    ♦. 

et  qu'on  permute  ces  lettres ,  on  obtiendra  un  nombre  de  va- 
leurs distinctes  de  V ,  qui ,  étant  .par  hypothèse  inférieur  à  n , 
sera  Fun  des  suivants  .  ; 

I,  2,   3,..«,  /i— '2,«  —  I.  i:  . 

Mais ,  d'après  le  théorème  I ,  comme  n  —  i  est  impair,  ce 
nombre  de  valeurs  ne  peut  s'abaisser  au-dessous  de  /i  —  i ,  sans 
être  égal  à  2  ou  à  i  ;  donc  le  nombre  des  valeurs  distinctes  de 
y  résultant  des  permutations  des  A —  i  lettres  b^  c^  dy,^  k^l 
est  l'un  des  trois  suivants  : 

H" 

I  ,     2,    /l  —  I.  f^  * 

Examinons  ces  trois  cas. 

1°.  La  fonction  V  est  symétrique  par  rapport  aux  n-^i  lettres 

Alors,  elle  a  évidemment  n  valeurs,  ce  qui  est  contre  l'hypo- 
thèse ;  à  moins  qu'elle  ne  soit  symétrique  par  rapport  à  toutes 
les  lettres^  et,  dans  ce  cas,  elle  n'a  qu'une  seule  valeur.         %. 

2®.  La  fonction  V  a  deux  valeurs  par  les  permutations  des 
/i  -»-  I  lettres  b ^c^  dy...y  k ^  l. 

Alors,  d'après  la  proposition  démontrée  dans  la  vingtième 
leçon  et  déjà  rappelée,  la  fonction  Y  ayant  moins  de  n  valeurs, 
ne  peut  en  avoir  que  deux. 

3®,  La  fonction  y  a  n  —  i  valeurs  par  les  permutations  des 
n  —  I  lettres  b,  Cy  d,^*  ^  ^  k ,  L 


.•\ 


« 
'1 
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Dans  ce  cas ,  comme  n  —  i  est  impair,  la  fonction  V  est  sy- 
métrique par  rapport  à /i  —  2  lettres,  d*après  le  théorème  II, 
et  alors,  d'après  le  lenime  III,  ellp  a  au  moins  n  valeurs. 

Conclusion,  —  Puisqu'on  suppose  que  V  a  moins  de  «valeurs, 
et  que  cette  fonction  n*est  pas  symétrique ,  le  second  des  trois 
cas  précédents  est  seul  possible,  et  alors  la  fonction  V  a  deux 
valeurs  seulement.  Ce  qu^il  fallait  démontrer. 

Théorehe  IV.  —  Si  une  fonction  d*un  nombre  n  de  lettres  pair 
et  supérieur  à  dan  valeurs,  elle  est  symétrique  par  rapport  à 
n  —  I  lettres. 

Soit 

V=:  ^(a,  ^,  c,  fl?,...,  A-,  /) 

une  fonction  de  n  lettres  qui  a  précisément  n  valeurs.  On  sup- 
pose n  pair  et  supérieur  à  6. 

Soient  a  etù  deux  lettres  quelconques ,  et  permutons  les  /i  —  2 
autres  lettres 

c,   rf,.   .,    X",    /. 

Le  nombre  des  valeurs  qu'on  obtiendra  ainsi  pour  V  ne  pou- 
vant, d'après  le  théorème  III,  être  à  la  fois  plus  grand  que  2 
et  moindre  que  n  —  2  (puisque,  par  hypothèse,  n  —  2  est  >  4)> 
sera  Tun  des  cinq  suivants  : 

•  I,2,«  2,     72  —  I,/î. 

Nous  allons  faire  ces  cinq  hypothèses. 

1  °.   La  /onction  V  est  symétrique  par  rapport  aux  n  —  2  lettres 

Cm        €•,•>■,      n    m      ». 

Alors ,  d'après  le  lemme  III ,  elle  ne  peut  avoir  n  valeurs  que 
si  elle  est  symétrique  par  rapport  à  «  —  i  lettres. 

2®.  La  Jonction  V  a  deux  valeurs  par  les  permutations  des 
n  —  2.  lettres  c y. d,.,. ,  A-,  /. 

Cela  est  impossible  d'après  le"  lemme  IV;  car,  alors,  la  fonc- 
tion V  n'aurait,  en  tout,  que  deux  valeurs,  ou  elle  en  aurait 
plus  de  n, 

3°.  La  /onction  Va  n  —  2  valeurs  par  les  permutations  des 
n  —  2  lettres  c^  d  ^.,,y  k ,  l. 
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Alors  la  fonction  V  ayant  en  tout  n  valeurs,  elle  a  une  ou 
deux  valeurs  seulement  par  les  permutations  de  «  —  2  lettres 
(  lemme  II) ,  et ,  par  conséquent ,  elle  ne  peut  en  avoir  n  en  tout 
que  si  elle  est  symétrique  par  rapport  à  /î  —  i  lettres  (lemmes  III 
et  IV). 

4°.  La  fonction  Van  —  i  valeurs  par  les  permutations  des 
n  —  2  lettres  c y  d^.  ,  ,,  Ay  l. 

Dans  ce  cas ,  d'après  le  lemme  II ,  V  est  symétrique  par  rap- 
port à  /î  — 2  lettres,  et,  par  conséquent,  elle  ne  peut  avoir 
n  valeurs  que  si  elle  est  symétrique  par  rapport  à.  n  —  i  lettres. 

5".  La  fonction  \  a  n  valcufs  par  les  permutations  des  n  —  2 
lettres  c,  fi?, ... ,  A,  /. 

Cela  est  impossible  d'après  le  lemme  VI ,  car  alors  la  fonc- 
tion 

[X  y(a,Ô,C,     dy..,   y     ^,/)][a'    (f    [b    ya   y    C,d,,,,y    ky      l)] 

m 

aurait,  par  les  permutations  des/?  —  2  lettres  c,  «?,...,  /*,  /,  un 

nombre  de  valeurs  égal  à  -  9  ce  qui  ne  peut  être ,  puisque  -  est 

<^/i  —  2  et>  2. 

Conclusion,  — Le  premier,  le  troisième  et  le  quatrième  cas  sont 
seuls  possibles ,  et  Ton  voit  que  le  nombre  des  valeurs  de  la 
fonction  V  ne  peut,  être  égal  à  «,  que  si  V  est  symétrique  par 
rapport  d  n  —  1  lettres. 

Remarque. —  La  démonstration  ne  s'applique  pas  aux  fonctions 
de  quatre  et  de  six  lettres;  mais  le  théorème  a  été  démontré  dans 
la  vingtième  leçon  pour  les  fonctions  de  quatre  lettres ,  et  il  n*a 
pas  lieu  pour  les  fonctions  de  six  lettres. 

Des  fonctions  de  six  lettres  qui  ont  six  valeurs  et  qui  ne  sont  pas 
symétriques  par  rapport  à  cinq  lettres. 

Dans  la  théorie  qui  vient  d'être  exposée,  les  fonctions  de  six 
lettres  constituent  une  exception  digne  de  remarque  ;  aussi  je 
crois  devoir  indiquer,  en  terminant  cette  Note,  la  composition 
des  fonctions  de  six  lettres  qui  ont  six  valeurs  distinctes  et  qui 
ne  sont  pas  cependant  symétriques  par  rapport  à  cinq  lettres. 
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Je  dis  en  premier  lieu  que  : 

Si  une  fonction  de  six  lettres,  non  symétrique  par  rapport  à 
einq  lettres ,  a  précisément  six  valeurs  distinctes  y  cette  fonction 
prend  ses  six  valeurs  par  les  seules,  permutations  de  trois  lettres 
quelconques. 

Soit  y  une  pareille  fonction  des  six  lettres 

fl,   by  c,  dy  cy  f; 

« 

nous  diviserons  la  démonstration  du  théorème  énoncé  en  trois 
parties  : 

I®.  Le  nombre  des  valeurs  que  prend  Y  par  les  permutations 
de  cinq  lettres  quelconques 

by       Cy       dy       Cy     f 

est  un  diviseur  du  produit  i  .2.3.4*5;  d'ailleurs  ce  nombre, 
qui  est  au  plus  égal  à  6,  ne  peut  s'abaisser  au-dessous  de  5  sans 
être  égal  à  i  ou  à  i  ;  donc  la.  fonction  V  a  i ,  2 ,  5  ou  6  valeurs 
par  les  permutations  des  cinq  lettres.  Mais  si  ce  nombre  de  va- 
leurs était  I  ou  5,  la  fonction  Y  serait  symétrique  par  rapport 
à  cinq  des  six  lettres  ay  b ^  Cy  dy  Cy  f  (lemme  II),  ce  qui  est 
contraire  à  Thypothèse  ;  si  le  même  nombre  était  2 ,  la  fonc- 
tion Y  aurait  2  ou  12  valeurs  (vingtième  leçon)  par  les  permu- 
tations des  six  lettres.  Donc  la  fonction  Y  doit  prendre  ses  6  va- 
leurs par  les  seules  permutations  des  cinq  lettres  by  Cy  dy  Cyf, 
2**.  Le  nombre  des  valeurs  que  prend  Y  par  les  permutations 
de  quatre  lettres  quelconques 

Cy        dy        Cy     f 

est  un  diviseur  du  produit  1.2.3.4;  d^ailleurs  ce  nombre  est 
au  plus  égal  à  6;  donc  la  fonction  Yai,2,3,4^^^  valeurs 
par  les  permutations  des  quatre  lettres.  Si  ce  nombre  était  i ,  la 
fonction  Y  aurait  i  ou  5  valeurs  par  lès  permutations  des  cinq 
lettres  by  r,  dy  Cyfy  ce  qui  n'a  pas  lieu;  s'il  était  2,  la  fonc- 
tion Y  aurait  2  ou  10  valeurs  par  les  permutations  des  cinq 
lettres;  s'il  était  4>  ia  fonction  Y  aurait  au  plus  2  valeurs  parles 
permutations  de  quatre  des  cinq  lettres  by  Cy  dyeyf{  lemme  II), 
et  nous  venons  de  voir  que  cela  est  impossible.  Nous  allons 
prouver  enfin  que  3  ne  peut  exprimer  le  nombre  des  valeurs  quç 
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prend  Y  par  les  permutations  des  quatre  lettres  c,  ^/^  «,/*.  En 
effet,  nommons  V,,  Vj,  V3,  V4,  Vs,  Ve  les  six  valeurs  de  V  et 
supposons  que  cette  fonction  ne  prenne  que  les  valeur^  Vi,  Vs, 
¥3  par  les  permutations  des  quatre  lettres  r,  r/,  e,  /.  La  fonc- 
tion 

sera  symétrique  par  rapport  à  V,  <f,  e,y,  et,  par  suite,  elle 
aura  1  ou  5  valeurs  par  les  permutations  de  ^,  c,  d^  e^f.  Le 
premier  cas  ne  peut  avoir  lieu  (lemme  I),  car  V  n'aurait  d'au- 
tres valeurs  que  Y, ,  Y3,  T3  par  les  permutations  des  cinq  lettres 
h  y  c,  d,  e,  /,  La  fonction  X  a  donc  5  valeurs  X| ,  Xa,  X3,  X4 , 
Xt,  et,  par  suite,  Y  ne  peut  avoir  d'autres  valeurs  que  celles 
qui  sont  racines  de  l'équation 

x  ^^^  A.|   vV}  A.3   A.|   JL5  z^  O , 

puisque  le  premier  membre  est  une  fonction  symétrique  de  ^ ,  c^ 
d,€y  /,  Il  s'ensuit  que  Y  est  divisible  par  le  produit 

Z=:(x-Y,)(j:  — Y,j(a:— Y3)(ar^Y4)(x— Ys)(x— Ye). 

Le  même  raisonnement  prouve  que  Y  ne  peut  avoir  d'autres 

,,        .      Y 
valeurs  que  celles  qui  sont  racines  de  Téquation  -  =r  o  ,  puis 

Y 

d*autres  valeurs  que  celles  qui  sont  racines  de  l'équation  -^^  =  o^ 

ce  qui  est  impossible  ;  car  cette  dernière  équation  est  seulement 
du  troisième  degré  et  n'a  que  trois  racines.  Il  est  donc  établi 
que  3  ne  peut  être  le  nombre  des  valeurs  que  prend  Y  par  les 
permutations  des  quatre  lettres  c,  </,  ^,/. 

Donc  la  fonction  Y  prend  ses  6  valeurs  par  les  permutations 
de  quatre  lettres  quelconques  c,  d^  e^/.  Il  en  résulte,  d'a- 
près le  lemme  YI,  que  Y  ne  peut  pas  être  symétrique  par  rap- 
port à  deux  lettres  a  et  b, 

3^.  Le  nombre  des  valeurs  que  prend  Y  par  les  permutations 
de  trois  lettres  quelconques 

d,  e,  /, 

est  1,2,3  ou  6,  car  il  doit  diviser  le  produit  i  .2.3.  Si  ce 


aïO  NOTE    VIII. 

nombre  était  i ,  la  fonction  V  aurait  i  ou  4  valeurs  par  les 
permutations  de  c,  d^  c,  /,  ce  qui  n'a  pas  lieu;  s'il 
êtaii  a,  la  fonction  V  aurait  2  ou  8  valeurs  par  les  permuta- 
tions des  mêmes  quatre  lettres  (vingtième  leçon),  ce  qui  n*a 
pas  lieu  non  plus.  Enfin,  si  le  même  nombre  était  3,  la  fonc- 
tion V  serait  symétrique  par  rapport  à  deux  lettres,  ce  qui 
est  impossible,  comme  on  Ta  vu  plus  haut. 

Donc  la  fonction  V  prend  ses  6  valeurs'  par  les  seules  per- 
mutations de  trois  lettres  quelconques  //,  e^  f\  ce  qui  démontre 
la  proposition  énoncée. 

Je  dis  maintenant  que  : 

Les  quinze  transpositions  que  l'on  peut  former  avec  les  six 
lettres  de  la  fonction  V  sont  équivalentes  trois  à  trois. 

D'après  ce  qui  précède ,  les  6  valeurs  de  V  correspondent  aux 
six  arrangements 

abcdefy     abcdfe,     abcefd^     abcfedy     abcfde,     abcedf. 

Si  Ton  transpose  la  lettre  c  avec  Tune  quelconque  des  lettres 
d,  e^  f,  on  obtiendra  six  nouveaux  arrangements  qui  corres- 
pondront encore  aux  6  valeurs  distinctes  de  V.  D'où  il  suit  que 
parmi  les  vingt-quatre  arrangements  que  Ton  déduit  de 

abcdefy 

en  faisant  les  vingt-quatre  permutations  des  lettres  c,  r/,  e,fy 
il  y  en  a  nécessairement  quatre  qui  correspondent  à  la  même 
valeur  de  V.  Or,  deux  arrangements  où  trois  des  six  lettres  oc- 
cupent les  mêmes  places  ne  peuvent  correspondre  à  la  même 
valeur  de  V,  puisque  cette  fonction  prend  toutes  ses  valeurs 
par  les  seules  permutations  de  trois  lettres;  donc  les  trois  ar- 
rangements qui  font  acquérir  à  V  la  même  valeur  que  l'arran- 
gement 
(i)  abcdff 

sont  compris  dans  les  neuf  suivants  : 

(2)     abdcfey  (3)     abefcdy        (4)     abfedc^ 

(A)  ^     (5)     abfc.cdy  (6)     abdefc,         (7)     abccfd  ^ 

(8)     abefdc,  (9)     abfcdv  ^        (10)     abdfce. 
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Or,  les  six  arrangements  (5),  (6),  (7),  (8),  (9),  (10)  peu- 
vent se  déduire  de  (i)  par  une  substitution  circulaire  des  qua- 
tre lettres  c,  d^  e^  /.l\  arrivera  donc  de  deux  choses  Tune  :  ou 
bien  la  fonction  V  ne  sera  pas  changée  par  une  certaine  substi- 
tution circulaire  des  quatre  lettres  c,  d,  e,  /,  .ou  bien  les  ar- 
rangements (i),  (2),  (3),  (4)  donneront  à  V  la  même  valeur. 
3i  le  dernier  cas  a  lieu ,  on  voit  que  V  ne  change  pas  par  la  trans- 
position de  deux  quelconques  des  quatre  lettres  c,  dy  e,  /y 
pourvu  qu'on  transpose  en  même  temps  les  deux  autres.  En 
\,  d'autres  termes,  la  transposition  de  deux  des  quatre  lettres  c, 
dy  tf,  /"équivaut  à.la  transposition  des  deux  autres;  car  si  la 
transposition  (c,  d)  change  VenV, ,  la  tlfinsposition  [c^f] 
changera  Vi  en  Y;  par  suite,  elle  changerait  V  en  Vi ,  puisqu'en 
disant  deux  fois  de  suite  la  hiéme  transposition  on  ne  fait  aucun 
tjiangement.  Si,  au  contraire,  les  arrangements  (i),  (2),  (3), 
(4)  ne  donnent  pas  à  V  la  même  valeur,  cette  fonction  sera  in- 
variable par  une  certaine  substitution  circulaire  des  quatre  lettres 
r,  dy  €y  /fCty  par  suite,  elle  ne  changera  pas  non  plus  en  répé- 
tant deux  ou  trois  fois  cette  même  substitution.  Il  s'ensuit  que 
les  (rois  arrangements  parmi  les  neuf  considérés,  qui  donnent 
à  V  la  même  valeur  que  Tarrangement  (1),  sont  compris  dans 
Tune  des  lignes  horizontales  suivantes  : 

!(5)     abfccdy  (2)      abdc/e,  (8)     ahefdc  ^ 

(6)     abdefcy  (3)     abefcdy  (9)     abfcdcy 

(7)     abec/dy  (4)     abfedcy  (10)     abdfce. 

On  voit  que  l'un.des  arrangements  (2),  (3)  ,  (4)  donne  à  V  la 
même  valeur  que  Farrangement  (i).  Or,  on  passe  de  Tarrange- 
ment  (i)  à  Tun  de  ces  trois-ci  par  la  transposition  de  deux  des 
quatre  lettres  c,  dy  ^, /exécutée  simultanément  avec  la  trans- 
position des  deux  autres.  Donc  il  y  a,  dans  tous  les  cas, 
deux  lettres  parmi  les  quatre  c,  </,  ^,  /,  dont  la  transposition 
équivaut  à  la  transposition  des  deux  autres. 
Nous  supposerons  que ,  dans  la  valeur  de  V  , 

V=(p(«,  b,  c,  d\  1?,/), 
de  laquelle  on  part ,  pour  former  toutes  les  autres,  par  les  sub- 
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sdtutions ,  les  plao^s  occupées  par  les  lettres 

fl,  6,  c,  d^  «?,/, 
soient  représentées  respectivement  par 

I,  !i,  3,  4,  5,  6, 

et  nous  introduirons  ces  nombres  au  lieu  des  lettres  dans  les 
substitutions.  Ainsi,  par  exemple,  la  transposition  des  lettres 
qui  occupent  les  rangs  i  et  2  sera  représentée  par  (i ,  2  ). 

D'après  ce  qui  précède,  la  transposition  de  deux  des'quatre 
dernières  lettres  de  Y  équivaut  à  la  transposition  des  deux  autres. 
On  peut  supposer  q'e  ces  deux  transpositions  équivalentes  soient  . 
(3,  4)®' (S,  6);  car  il  est  permis  de  changer  les  noms  des 
letlres'de  V.  On  aura  donc 

(3.  4)  =  (5,  6). 

Considérons  les  lettres  qui  occupent  les  rangs  2,  4i  ^y  6; 
la  transposition  de  deux  de  ces  quatre  lettres  sera  équiva- 
lente à  la  transposition  des  deux  autres.  Or ,  on  ne  peut 
avoir  (a,  4)  =  (5,  6),  car  il  en  résulterait  (2,  4)  =  (3  ,  4)> 
et  je  dis  que  cela  est  impossible.  En  effet ,  deux  transpositions 
qui  ont  une  lettre  commune  équivalent  à  une  permutation  cir- 
culaire de  trois  lettres  (dix-neuvième  leçon  )  ;  or  notre  fonction  V 
change  par  une  permutation  circulaire  de  trois  lettres,  elle  chan- 
gera donc  aussi  par  les  transpositions  simultanées  (2,  4)  ^^ 
(3,  4)9  ^^>  P^''  suite,  ces  transpositions  ne  peuvent  être  équi- 
valentes. On  a  donc  (2,  5)  =  (4»  6)  ^^  (^9  6)  =  (4?  ^)-  ^^ 
peut  supposer 

(2,  5)  =  (4,  6); 

car,  jusqu*ici,  rien  ne  distingue  Tune  de  Tautre  les  lettres  qui 
occupent  les  rangs  3  et  4  ou  5  et  6. 

Si  Ton  considère  ensuite  les  lettres  qui  occupent  les  rangs 
2,  3,  5,  6,  puis  celles  qui  occupent  les  rangs  2,  3,  4  9  6,  puis 
enfin  celles  qui  occupent  les  rangs  2 ,  3 ,  4  9  5 ,  et  qu'on  se  rap- 
pelle que  deux  transpositions  qui  ont  une  lettre  commune  ne 


i 
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peuvent  être  équivalentes ,  on  trouvera' 

(2,    6)=r(3,    5), 

(2,  4)  =  (3,  6), 

(2.  3)  =  (4,  5). 

D'où  il  suit  que  les  dix  transpositions  que  Ton  peut  faire  avec 
cinq  quelconques  des  six  letti^à  a,  b,e,  d,  c^  /,  sont  deux  à 
deux  équivalentes.  D'après  cela,  si  Ton  considère  les  quinze  trans- 
positions que  l'on  peut  faire  avec  les  six  lettres,  il  est  évident 
que  chacune  des  cinq  qui  contiennent  la  première  lettre  sera 
équivalente  à  deux  des  dix  autres,  et  comme  deux  transpositions 
qui  ont  une  lettre  commune  ne  peuvent  être  égales  j  on  aura 
nécessairement 

(i,  2)  =  (3,  4)==  (5,  6), 
(I,  3)  =  (2;  5)  =  (4,  6), 
(i,  4)  =  (2,  6)  =  (3,  5), 
(i,  5)  =  (2,  4)^(3,  6), 
(I,  6)=:  (2,   3)  =  (4,  5)^ 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée.  Je  dis  enfin  que  :     • 

On  peut  former  trois  substitutions  circulaires  de  quatrcy  de 
cinq  et  de  six  lettres  respectivement,  qui  laissent  la  fonction  V 
invariable. 

En  effet ,  on  voit ,  par  ce  qui  précède,  qu'il  est  impossible  que 
les  six  transpositions  que  Ton  peut  faire  avec  quatre  lettres 
seulement,  soient  deux  à  deux  équivalentes;  car  il  en  résul- 
terait l'égalité  impossible  de  deux  transpositions  ayant  une 
lettre  commune.  Donc,  à  cause  de  Thypothèse  admise 
(3,  4)  =  (5,6),  les  trois  arrangements  du  tableau  (A)  où  (B) 
qui  donnent  à  V  la  même  valeur  que 

abcdef^ 
sont 

abfecd^     abdcfe^     abefdc. 

On  conclut  de  là  que  la  fonction  V  est  invariable  par  la  substi- 
tution circulaire 

(3)  p645\ 

^    '  '6453; 
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La  fonction  V  étant  invariable  par  les  transpositions  simnlta- 
nées(3,  4)  ^M^9  6)9  o"^ 

faisant  encore  les  transpositions  équivalentes  {2.,  ^\{Zy&)j\i 
^ient 

=  ?(«>  c^e,  bf/jd)i 

donc  la  fonction  Y  nVst  pas  changée  par  la  substitution  circu»- 
laire 

//x  [^7  3,  5,  6,  4\ 

^^'  \3,  5,  6,  4,  ^)' 

Si  Ton  applique  la  substitution  (4)  à  la  fonction^ 

V  =  f  (fl,  b,  c,  d,  «,/), 
il  vient 

V  =  ?(«,  c,  e,  bff,  d); 

faisant  maintenant  la  substitution  (3),  il  vient 

V=  f  («,  c,d,/,  Cy  b)i 

faisant  enfin  les  transpositions  équivalentes  (i,  6  jet  (4,  5),  on 

obtient 

y  z=ff{by  <?,  d,  e,  /,  a): 

d^où  il  suit  que  la  fonction  Y  n*est  pas  changée  par  la  substitution 
circulaire 

/£x  (^9  2j  3,  4»  5>  6\ 

^    ^  U,  3,  4,  5,  6,   ij' 

On  voit  donc  que  les  fonctions  de  six.  lettres  qui  ont  6  y»- 
leurs  et  qui  ne  sont  pas  symétriques  par  rapport  à  cinq  lettre») 
restent  invariables  par  trois  substitutions  circulaires,  Tune  de 
quatre  lettres;  la  deuxième  de  cinq  lettres  et  la  troisième  de  six 
lettres  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Nous  pouvons  maintenant  conclure  la  composition  des  fonc- 
ions Y  que  nous  considérons.  En  effet,  il  est  évident  qu'on 
peut  passer  d'un  arrangement  des  six  lettres  a,  b^  c^  d,  e,  /y 
un  autre  arrangement  quelconque ,  en  exécutant  une  ou  plu- 
sieurs fois  sur  les  lettres  du  premier  arrangement,  une  ou 


^ 


,  6\       M,  5,  6\ 
.,  5;'     \5,  6,  4; 
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plusieurs  des  cinq  substitutions  circulaires , 

5,  6 

/3,  6,  4.  5\     /2,  3,  5,  6,  4\     /i,  2,  3,  4,  5,  6 
•  \6,  4,  5,  3^'  ^3,  5,  6,  4,  dy  \^,  3,  4,  5,  6,   ij' 

dont  les  deux  premières  seules  changent  nos  fonctions  Y.  II 
s'ensuit  que  toutes  ces  fonctions  changent  ou  restent  invariables 
par  les  mêmes  substitutions;  elles  sont  donc  semblables,  et,  par 
suite,  elles  peuvent  s'exprmler  rationnellement  en  fonction  de 
ruae  quelconque  d'entre  elles  et  de  fonctions  symétriques.  Il 
suffît,  d'après  cela ,  d'indiquer  la  formation  d*un  type. 

Formons  les  produits  deux  à  deux  des  six  lettres  a,  b,  Cj 
dy  €y  f  et  faisons  les  sommes  des  trois  produits  correspondants 
aux  transpositions  équivalentes  écrites  plus  haut.  On  aura  lés 
cinq  fonctions  suivantes  : 

ab  -^  cd  +  ef\ 
ac  4-  ô^  -f-  dfy 
ad  -H  bf  -h  ce , 

àe  -^^  bd-ir-  cf'^ 
af  ^  be  -^  de. 

Si  l'on  applique  à  ces  cinq  fonctions  Tune  quelconque  des  sùbsti- 
tutions  circulaires 

fabcdefX         /hcefd\        (c/de\ 
\  bcdefa  )  '      \cefdb  )  '      \/dec)  * 

on  voit  qu'elles  ne  font  que  s'échanger  les  unes  dans  lés  autres  : 
donc  leur  produit 

(^b-^4:d'^ef)(acH'be'^d/){ad'^h/'-hce){ae'hbd'\'c/){if/^hc-\^d^^ 

ne  changera  par  aucune  des  trois  substitutions  circulaires ,  et 
comme  il  n'est  pas  symétrique,  il  a  nécessairement  6  valeurs. 
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NOTE  IX. 


X^ I 

9U»    t'iÊQUATIOlf    =  O,     OIT   p    DÉSIGNE    UN    NOMBRE 

J?  — I 

PREMIER. 


Si  p  est  un  nombre  premier  et  que  a  soit  une  racine  primi- 
tive pour  ce  nombre  premier,  les  racines  de  Téquation 


^''-i 


X —  I 

peuvent  être  représentées  par 


o 


2  ï^— 2 

%Af    ■  »Aj       m  M/  .     .     ■     .     •  c4/  ■ 


De  cette  seule  propriété  des  racines  résulte,  comme  nous 
l'avons  vu  dans  la  vingt-septième  leçon ,  la  possibilité  de  ré- 
soudre algébriquement  Téquation.  La  méthode  que  M.  Gaussa 
fait  connaître  dans  ses  Disquisitiones  arithmetkœ^  pour  effectuer 
cette  résolution ,  s'appuie  sur  la  propriété  qu'a  l'équation 


x^  —  I 


X 


=  o 


d^étre  irréductible.  Cette  propriété  importante  est  utile  daus  un 
grand  nombre  de  questions  ;  nous  nous  proposons  de  l'établir 
ici^ 

Lemme  I.  —  Si  un  polynôme  X  à  coefficients  entiers  est  décom- 
posable  en  deux  facteurs  commensurahles  Xi  et  Xj,  de  manière 
que  Von  ait 

A.  — —   A-i  A.2  ^ 

tous  les  coefficients  des  polynômes  Xi  et  X^  seront  entiers,  ou,  s'ils 
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ne  le  sont  pas,  on  pourra  trouver  deux  entiers  m  et  n  tels  y  que 

tous  les  coefficients  des  polynômes  —  1^^  et  —  Xa  soient  entiers. 

n  m 

Supposons,  en  effet,  que  les  coefficients  des  polynômes  Xt  et 
Xs  ne  soient  pas  tous  entiers.  Réduisons  les  termes  de  chaque 
polynôme  au  même  dénominateur,  puis  désignons  par  D, ,  D2  les 
deux  dénominateurs  obtenus ,  et  par  a  un  nombre  premier  quel- 
conque ;  on  pourra  écrire   * 

Pi  a  OU  Psa  désignant,  dans  le  numérateur  de  X|  ou  X2,  la 
somme  des  termes  divisibles  par  a ,  tandis  que  Q,  ou  Q^  désigne 
la  sommé  des  termes  non  divisibles  par  a;  on  aura,  diaprés 

cela, 

P.  P. g^  -h  ( P. Q. 4-  P. Q.) g  +  Q.  Q.. 

• 

Supposons  maintenant  que  a  soit  Tun  des  facteurs  premiers 
de  D|  ;  X  étant  entier,  il  faut  que  Qi  Q2  soit  divisible  par  a;  cela 
exige  que  Tun  des  polynômes  Qi  et  Q2  se  réduise  à  zéro  ;  car^ 
autrement,  le  premier  terme  du  produit  Qi  Qj,  supposé  or- 
donné, serait  divisible  par  a,  ce  qui  est  impossible,  puisque 
aucun  des  termes  de  Qi  et  de  Q2  n'est  divisible  par  a.  D^ail- 
leurs  Qi  n'est  pas  nul ,  car  on  peut  admettre  que  la  fraction  qui 
représente  la  valeur  de  Xi  soit  réduite  à  sa  plus  simple  expres- 
sion ;  donc  il  faut  que  Qj  soit  nul.  * 

On  peut  conclure  de  là  que  si  les  fonctions  Xi  et  X2  ne  sont 
pas  entières  relativement  aux  coefficients,  et  qu'on  réduise  les 
termes  de  chacune  de  ces  fonctions  au  même  dénominateur, 
tout  facteur  premier  a  qui  se  trouve  au  dénominateur  de  l'une 
des  fonctions  se  trouve  au  numérateur  de  l'autre.  En  suppri- 
mant ce  facteur  a,  on  obtient  deux  nouvelles  fonctions  qui  ont 
encore  pour  produit  X,  et  auxquelles  on  peut  appliquer  le  même 
raisonnement;  et  ainsi  de  suite.  Il  résulte  évidemment  de  là 
qu'on  peut  trouver  deux  entiers  m  el  n  tels ,  que  tous  les  coef- 
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ficients  des  polynômes  —  X,  et  —  X^  soient  entiers .  et  la  fonc- 

/i  m 


tien  X,  qui  a  pour  valeur 


X    =^    X|    X     —  Xj  y 

'        n  m 


sera  décomposée  en  deux  facteurs  ayant  ponr  coeffictetits  àe$> 
nombres  entiers. 

Lemm K  II.  —  Si  dans  un  polynôme  X  de  degré  quelconque , 
le  terme  le  plus  életfé  en  x  a  pour  coefficient  V unité,  que  tous  les 
autres  coefficients  soient  des  entiers  divisibles  par  un  nombre 
premier  pf  et  enfin,  que  le  terme  indépendant  de  x  soit  égal 
à  "àzp  y  t équation 

X  =  o 
sera  irréducjtible. 

En  effet  y  si  cette  équation  n'est  pas  irréductible,  on  aura 

\  /*-»  /*/  \  ^'  ^«         7 

Ht,  i}s...  ^1 ,  ^2, ...  étant  des  coefficients  entiers  et  |x,  v  étant  des 
exposants  entiers  égaux  ou  supérieurs  à  i  dont  la  somme  p  +  v 
est  égale  au  degré  de  X.  Le  dernier  terme  de  X  étant  égal  à  ±/7  ^ 
on  a  a   b^z^^p'j  en  outre,  comme  p  est  premier ,  l'un  des 

nombres  «  ,  b^  doit  être  égal  à±  i  et  l'autre  à  ±/?  ;  nous  sup- 
poserons • 

«^=±1,      b^  =  ±p. 

On  a  identiquement ,  par  hypothèse , 

X^j?'*    "    (mod./^), 
ou 

^'*-h...-hfl  _x±i\{x'^.,,'^b^    x±p\^j[^'^'     (mod./?); 
on  peut  supprimer  le  terme  ±  p  dans  le  second  facteur  du 
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premier  membre ,  et  il  vient  alors 


5i9 


(' 


a       X 


ini    \x  -+-. 


V— 2  V— I        /  \  M.    j 


Le  terme   le  moins    élevé   en  x,  dans    le  premier  membre 
est  ±  ^  __i  x;  donc  il  faut  que  h  ^  soit  divisible  par  /?;  on  peut 

alors  supprimer  le  terme  b      x  dans  le  second  facteur  du  pre- 
mier membre  ;  il  vient  alors 

fa?'*-|-...-f-a^  xdti\  (x^-h-'^-hb       «M  SBBX^"*""     (mod.  p).. 

En  continuant  ce  raisonnement^  on  voit  que  tous  les  coef- 
ficients bi\  639...,  b    sont  divisibles  par/?,  et,  par  suite,  que 

Ton  a 

|ar^±fl,  ^'*""'  H-...  +  a       xdz  I  )  x"  ^x^'^!'      (mod.  p). 

Or  cela  est  impossible,  puisque  le  coefficient  de  x  dans  le  pre- 
mier membre  est  égal  à  di  i  ;  donc  Téqualion 


X  =  o 


est  irréductible. 

Thiéoaâme.  —  V  équation 


ar  —  I 


X 


=  0 


oùp  désigne  un  nombre  premier  y  est  irréductible. 

Posons  a;  =  2  +  i  ;  l'équation  que  nous  considérons  de- 
vient 

z 


=  o. 
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V 
ou 

I  .a  I  .a  '^ 

Cette  équation  en  s  est  irréductible,  d'après  le  lemme  qui 
précède;  donc  la  proposée  est  elle-même  irréductible. 

La  démonstration  que  nous  venons  de  donner  ne  suppose 
pas,  comme  on  voit,  la  connaissance  des  propriétés  des  racines 
de  l'équation  binôme;  elle  est  due  à  Eisenstein.  Les  deux 
lemmes  démontrés  plus  haut  suffisent  pour  établir  le  théorème 
plus  général  que  voici  : 

Si  p  est  un  nombre  premier  et  que  j*  soit  un  entier  quelconque, 
l'équation 

xP^—i 

X^  1 

est  irréductible. 

En  effet ,  posons  a?  =  z  + 1 ,  on  aura 

x^ ?szP-^j,  x^  ^z^  -4-1,...,^^  ^  z^  4- I  (mod.pjj 
d'oii 

m 

On  a  d'ailleurs ,  pour  x  =  i , 

donc,  d'après  le  lehime  II,  l'équation /(«  -+-i)  =  o  est  irré- 
ductible; par  suite,  la  proposée  /(x)  =  o  est  elle-même  irré- 
ductible. 

Remarque.  —  IV{.  Léopold  Kronecker  a  public,  dans  le 
tome  XXIX  du  Journal  de  M.  Crelle,  une  démonstration  très- 
élégante  pour  établir  rirréductibilité  de  Téquation 


.^'■-1 


.r 


=  o, 
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quand  p  est  un  nombre  premier.  J'ai  montré  depuis  [Journal  de 
Mathématiques  pures  et  appliquées  y  tome  XV)  que  le  raison- 
nement deM.'Kronecker  suflBt,  avec  quelques  modifications , 
pour  établir  l'irréductibilité  de  l'équation  plus  générale 


JC*^    —  I 
X  — I 


=  o. 


Dans  un  Mémoire  qui  n'est  pas  encore  publié,  M.  Kro- 
neckter  vient  de  prouver  généralement,  à  Taide  de  principes 
nouveaux ,  que  l'équation  binôme 


x'"  —  1  =  0 


devient  irréductible ,  quel  que  soit  m ,  quand  on  Ta  débarrassée 
de  ses  racines  non  primitives.  .    ^ 

J'avais  énoncé  ce  théorème ,  sans  le  démontrer,  dans  l'article 
jatiquel  je  viens  de  faire  allusion. 
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NOTE  X. 


xP  ^—  I 

SUR  UNE  VROPEIÉTl^  EEMAEQUABLK  DE  LA  FONCTION ?    OU   D 

X  —  I 

DÉSIGNE  UN  NOMBRE  PREMIER. 


Soit  p  un  nombre  premier,  et  posons 

X  =  =  a?/»-'  +  xP-^  + .  . .  -I-  a:  ^-  I .     . 

X  —  I 

Désignons  par  a  une  racine  primitive  pour  le  nombre  premier  y?» 
«t  par  r  une  racine  de  Téquation 

(i)  X  =  o; 

les  racines  de  l'équation  (i)  seront 


2  S  />~l 


et  Ton  aura 


p—  • 
ûiP-i^i     (mod./>)     et     r"       =r. 

Si  Ton  fait 

2  4  6  p—K 

j,  =  r*  +  r«  -h  r*»  -h .  .  .  -f-  r«        , 

3  5  P-~* 

/3  =  r«  +  ''«  4-r«-h.  ..  -4-r«        , 

les  quantités j^i  et/,  (vingt-sixième  leçon)  seront  les  racines 
d'une  équation  du  second  degré  à  coefficients  commensu- 
rables,  et  l'équation  (i)  se  décomposera  en  deux  autres,  chacune 

du  degré  ^- ?  et  dont  les  coefficients  seront  des  fonctions 

rationnelles  de  y  s  ou  de  yi.  Nous  nous  proposons,  dans  cette 
Note ,  d^étudier  les  détails  de  la  décomposition  dont  il  s*agi.t. 
Occupons- nous,  en  premier  lieu ,  de  former  féquation  en/; 
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q\n  a  pour  racines  /,  et /s-  Od  a  d'abord 

(2).  j,-hjj=-.i, 

car  j,  -+- ja  exprime  la  somme  de  toutes  les  racines  de  l'équa- 
tion (i).  Ensuite  y  comme  Xi  ety^  ne  changent  pas,  quand  on 

change  r  en  r"  ou  en  r"  ou  etc. ,  on  a 

le  signe  \^  s'étendant  à  toutes  les  racines  jc  de  Téquation  (1). 
Or  on  a 

le  signe  ^^  s'étendant  ici  à*  toutes  les  valeurs  i,  2,  3, . . . , 

?- des  entiers  metn;  si  donc  on  désigne  par  S  (f*)  la  somme 

des  puissances  {«■<""  des  racines  de  l'équation  (i) ,  on  aura 

le  signe  ^^  s'étend  à  toutes  les  valeurs  1,2,  3 , . . . ,  - — '■ —  des 


2 

2 


entiers  m  et  /i,  et  il  embrasse,  par  suite,  l^ )    termes. 

Comme  a  est  une  racine  primitive  de  /?,  on  a 

a  ^    +1^0     (mod. /?), 

et  il  ne  saurait  y  avoir  aucune  puissance  de  âf  d'un  degré  inférieur 

à congrue  à^ —  1  suivant  le  module/?.  D'après  cela,  si  p 

2 
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est  de  la  forme  4  <  +  i  »  la  somme 


ne  sera  divisible  par />  que  pour  les*  2 1  =^- systèmes  sui- 
vants de  valeurs  simultanées  de  m  et  n  : 

«I  =    I,  2,  3,...,      iy     i-hi,     i  +  2,...,     2/, 

/I=£-+-ï,    l-h2,     1-4-3,...,    2/,       I,  2,...,  /; 

si  y  au  contraire,  /?  est  de  la  forme  4  <  H-  3 ,  aucune  des  valeurs 
que  prend  la  somme 


a*est  divisible  par  p. 

Or  S  (fi)  est  égale  h  p  —  1  ou  à  —  i  (treizième  leçon)  suivant 
que  p  est  divisible  ou  non  divisible  par  p  ;  donc ,  si  /?  a  la 
forme  4'  +  ^>  ^^  quantité 

sera  égale  à 

si,  au  contraire,  /?  a  la  forme  4  <  +  3,  la  même  quantité  sera 
égale  à 

On  a  ainsi 

Des  équations  (2)  et (3),  on  tire 

(4)  j^y-i  — -7 


NOTE    X.  5q5 

D'après  cela,  Téquation  qui  a  pour  racines  y^,  ^ty-t  est 


(5)  r'H-r  +  -^— ^^-^=0, 


ou 


(aj-f-i)'  — /?(— i)  *    ==o. 
Considérons  maintenant  l'équation  qui  a  pour  racines  les 


2 


racines  de  l'équation  (i)  dont/,  désigne  la  somme.  Soit 


y—\  p—l  /»— 1 


(6) 

+  Ai  ^   *         -+...  =  o 

cette  équation.  D'après  ce  qui  a  été  dit  dans  la  vingt-sixième  le- 
çon, les  coefficients  As,  A3,  etc.,  peuvent  s^exprimer  par  des 
fonctions  rationnelles  de/,  ;  de  plus,  ces  fonctions  peuvent  être 
rendues  linéaires  (troisième  leçon),  puisque /i  est  racine  d'une 
équation  du  second  degré.  Ainsi  le  coefficient  Ak  aura  la  forme 

Ak  =  mk-hnkXty 

• 
nti  et  nk  étant  des  nombres  rationnels  ;  mais  il  est  aisé  de  prou- 
ver, en  outre,  que  ces  nombres  sont  entiers.  En  effet.  Ai  est, 

au  signe  près,  la  somme  des  produits  A  h  A  des'^- racines 

r"',  r** , . . .  ;  chacun  de  ces  produits  est  une  puissance  de  r,  el, 
par  suite ,  il  se  réduit  à  Tunité  ou  à  Tune  des  racines  de  l'équa- 
tion (i).  On  a  donc 

A*  rr  ao  -H  a,  r  +  aa  /^  -h  aj  r«'  -f-  a4  r«^  tH  .  .  .  -+-  a^-_i  r*'''~% 

ao,  a,,  etc.,  étant  des  nombres  entiers.  Cette  valeur  de  A*  ne 
changera  pas  si  l'on  change  r  en  r«%  et,  par  suite,  on  aura 


.2     .  -S     .  „i     .  _„A    .  .     ..,a 


A*  =  ao  -+-  a,  r«   -f-  «2  r«  -h  a3  r«  -h  a4  r«  -f- .  .  .  H-  a^_,  r 


p—i  '   • 
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Je  dis  que  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  r  sont  égaux 
dans  ces  deux  valeurs  de  A».  Supposons,  en  effet ,  que  cela  n^aît 
pas  lieu;  si  l'on  égale  les  deux  valeurs  de  A ^  et  qu'on  rabaisse 
les  exposants  de  r  au-dessous  de  /? ,  en  faisant  usage  de  l'équa- 
tion rP  =  1^  on  aura  une  éqnation  du  degré  p  —  i  en  r  qui  sera 
évidemment  satisfaite  par  r  =  i  ;  on  pourra  enlever  cette  ra- 
cine I  f  et  alors  on  voit  que  r  sera  une  racine  d^une  équation 
du  degré  p  —  2  à  cDeflGcients  commensurables,  ce  qui  est  im- 
possiUe,  puisque  l'équation  (i)  est  irréductible.  On  a  donc 

Si  =^  «9  ^  «I  =  •  •  •  ^  «f~a  j 

et,  par  suite, 

A*  :=  «,  -f-  a,  jTx  -+-  a.,  r^- 

Enfin,  chassant  /,  à  l'aide  de  l'équation  (2),  la  valeur  de  Ait 
prend  la  forme 

Ajt  =  //ïA-t-/i*ri> 

où  mit  et  ft|  désignent  des  nombres  entiers  po^tils  ou  négatif. 

Le  produit  des  racines  deTéquation  (6),  savoir  r***-*-***  -*— -♦^'*^' 

est  égal  à  I ,  en  exceptant  le  cas  de/?  =  3  ;  car,  a  étant  une  racine 

a^(aP~^  —1) 
primitive  de  /?,  l'exposant  a*  -H  a*  -I-...-I-  a''-'  =  — ^—^ '- 

est  divisible  par  /?;  on  a  donc 

A^  =  (-i)~. 

s. 

Comparons  maintenant  les  coefficients  kk  et  kk»  de  deux 

termes  également  4îstaBis  da»  extrêmes,  dans  X,  ;   on  a  la 

p  — ^  I 
relation  k  -\-  k'  =z  ^ entre  les  indices  k  et  ^'.  La  quantité 

^ — i)*Ajtest  une  somme  de  puissances  de  r,  et  la  somme  des 
inverses  des  mêmes  puissances  est  égale  à  ( — i)*'AiK;  car  lé 
produit  de  toutes  les  racines  de  l'équation  (6)  est  égal  à  i. 
Cela  posé ^  sip  = /^  i  -^lyles  suites 

r  ,    r      ,...,f  y 


/       y    r       ,  .  .  .  ,    /^ 
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restent  les  mêmes  quand  on  change  r  en  -  ;  donc  on  a ,  dans  ce 
cas , 

&  /?  =  4  '  -4-  3^  les  suites 

se  changent  Tune  en  Tantre  quand  on  change  /*  en  ~;  d'ailleurs  k 

et  k'  sont  de  parités  différentes  ;  donc  l'équation  A«=:  mi + ru  y^ 
entraîne  —  A*^  =  /n*-f-  w*  ^a=7  iw* —  wit(i  -+-Ji)>  et  l'on  », 
dans  ce  cas , 

Il  résulte  de  là  que  le  polynôme  X,  peut  se  mettre  sous  la 
forme  suivante^ 

X.  =  P-+-Q7., 

P  et  Q  étant  des  polynômes  à  coefficients  entiers  qui  ont  respec- 

,    p  —  I        p  —  3 
tivement  pour  degrés  ^ et  ^ •  £o  outre,  Q  est  un  jw- 

lynôme  divisible  par  x  dans  lequel  les  termes  également  dis- 
tants des  extrêmes  sont  égaux  et  de  même  signe  ;  le  polynôme  F 
jouit  de  cette  dernière  propriété  dans  le  cas  de  p  =  4  '  "^  '  ^u~ 
lement ,  et ,  par  suite ,  il  en  est  de  même  de  la  fonction  2  P  —  Q. 
Dans  le  cas  de  /?  =  4  '  ~H  3 ,  la  fonction  2  P  —  Q  a  cette  pro- 
priété, que  les  coefficients  des  termes  également  distants  des 
extrêmes  sont  égaux  et  de  signes  contraires.  En  effet,  les  coeffi- 

cients  de  x  ^         et  de  a^  dans  la  fonction  2  P  —  Q  sont  alors 

2:/if*  —  /r*     et     —  OLinit  -f-  rtk. 

Voici  un  moyen  très-simple  d^ obtenir  les  valeurs  des  coeffi- 
cients A) ,  Aj ,  etc . ,  de  X| .  Soit  \  l'un  des  nombres 

I,  2,  3,.    .  (>»--i), 


^ 
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et  h  un  exposant  entier,  tel  que 

h^seX     (mod. /?); 

désignons  enfin  par  S  la  somme  des  puissances  X'*"^'  des  racines 
de  réquation  Xi  :=  o,  on  aura 

A-»-2  k  -1-4  A-4-B—  I 

d*où  il  suit  que  S .  sera  égale  à  /i  si  A  est  pair,  c'est-à-dire  si  X 

est  résidu  quadratique  àep.  Au  contraire,  S .  sera  égal  à  7,  ou  à    , 

—  I  —  ^1  si  A  est  impair,  c*est-à-dire  si  X  est  non-résidu  qua- 
dratique de  p.  Connaissant  ainsi  les  sommes  de  puissances  sem- 
blables des  racines  de  réquation  (6) ,  on  calculera  les  coefficients 
Af ,  A),  etc.,  au  moyen  des  formules 

S,  —  r»  =  o , 

s,  — ^iS,  4-  2A2=o, 

S3  — J'iSa  -*-  2A2S,  -h  3  A3  =  O, 


On  pourra  exprimer  ainsi  A^  par  une  fonction  entière  de^i  qu'on 
pourra  ensuite  rendre  linéaire  au  moyen  de  l'équation  (5). 

Je  passe  maintenant  à  la  démonstration  d'un  théorème  remar- 
quable qui  est  l'objet  principal  de  cette  Note. 

Reprenons  l'équation 

X.=  P  4-Qr., 

que  nous  avons  trouvée  plus  haut;  en  changeant  y^  en  /,,  on 
aura 

x,=  P  +  Qr»; 

on  a  d'ailleurs  X  =  Xi  Xi ,  donc 

X  =  F  -+-  PQ  (r.  H-rO  +  Q' jf.  r»; 


j  ^  —  p  { —  0 

ou,  acausede  /,-{-/,=  —i,  7,72  = ^—^7 - 


2 


4X=(2P-Q)'-{-  .)''   ;,Q'. 
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Et   d'après    les   remarques   faites    prccédemment ,  on    a   ce 
théorème  : 

THio&iMB. —  p  étant  un  nombre  premier  et  X  désignant  le 
polynôme  xP^^  +  xP~'  -f- . . .  -4-  a:  -+- 1 , 0/2  aura  4  X  =  T*  — /?  Z' 

sip  =  4  '  -h  I,  ^^  4 ^  =  Y*  -+-  /?  Z'  j/ /?  =  4  «  4-  3.  Z  esty  dans 

p 3 

les  deux  cas,  un  polynôme  du  degré à  coefficients  entiers 

dans  lequel  les  termes  également  distants  des  extrêmes  ont  le 

même  coefficient;  Y  est  un  polynôme  du  degré  ^- à  coeffi- 

Ja 

cients  entiers  dont  les  termes  également  distants  des  extrêmes 
ont  des  coefficients  égaux  et  de  même  signe  ^  ou  égaux. et  de  signes 
contraires ,  suivant  que  /?=4«4-  ioa=4'"^3. 
.    Rema&que.  —  Le  nombre  3  échappe  à  notre  analyse ,  ainsi 
que  nous  en  avons  fait  plus  haut  la  remarque.  L'équation 

4  (^î  4-^-1-  i)  =  Y»-+-3Z» 
admet  toutefois  les  trois  solutions 

Y  =  7,x  +  i .     Z  =  I , 
Y=.r-|-2,       Z  =  X, 

Y  z=i  X  —  I,        Z=jc-hi; 

mais  les  polynômes  Y  et  Z  relatifs  à  Tune  quelconque  de  ces 
trois  solutions  ne  satisfont  pas  à  toutes  les  conditions  indiquées 
dans  l'énoncé  du  théorème  précédent. 

Considérons  maintenant  Téquation  indéterminée 

Y»±/>Z'=4X, 

où  l'on  prend  le  signe  4-  ou  le  signe  —  dans  le  premier  membre, 
suivant  que  le  nombre  premier  ;?  a  la  forme  4  <  +  3  ou  la  forme 
4 1  + 1  »  et  cherchons  si  cette  équation  peut  admettre  des  solu- 
tions entières  (Y,  Z)  différentes  de  la  solution  à  laquelle  nous 
avons  été  conduit,  et  que  nous  désignerons  par  (Yo,  Zq).  On 
aura 

(y  +  zv'±^)(y-zv/±^) 

=  (Yo  +  Zo  sj±p)  (Yo  -  Zo  sfSTp  )  ; 
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il  est  aisé  de  voir  que  les  deux  équations 

Y  -H  Z  sf±P  =  o,      Y.  4-  Z.  )/±p=  o, 

qui  sont  chacune  du  degré »  ont  les  nr>émes  racines  ou 

qu'elles  n'ont  aucune  racine  commune.  En  effet,  si  ces  équations 

^  p  — I 
avaient  n  racines  communes ,  n  étant  <^  >  on  pourrait 

former  une  équation  du  degré  n  qui  aurait  ces  n  racines,  et 
dont  les  coefficients  ne  contiendraient  que  la  seule  irrationnelle 

^dLp;  en  isolant  dans  un  membre  les  termes  affectés  de  V^db/> 
et  élevant  ensuite  au  carré,  on  obtiendrait  une  équation  du 
degré  an  k  coefficients  rationnels  et  dont  les  racines  appartien- 
draient à  réquation  X  =  o.  Or  cela  est  impossible,  puisque  cette 
dernière  équation  est  irréductible.  Il  suit  de  là  que  la  fonction 

Y-f-  Z  ^dzp  est  divisible  algébriquement  par  Tune  des  fonc- 
tions Yo  -f-  Z,  sj'àipj  Yo  —  Z,  y/ît  jo  ;  et  comme  on  peut  chan- 
|[er,  si  l'on  veut,  le  signe  de  Zq  ,  on  peut  admettre  que  les  fonc- 
tions 

Y  -4-  Z  sàzp        Y  — Z  sl±J> 

^         YoH-  Z,sl±p  '      Yo—  Z,\l^ 

sont  indépendantes  de  x.  Or,  pour  jrr=  o,  nous  avons  vu  que 
Ztf  est  nul;  par  suite,  Yo  se  réduit  à  ± 2.  Il  n'y  a  pas  d'excep- 
tion pour  le  cas  de/?  =  3,  car  on-pelit  prendre  alors 

\  0  ■^—  X  "T"  2     et     ^0  —  X , 
comme  nous  l'avons  vu  plus  liant.  D'à  près  cela  ,  on  aura 

Y-zv/±^  =  iziiLS'(Y„-z.v/±;;),  ■ 

t  et  n  désignant  les  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs,  aux- 
quels se  réduisent  Y  et  Z  pour  :f  =  o.  En  multipliant  les  équa- 


J 
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tions  précédentes  entre  elles >  il  vient 

Si  Ton  suppose  que  têtu  soient  des  entiers  quelconques  satis- 
faisant à  cette  équation  y  les  solutions  de  la  proposée  seront  toutes 
données  par  les  formules  précédentes ,  d^où  l'on  tire 


0 


_.       tY,±puZ,       „       «Y.-h^Z, 

I    =    : 9         L  =  ^ 

2  2 

Or  nous  avons  fait 

Y.  =  2P  — Q,     Zo  =  Q, 

P  et  Q  étant  des  polynômes  à  coefficients  entiers;  on  peut  donc 
écrire 


—  t  zn  DU                              t  —  u 
y=:/P+  =^^Q,     Z  =  aPH Q, 

2  2 

et  ces  valeurs  de  Y. et  Z  sont  entières;  car,  à  cause  de 

les  nombres  —  tdzpu  et  t  —  u  sont  divisibles  par  2. 

Supposons ,  en  premier  lieu ,  que  p  soit  de  la  forme  4  '  +  3; 
réquation 

/'  +  /;«*  =  4 

n'admet  que  la  solution 

^  =  db  2,     a  =  o, 

sauf  le  cas  de  /?  =  3.  Les  formules  écrites  plus  haut  donnent 

alors 

Y=:dz.Yo,     Z=:±:Zo; 

dans  le  cas  de  /?  =  3,  Téquation  en  /  et  u  admet  en  outre  la 

solution 

t  =  ±i,     tt  =  ±1. 

On  peut  conclure  de  là  que  Téquation  proposée 

Y'  +  ,.Z>=4X, 

où  /?  =  4'  +  3?  n'admet  que  la  seule  solution  (Y«,  Z„),  sauf  le 
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cas  de  /?  =  3  y  dans  lequel  Téquadon  admet  les  trois  solutions 

indiquées  plus  haut. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  p  soit  de  la  forme  4<  +  ^y 
réquation 

admet  une  infinité  de  solutions,  et,  par  conséquent,  réquation 
proposée 

Y»  — /?Z'  =  4X 

admettra  aussi  une  infinité  de  solutions  distinctes  qui  seront 
données  par  les  formules  écrites  plus  haut. 

Les  résultats  que  nous  venons  de  trouver  relativement  à  la 

fonction 9  peuvent  s*étendre  à  la  fonction  plus  générale 

X  '—  I 

^'  —  r' 

=-— >  qu^on  déduit  de  la   première  en  changeant  x  en 

X      y 

-  7  et  en  multipliant  ensuite  par  ^^'*.  On  peut  évidemment, 

y 

d*après  cela,  énoncer  le  théorème  suivant  : 

THéoaiME.  —  p  étant  un  nombre  premier,  on  peut  satisfaire 
à  réquation 

PZi  ^P  yP 

X  —  X 

en  prenant  pour  Y  et  Z  des  /onctions  entières  de  x  et  y.  En 
outre ,  cette  équation  a  une  infinité  de  solutions  si  p  =1  ^i  -\-\y 
elle  en  a  trois  si  p  =  3,  et  une  seule  si  p  est  un  nombre  premier 
4  «  -f-  3  plus  grand  que  3. 
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NOTE  XL 

SUR    LA    LOI    DR    RÉCIPROCITÉ     QUI    EXISTE    ENTRE     DEUX    NOMBRES 

PREMIERS   QUELCONQUES. 


Pour  donner  une  idée  de  Timportance  des  résultats  que  nous 
avons  obtenus  dans  la  Note  précédente ,  nous  allons  montrer 
comment  on  peut  en  déduire  la  loi  de  réciprocité  qui  existe 
entre  deux  nombres  premiers  quelconques  et  qui  a  été  décou- 
verte par  l'illustre  Legendre  [*).  On  connaît  aujourd'hui  un 
grand  nombre  de  démonstrations  de  cette  loi  de  réciprocité  ;  la 
plus  simple  est,  sans  contredit,  celle  que  Legendre  a  donnée, 
d'après  Jacobi,  dans  le  second  volume  de  sa  Théorie  des 
Nombres>y  et  que  nous  allons  reproduire  ici. 

On  sait ,  par  le  théorème  de  Fermât ,  que  si  N  est  un  entier 
quelconque ,  et  /?  un  nombre  premier  qui  ne  divise  pas  N ,  le 

nombre  N''"''  — -i  est  divisible  par/? ,-  or  ce  nombre  est  le  pro- 

p-t  p-i 

duit  des  deux  facteurs  N  '  —  i  et  N  '  -h  i  :  il  faut  donc  que 
l'un  de  ces  facteurs  soit  divisible  par  7:? ;  par  conséquent,  le  reste 

— ' 
de  la  division  de  N  '  par  p  sera  toujours  égal  à  -4-  i  ou  à  —  i  : 

Legendre  désigne  ce  reste  au  moyen  de  la  notation  (  — j  •  D'a- 
près ce  que  nous  avons  avons  vu  dans  la  vingt-quatrième  leçon , 

/N\ 
si  N  est  résidu  quadratique  de  p ,  on  a  I  —  j  =  -4-  1  ;  au  con- 

traire ,  si  N  est  non-résidu  quadratique,  on  a  (  —  j  =  —  i . 
Cela  posé,  la  loi  de  réciprocité  de  Legendre  consiste  en  ce 


(*)  Voir  la  Théorie  des  Nombres,  troisième  édition,  tome  I,  page  23o,  et 
tome  II ,  pages  57  et  391 . 
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que ,  si  7»  et  9  sont  deux  nombres  premiers  impairs  quelcon- 
que», ono  toujours 

Pour  démontrer  cette  égalité,  coDsidérons  l'équation 

=o, 

X—  I 

désignons  par  r  l'une  de  ses  racines  et  par  a  une  racine  primitive 
pour  le  nombre  premier  p  ;  posons 

j,  =  r  H-  r*'  H-  r«*  -H  . . .  -f-  '"•''"\ 
-^,  =  r«  -^-  r-*  -+-  r«*  +  . . .  +  ''"''"'; 

on  aura  (  voir  la  Note  précédente)       ^ 


/         îrl 


7a  =  —  --♦-  r  \/    K—  0     Z^' 
Si  donc  on  fait 

p  ::-  r  —  r"  -H  ?*    —  r«    +  •  .  •  +  '^  '^         ^ 

on  aura 


=  ^._;r»  =  ±Y(-' 


£-1 


Soit  maintenant  g  un  nombre  premier  impair  différent  de  p. 
Si  Von  élève  le  polynôme  P  à  la  puissance  g ,  le  résultat  contien- 
dra d'abord  les  puissances  g'^"  des  différents  termes  de  P , 
puis  d'autres  termes  dont  les  coefficients  sont  tous  divisibles 

par  ^  (*).  Si  Ton  désigne  par  çr  2|  A  r""  l'ensemble  de  ces  der- 


(*)  Voit  la  Tingt-cinquième  leçon  (page  357). 
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niers  termes  et  que  Ton  pose 

on  aura 

Pf  z=  Q -h  ^  2  A  r«. 

Il  convient  maintenant  de  distinguer  le  cas  de  1  -  j  = 

et  celui  de  (  -  )  =  —  i. 

°.  Soit  (  -  j  =  -f-  I.  Cela  veut  dire  que  q  est  racine  de  ia 


-H  i 


I 
congruence 


^1 


dont  les  racines  sont 


a%   /ï%   «*, . .    ,   rt'*   '; 


on  a  donc  nécessairement 

q^a^"     (mod./>), 

«  étant  un  entier  au  plus  égal  à •  Par  suite,  la  valeur  de 

Qest 

et,  en  rabaissant  les  exposants  de  a  au-dessous  de  p  —  i,  on  a 

évidemment 

Q  =  P. 

.  Soit  (  -  I  =  —  I .  Dans  ce  cas,  q  est  racine  de  la  con- 


gruence 


X  '^   -h  I  ^  o     (mod.  i))y 


laquelle  a  pour  racines 


1 
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On  a  donc 

^asa'"-*-»     (mod. /?), 

n  étant  un  entier.  Il  vient  alors 

et,  en  rabaissant  les  exposants  de  a  au-dessous  de  p —  i, 
on  a 

Donc  on  a ,  dans  tous  les  cas , 


et,  par  suite', 


ou 


Substituant  dans  le  premier  membre  la  valeur  de  P ,  il  se  ré- 
duit à 

quantité  qui  est  un  nombre  entier.  Quant  au  second  membre 
q  — ~ — ?  il  se  réduira  donc  aussi  à  un  nombre  entier;  la  même 

chose  peut  se  dire  de  son  carré.( —  i)  '   —  (  51^'^)  'ï^*'^"' 

suit  que  le  carré  de  \^Ar*  est  une  fonction  symétrique  et  entière 

xP  —  I 
des  racines  de  Tcquation =  o,  et,  par  suite ,  qu'il  a  pour 


NOTE    XI.  ,  537 

valeur  un  nombre  entier  ;  de  plus,  cet  entier  est  divisible  par  py 
puisqu'en  le  multipliant  par  ^  on  doit  obtenir  un  entier.  Il  ré- 


2^^ 


r'* 


suite  de  là  que  q  — - —  est  un  entier  dont  le  carré  est  divisible 
par  q  ;  donc  ce  nombre  est  lui-même  divisible  par  q  et  Ton  a 

2* 


r« 


=  M, 

jr 

M  étant  un  nombre  entier.  Par  conséquent , 


remarquant  que 


/?  '    =  (  -  I  -f-  un  multiple  de  7, 
et  supprimant  de  part  et  d'autre  les  multiples  de  q,  il  vient 


(f)<-' 


/>-«.?-' 

-'S^-' 


ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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NOTE  XIL 


SUA  LA  RESOLUTION  ALGEBaïQUB  DE  L  EQUATION  DU  NEUVIEME  DEGRE 
A  LAQUELLE  CONDUIT  LA  RECHERCHE  DES  POINTS  d'iNFLEXION 
DES  COURBES  DU  TROISIEME  DEGRÉ. 


M.  Otto  Hesse,  géomètre  émioent  de  Kœnigsberg,  a  publié  dans 
le  Journal  de  M.  Crelle  (tome  XXVIII»  page  68,  et  tome  XXXIV, 
page  191),  deux  Mémoires  remarquables  sur  la  détermination 
des  points  d'inflexion  des  courbes  du  troisième  degré.  Dans  son 
second  Mémoire,  M.  Hesse  a  démontré  généralement  que  : 

Les  points  d'inflexion  d*une  courbe  algébrique  du  degré  n 
sont  situés  sur  une  seconde  courbe  du  degré  3  [n  —  2),  et, 
par  suite ,  que  : 

Une  courbe  algébrique  du  degré  n  n  généralement  Zn  {n  —  2) 
points  d'inflexion ,  réels  ou  imaginaires. 

Dans  les  cas  particuliers,  quelques-uns  de  ces  points  d'in- 
flexion peuvent  être  situés  à  i*infini.  Lorsque  /i  =  3,  on  a  ce 
théorème  : 

Les  points  d'inflexion  d'une  courbe  du  troisième  degré  sont  si' 
Tués  sur  une  seconde  courbe  du  troisième  degré. 

Et  y  par  suite ,  la  recherche  des  points  d'inflexion  d'une  courbe 
du  troisième  degré  dépend  généralement  de  la  résolution  d'une 
équation  du  neuvième  degré  à  une  inconnue.  Or  il  esl  très-re- 
marquable que  cette  équation  du  neuvième  degré  soit  toujours 
résoluble  algébriquement,  et  qu'il  suffise,  pour  effectuer  cette 
résolution  y  de  résoudre  une  seule  équation  du  quatrième  degré 
et  plusieurs  équations  du  troisième  degré.  Cette  proposition  se  dé- 
duit facilement,  comme  nous  le  ferons  voir  plus  loin,  du  théorème 
de  M.  Hesse  énoncé  plus  haut ,  et  d'un  autre  théorème  démontré 
pour  la  première  fois  par  Maclaurin  dans  son  Essai  sur  les 
lignes  du  troisième  degré,  théorème  qui  consiste  en  ce  que  : 

La  droite  qui  Joint  deux  points  d'inflexion  d'une  courbe  du 
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troisième  degré ,  rencontre  la  courbe  en  un  troisième  point  d* in- 
flexion, 

La  démonstration  que  M.  Hesse  a  donnée  dans  son  second 
Mémoire  9  pour  établir  la  résolubilité  de  Téquation  du  neuvième 
degré  dont  il  s'agit,  suppose  également  le  théorème  de  Maclau- 
rin.  M.  Hesse  fait  voir  qu'il  existe  certaines  relations  entre  les 
racines  y  et  il  démontre  généralement  que  toute  équation  du 
neuvième  degré  dont  les  racines  ont  cette  même  propriété ,  est 
résoluble  par  radicaux.  L'analyse  de  M.  Hesse  est  assez  remar- 
quable pour  que  je  croie  devoir  la  reproduire  ici  : 

Sur  la  recherche  des  points  d* inflexion  des  courbes  algébriques. 

Soit  U  une  fonction  quelconque  entière  et  homogène  du 
f^ième  degré  de  deux  variables  jp  et  j;  U  =  o  sera  une  équa- 
tion quelconque  du   degré  n   si   Ton   prend    pour   inconnue 

X  , 

^j  et  celte  équation  aura  trois  racines  égales  si  Ton  peut  satis- 
faire en  même  temps  aux  trois  équations 

d\]  d^\] 

U  =  0,         ---=:0,  ---—=0. 

'        dx  '  dx^ 

Ces  équations  de  condition  sont  respectivement  des  degrés  n, 
n  —  I,  /i  —  2;  mais  on  peut  à  leur  place  prendre  trois  équa- 
tions du  même  degré  n  —  2.  Elles  peuvent  effectivement  s'écrire 
ainsi  (*)  : 

n  (n  —  i)  \      dx^  dxdy  dy^  J 

rfU  I        /    rf'U  ^'U 

X  -^r-T  +    r  -i — r  1  =  0, 


dx  n  —  I    \     dx"^  dxdy ^ 

d'V 


(*)  Gela  résulte  immédiatement  du  théorème  connu  dit  des  Jonctions 
homogènes.  Soit /"(or,  ^)  une  fonction  homogène  du  degré  /*;  en  multi- 
pliant  X  et j^  par  i  +  a  >  il  vient,  d'après  la  définition  des  fonctions  homo- 
gènes f 

/(jf-hajr,  ^-har)=(i-+-a)'*/(x,r). 
Développant  les  deux  membres  par  rapport  k  a  et  égalant  ensuite  les  coef- 


— L- 
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A  cause  de  la  troisième  équation,  la  deuxième  se  réduit  à 
=  o,  et  la  première  devient  ensuite  ■^— j-  =  o.  Donc 


iUdy  dy 

les  é(|  nations  de  condition  relatives  à  l'égalité  de  trois  racines 

de  l'équation  U  =  o ,  sont  les  suivantes ,  du  degré  n  —  2 

chacune , 

£/'U  €/»U  d^\} 

— —  1=  o  ,       — —  zrr  O  y  •  =:  O . 

dx^  dxdjr  djr* 

On  ferait  voir  de  même  que  généralement  les  équations  de  cob- 
dition  relatives  à  l'égalité  de  m  racines  de  l'équation  U  =:  o 
sont  les  suivantes  du  degré  n  —  m  +  i  , 

—z =  o,     -; — • =  o,  .  .  .    — ; — : =  O,    -; =0. 

^m-i  »    dx'^-^dy  '  dxdy'^-^         *  dy""-' 

Soit  maintenant  «  une  fonction  quelconque  entière  et  ho- 
mogène du  /î'*"^  degré,  de  trois  variables  .r,  j,  z.  Si  l'on  re- 

X        y 
présente  par  -  et  -  les  coordonnées  rectangulaires  ou  obliques 

d'un  point  variable ,  l'équation 

«  =  o 
représentera  une  courbe  quelconque  du  /i'*"*  degré  (*).  Une 
droite  quelconque  dont  l'équation  est 

z  =r  ax  +  ^^ , 

rencontre,  comme  on  sait,  la  courbe  en  n  points;  si  Ton  porte 
ficients  des  mêmes  puissances  de  a,  il  vient 

à^f  d^f  d^f 


X  y 
(*)  M.  Hesse  a  eu  le  premier  Tingénieuse  idée  de  représenter  par-»  - 

z    z 

X    X    z  . 
les  coordonnées  rectilignes  d'un  point  dans  un  plan,  et  par  -y  -)  -les 

coordonnées  dans  Tespacc.  De  cette  manière,  toutes  les  équations  sont 
homogènes.  On  se  fera  une  idée,  en  lisant  cette  Note,  des  avantages  con- 
sidérables que  présente  cette  notation  nouvelle. 
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la  valeur  de  z  tirée  de  Téquation  de  la  droite ,  dans  la  fonction 
u  y  celle-ci  devient  une  fonction  homogène  U  des  deux  variables 
X  ely^  et  les /i  racines  de  l'équation  U  =  o  ",  où  Ton  consi- 

dère  -  comme  l'inconnue,  sont  les  rapports  des  coordonnées 

des  points  où  la  droite  rencontre  la  courbe.  Mais  l'équation  de 
la  ligne  droite  contient  deux  constantes  a  et  h  qui  s'introdui- 
sent dans  l'équation  U  =  o;  on  peut  établir  entre  ces  constantes 
une  relation  telle,  que  deux  racines  de  l'équation  U  =  0  devien- 
nent égales  :  dans  ce  cas,  la  droite  devient  une  tangente  de  la 
courbe.  Et  si  l'on  donne  aux  constantes  a  ei  b  des  valeurs 
telles,  que  trois  racines  de  l'équation  U  :=  o  deviennent  égales, 
la  droite  devient  une  tangente  en  un  point  d'inflexion ,  lequel 
est  déterminé,  comme  on  l'a  vu  plus  haut,  par  les  trois  équa- 
tions 

é/'U  rf'U  d^H 

—■ —  =  0,         -; —  =0,        — — -  =  O. 

ax^  dx  dy  dy^ 

Mais,  comme  U  est  la  valeur  que  prend  u  pour  z  =  «.r  +  by^ 
si  l'on  fait ,  pour  abréger, 

d'^u  d^u  dUi 


dx'^^'        dy''"^'  dz^"^' 

d'^u  d^u  d^u 


dy  dz  dx  dz  dx  dy 

les  trois  équations  précédentes  pourront  s'écrire  comme  il  suit  : 

Ç  •+-  2«7i,  -+-a'Ç=o, 

Ç,  4- tf  Ç,  +  ^  >ji -+-  rt^ Ç  =  o , 

>3  4-2^>?,-4-^'Ç=0. 

Si  l'on  élimine  a  et  b  entre  ces  équations,  on  obtiendra  l'équa- 
tion d'une  courbe  qui  rencontre  la  proposée  aux  points  d'in- 
flexion. Pour  effectuer  cette  élimination,  résolvons  la  deuxième 
équation  par  rapport  à  âr ,  ce  ({ui  donne 


a  == 


et  portons  cette  valeur  de  a  dans  la  première  équation ,  nous 


\ 
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obtenons 

ou ,  en  ordonnant  par  rapport  à  b , 

Si  enfin  on  multiplie  la  dernière  des  trois  équations  que  nous 
considérons  par  Ci;  —  »i' ,  et  qu'on  en  retranche  ensuite  l'équa- 
tion que  nous  venons  de  former,  il  vient 

L'équation  p  =  o  est  celle  de  la  courbe  cherchée  qui  ren- 
contre la  proposée  a  =  o  aux  points  d'inflexion.  Cette  équa- 
tion est,  comme  on  voit,  du  degré  3  {«  —  2),  d'où  il  suit 
qu'une  courbe  du  /i'**"'  degré  a  généralement  3n{n  —  2)  points 
d'inflexion.  En  particulier,  une  courbe  du  troisième  degré  a 
neuf  points  d'inflexion. 

Sur  les  points  d'inflexion  des  courbes  du  troisième  degré. 

Nous  commencerons  par  établir  quelques  propositions  géné- 
rales relatives  aux  courbes  du  troisième  degré  sur  lesquelles 
nous  aurons  à  nous  appuyer. 

Remarquons  d'abord  que  le  système  formé  d'une  conique  et 
d'une  droite,  ou  le  système  de  trois  droites,  constitue  une  variété 
des  lignes  du  troisième  degré. 

Lemme  I.  —  Deux  courbes  du  troisième  degré  se  coupent  gé- 
néralement en  neuf  points. 

Cette  proposition  se  déduit  immédiatement  du  théorème  de 
Bezout  sur  le  degré  de  l'équation  finale  qui  résulte  de  l'élimina- 
tion d'une  inconnue  entre  deux  équations. 

Remarque,  —  Les  points  d'intersection  peuvent  être  réels  ou 
imaginaires. 

Lemme  IL  —  Neuf  points  sussent  en  général  pour  détermi- 
ner une  courbe  du  troisième  degré. 

Il  y  a  effectivement  dix  termes  dans  l'équation  générale  des 
courbes  du  troisième  degré.  Le  coefticient  de  l'un  de  ces  termes 
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peut  être  choisi  arbitrairement,  et  il  reste  alors  neuf  coefficients 
indéterminés  dont  on  peut  disposer  de  manière  à  assujettir  la 
courbe  à  passer  par  neuf  points  donnés.  On  obtient  ainsi  neuf 
équations  du  premier  degré  entre  les  coefficients  inconnus;  en 
général,  ces  équations  admettent  une  solution  unique  y  et,  par 
suite,  on  ne  peut  généralement  faire  passer  qu'une  seule  courbe 
du  troisième  degré  par  neuf  points  donnés  (*). 

Lehhe  III.  —  Toute  courbe  du  troisième  degré  qui  passe  par 
huit  des  neufs  points  d'intersection  de  deux  courbes  du  troisième 
degré  données ,  passe  également  par  le  neuvième  point  d'inter- 
section de  ces  deux  courbes. 

Soient  F  et  r,  les  deux  courbes  du  troisième  degré  données. 
Supposons  quW  se  propose  de  faire  passer  une.  courbe  du 
troisième  degré  par  les  neuf  points  d^intersection  des  courbes  F 
et  F|  ;  les  neuf  équations  linéaires  que  doivent  vérifier  les  coef- 
ficients de  l'équation  de  la  courbe  inconnue,  admettront  les 
deux  solutions  relatives  aux  courbes  F  et  F,  qui  satisfont  au 
problème;  donc  ces  neuf  équations  sont  indéterminées ,  et  Tune 
quelconque  d'entre  elles  est  comprise  dans  les  huit  autres.  Il  suit 
de  là  que ,  si  Ton  assujettit  une  courbe  du  troisième  degré  Fj 
à  passer  par  huit  des  points  communs  aux  courbes  F  et  F,  et 
que,  pour  achever  de  la  déterminer,  on  se  donne  une  nouvelle 
condition  arbitraire ,  la  courbe  F,  passera  nécessairement  par  le 
neuvième  point  d'intersection  des  courbes  F  et  Fi. 

CoblOllairb  I.  ^  Si  trois  des  neuf  points  d'intersection  de 
deux  courbes  du  troisième  degré  sont  en  ligne  droite ,  les  six 
autres  points  d'intersection  sont  situés  sur  une  conique. 

En  effet,  la  droite  qui  passe  par  les  trois  premiers  points 
d'intersection  des  courbes  données  F  et  F, ,  et  la  conique  qui 
passe  par  cinq  des  six  autres,  forment  une  ligne  du  troisième 


(*)M.  Chasles  a  publié  Tannée  dernière  de  "belles  recherches  sur  les 
courbes  du  troisième  et  du  qualrième  degré.  {Voir  les  Comptes  rendus  de 
l'Académie  des  Sciences,  tome  XXVI ,  page  g43,  et  tome  XXVII,  pages  273, 
437  et  472-.  )  M.  Chasles  fait  connaître  en  particulier  deux  méthodes  très- 
remarquables  pour  construire  la  courbe  du  troisième  degré  qui  passe  par 
neuf  points  donnés. 
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degré  qui  passe  par  le  neuvième  point  d'intersection  des  cour- 
bes r  et  r,  ;  donc  la  conique  passe  par  ce  neuvième  point ,  car 
une  courbe  du  troisième  degré  ne  peut  avoir  quatre  points  en 
ligne  droite. 

CoROXXAiRE  IL  -—  Si  six  des  neuf  points  d'intersection  de 
deux  courbes  du  troisième  degré  sont  situés  sur  une  conique  y 
les  trois  autres  points  d'intersection  sont  en  ligne  droite. 

En  effet,  la  conique  qui  passe  par  les  six  premiers  points 
d'intersection  et  la  droite  qui  passe  par  deux  des  trois  autres 
forment  une  ligne  du  troisième  degré  qui  passe  par  le  neuvième 
point  d'intersection;  donc  la  droite  passe  par  ce  neuvième 
point,  car  une  conique  ne  peut  avoir  plus  de  six  points  com- 
muns avec  une  courbe  du  troisième  degré.  (Théorème  de  Bezout 
sur  le  degré  de  Téquation  finale.  ) 

Corollaire  III.  —  Si  trois  des  neuf  points  d'intersection  ele 
deux  courbes  du  troisième  degré  sont  en  ligne  droite ,  et  que  trois 
des  six  autres  soient  aussi  en  ligne  droite  y  les  trois  derniers 
seront  pareillement  en  ligne  droite. 

Ce  corollaire  est  évidemment  un  cas  particulier  du  précédent. 

Remarque.  —  Les  propositions  que  nous  venons  d'établir 
conduisent  à  un  grand  nombre  de  conséquences  curieuses; 
mais ,  pour  ne  pas  trop  nous  écarter  de  notre  sujet ,  nous  nous 
bornerons  à  montrer  comment  on  en  déduit  immédiatement 
le  théorème  connu  de  Pascal  relatif  à  l'hexagone  inscrit  dans 
une  conique.  On  sait  que  ce  théorème  consiste  en  ce  que  : 

Si  un  hexagone  est  inscrit  dans  une  conique  y  les  points  de 
rencontre  des  côtés  opposés  sont  en  ligne  droite. 

En  effet,  soient  A,  B,  C,  D,  E,  F  les  sommets  de  l'hexa- 
gone; soient  M,  N,  P  les  points  d'intersection  des  côtés  AB 
et  DE,  BG  et  EF,  CD  et  FA.  Les  lignes  du  troisième  ordre  for- 
mées, l'une  des  droites  AB,  CD,  EF,  l'autre  des  droites  BC, 
DE,  FA,  se  coupent  aux  neuf  points  A,  B,  C,  D,  £,  F,  M, 
N,  P.  Or  les  six  premiers  points  sont  sur  une  conique;  donc, 
les  trois  autres  sont  en  ligne  droite;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Lemue  IV.  —  Si  uz=:  Oy  p  =  o  sont  les  équations  en  coor- 
données recti lignes  de  deux  courbes  du  troisième  degré  y  l'éqaa- 
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tion  générale  des  courbes  du  troisième  degré  qui  passent  par  les 
neuf  points  d'intersection  des  courbes  données  sera 

/■  désignant  une  constante  indéterminée.    " 

Soient  Ai,  A^,  A3 ^  A4,  As,  A^,  A,,  A»,  A^  les  poiûts  d'in- 
tersection réels  on  imaginaires  des  courbes  données.  Si  l'on  se 
propose  de  faire  passer  une  courbe  du  troisième  degré  par  ces 
neuf  points,  ou  aura^  comme  on  Ta  vu  plus  haut,  neuf  équa- 
tions linéaires  auxquelles  devront  satisfaire  les  coefficients  de 
Féquation  de  la  courbe  inconnue  et  parmi  lesquelles  huit  quel- 
conques entraînent  la  neuvième  ;  mais  je  dis  que  huit  de  ces  neuf 
équations  sont  distinctes.  Effectivement,  s*il  en  était  autrement , 
toute  courbe  du  troisième  degré  passant  par  sept  des  points 
donnés,  À,,  A,,  A,,  A4,  A&,  Ae  et  K-,  par  exemple^  passerait 
nécessairement  par  les  deux  autres  A»  et  A9  ;  il  est  aisé  de  dé* 
montrer  que  cela  n*est  pas.  En  effet,  considérons  les  trois 
points  A&,  Ae,  A7;  il  y  en  a  nécessairement  deux  qui  ne  sont 
en  ligne  droite  ni  avec  Ag  ni  avec  A9.  Supposons  que  Ae  et  A, 
soient  dans  ce  cas;  désignons  par  D  la  droite  qui  passe  par  ces 
deux  points,  et  par  G  la  conique  qui  passe  par  les  points  A, ,  A, , 
A3,  A4,  A5.  La  conique  C et  la  droite  D  forment  une  ligne  du 
troisième  degré  qui  passe  par  les  sept  points.  A 1 ,  A, ,  A3 ,  A4 ,  As , 
Ae  et  A,.  Or  je  dis  que  cette  ligne  <lu  troisième  degré  ne  peut 
passer  par  aucun  des  points  A^  et  A»  :  d'abord  la  droite  D  ne 
contient,  par  hypothèse,  aucun  de  ces  points;  la  conique  C 
ne  peut  les  contenir  tous  deux,  car  elle  aurait  sept  points 
communs  avec  y  ne  ligne  du  troisième  degré  ;  elle  ne  peut  non 
j^QS  contenir  l'un  xl'eux ,  car  l'autre  serait  alors  sur  la  droite  D 
(  lemme  III ,  corollaire  II) ,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

11  résulte  de  là  que  les  équations  linéaires  qui  ont  lieu  entre 
les  coefficients  de  la  courbe  du  troisième  degré  qui  passe  par 
les  neuf  points  A|,  Az,  etc. ,  donneront  les  valeurs  de  huit  des 
coefficients  inconnus  exprimées  en  fonction  linéaire  du  neuvième, 
et  que,  par  suite,  l'équation  générale  des  courbes  du  troisième 
degré ,  qin  passent  par  les  points  communs  aux  courbes  tt  =  o , 
p  =  o ,  ne  peut  contenir  qu'une  seule  arbitraire.  Or,  quelle  (Juc 

35 


546  noTz  XII. 

soit  la  coostaote  Â- ,  il  est  évident  que  la  courbe  représentée  par 

réquation 

Xk  4-  p  :=  O 

passe  par  les  points  commuas  aux  courbes  proposées;  donc 
cette  équation  est  la  plus  générale  possible. 

TsioaiiiK  I.  —  La  droite  qui  joint  deux  points  d'inflexion 
d'une  courbe  du  troisième  degré  rencontre  la  courbe  en  mn  troi- 
sième point  d'inflexion. 

Soient  A  et  A'  deux  points  d'inflexion  d*une  courbe  du  troi* 
sième  degré  r,  et  supposons  que  la  droite  AA'  rencontre  la 
courbe  r  au  troisième  point  A"  ;  je  dis  que  A"  est  un  point  d'in- 
flexion. ËD  effet 9  menons,  par  le  point  A^  une  sécante  quel- 
covique  qui  rencontre  de  nouveau  la  courbe  aux  points  B  et  C  ; 
par  le  |M)int  A%  une  seconde  sécante  quelconque  qui  rencontre 
de  nouveau  la  courbe  aux  points  B'  et  C  ;  joignons  BB'  et  C€', 
qui  rencontrent  de  nouveau  la  courbe  aux  points  B"  et  C"  res^- 
pectivement;  joignons  enfln  A''B''.  La  ligne  du  troisième  degré 
formée  des  trois  droites  ABC,  A'B'C  et  A'^B'"  passe  par  huit  des 
points  d'intersection  de  la  courbe  r  et  de  )a  ligne  du  troisième 
degré  formée  des  droites  AA'  A',  BB'  B'' ,  CC  C\  elle  passera  doBo 
par  k  neuvième  point  dHntersection  C".  Et  comme  une.  courbe 
du  troisième  degré  ne  peut  avoir  quatre  points  en  ligne  droite, 
il  faut  nécessairement  que  les  trois  points  A*\  B^,  C  soient  en 
ligne  droite.  Imaginotis  maintenant  que  les  sécantes  BC  et  BfC 
tournent  respectivemc'nt  autour  des  points  A  et  A'^  de  manière  à 
devenir  tangentes  à  la  courbe  ;  comme  A  et  A'  sont  deux  points 
d'inflexion,  les  points  B  et  C  se  confônclront  avec  A  à  la  limite  : 
pareillement,  B'  etC  se  confondront  avec  A'^  donc  les  droites 
BB'B"  et  CC'C"  coïncidemntavec  AA' A",  et,  par  suite,  les  trois 
points  d'intersection  de  la  courbe  avec  la  sécante  A"B''C"  se 
confondront  en  un  seul  A'',  qui  est  ainsi  un  pcônt  dlnflexion. 

BsnAaQUE.  —  Bien  que  ce  raisonnement  soit  géométrique,  il 
est  évident  qu'il  s'applique  au  cas  des  points  imaginaires  comme 
à  celui  des  points  réels. 

Théorème  II.  —  Le  no/fibre  des  droites  qui  passent  chacune 
par  trois  points  d'inflexion  d'une  courbe  du  troisième  degré,  est. 
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çgai  à  douze.  Ces  douze  droites  forment  quatre  systèmes  composée 
chacun  de  trois  droites,  et  (es  neuf  points  d* inflexion  de  lu  courbe 
sont  trois  à  trois  sur  les  trois  droites  de  chaque  système. 

Si  Ton  joint  par  des  droites  l'un  des  points  d*infiexion  de  là 
courbe  à  chacun  des  huit  autres,  il  est  évident  que  ces  huit 
droites  se  réduiront  à  quatre  distinctes  ^  puisque  la  droite ,  qui 
passe  par  deux  points  d'inflexion ,  passe  aussi  par  un  troisiètiie, 
et  que,  d'ailleurs,  cjuatre  points  d'inflexion  ne  sauraient  être  eti 
ligne  droite.  Donc,  parmi  les  droites  qui  joignent  tes  neuf  points 
d'inflexion,  trois  à  trois,  il  y  en  a  toujours  quatre  qui  paSàetit 
par  un  même  point.  En  en  comptant  quatre  pour  chaque  point 
d'inflexion ,  on  aura  4X9  ou  36  droites  ;  mais  alors  il  est 
clair  que  chaque  droite  se  trouve  prise  trois  fois,  et,  par  suite, 
que  ces  trente-six  droites  se  réduisent  à  douze  distinctes . 

Soient* 

Ai,   A2,    A3,    A4^    A5 ,    A$,    A7 ,    As  >    Ag 

les  neuf  points  d'inflexion.  On  peut  supposer  que  A,,  A^,  A^ 
soient  en  ligne  droite.  Parmi  les  douze  droites  que  nous  considé- 
rons, il  y  en  a  trois,  putre  la  droite  Ai  A2  A3,  qui  passent  par 
chacun  des  points  A, ,  A2,  A3  ;  il  y  a  donc  deux  droites  qui  ne 
passent  iii  par  A,^  ni  par  A2,  ni  par  A3.  D'après  cela,  on  peut 
supposer  que  A4 ,  A&,  Ae  sont  en  ligne  droite  ,  et  alors  A? ,  Ag ,  A» 
seront  aussi  en  ligne  droite,  puisque  les  neuf  points  sont  à  l'in- 
tersection de  deux  courbes  du  troisième  degré  (lemme  III, 
corollaire  III) .  Nous  avons  ainsi  un  premier  système  de  trois 
droites ,  savoir  : 

A|  A2  A3,      A4  A5  Ag,       A7  Ag  A9, 

qui  contiennent  trois  à  trois  les  neuf  points  d'inflexion.  La  droite 
Aa  A4  ne  peut  passer  par  l'un  des  points  A, ,  A3 ,  A5 ,  Ac ,  elle  passe 
donc  par  l'un  des  points  A? ,  Ag,  A^,,  et  comme  jusqu'ici  rien 
ne  distingue  ces  trois  points  les  uns  des  autres,  on  ))eut  sup- 
poser que  la  droite  A,  A4  passe  par  A,  ;  les  droites  A3  A&  et  A3  A^; 
ne  peuvent  toutes  deux  passer  par  A, ,  donc  l'une  d'elles  passe 
par  Fun  des  points  A»  et  A».  On  peut  évidemment  supposer  d'a- 
près cela  que  A3A5  passe  par  A,,  car  jusqu'ici  rien  ne  distingue 
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entre  eux  les  points  A&  et  As  ou  A.  et  A».  Alors,  d'après  ie 
lemme  III  (corol)aîre  III),  les  points  A| ,  Ag,  A»  sont  en  ligne 
droite.  On  a  ainsi  ce  deuxième  système  de  trois  droites  renfer- 
mant trois  à  trois  les  neuf  points  d'inflexion ,  savoir  : 

A3  A4  A7 1      A3  As  Ag  y      A|  A«  Aa» 

Maintenant,  il  est  évident  que  les  droites  A&A,,  AeA.,  A4  A, 
passent  respectivement  par  A| ,  A«  et  A3  ;  et  que  les  droites  Ag  A, , 
A(  As,  Al  As  passent  respectivement  par  A4 ,  A& ,  Ag.  On  a  donc 
ces  deux  derniers  systèmes  de  trois  droites  contenant  trois  à  trois 
les  neuf  points  d^inflexion ,  savoir  : 

ASA7A19      Afl  Ag  As,      A4  A 9  A3  y 

Ag  A|  A4  ^       Ag  Aj  A5  j       A7  A3  A|;. 

Rbmaeqijb.  —  Soit  OMN  le  triangle  formé  par  les  trois  droites 
deTun  des  quatre  systèmes  dont  on  vient  de  prouver  l'existence. 
Supposons,  par  exemple,  que  les  côtés  MIN,  NO  et  OM  contien- 
nent respectivement  les  points  Ai,  A3,  A.,;  A4,  A4,  Ag  et  A,,  Ag, 
A».  En  considérant  successivement  les  neuf  droites  qui  forment 
les  trois  derniers  systèmes  et  appliquant  à  chacune  de  ces  droites 
le  théorème  connu  (les  transversales ,  on  obtient  neuf  équations, 
d'où  l'on  déduit  en  particulier. 


])         VNA,;         VNA3/ 


On  conclut  de  là  immédiatement  que  les  neuf  points  d'inflexion 
d'une  courbe  du  troisième  degré  réelle  ne  peuvent  être  tous 
réels;  mais  il  est  aisé  de  voir,  en  outre,  que  parmi  ces  neuf 
points,  six  au  moins  sont  imaginaires.  En  effet,  considérons  un 
point  d'inflexion  imaginaire;  par  ce  point  passent  quatre  droites 
contenant  chacune  deux  autres  points  d'inflexion  :  or,  s'il  y 
avait  au  plus  quatre  points  d'inflexion  imaginaires,  l'une  des 
quatre  droites  dont  il  s'agit  contiendrait  nécessairement  deux 
points  dUnflexion  réels ,  ce  qui  est  impossible  ;  car  la  droite  qui 
passe  par  deux  points  réels  d'une  courbe  du  troisième  degré 
rencontre  de  nouveau  la  courbe  en  un  troisième  point  réel» 
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Od  voit  donc  qu'une  courbe  réelle  du  troisième  degré  ne  peut 
avoir  plus  de  trois  points  d'inflexion  réels ,  lesquels  sont  toujours 
en  ligne  droite,  d'après  le  théorème  I.  Je  dis,  en  outre,  qu'il  y 
a  effectivement  des  courbes  du  troisième  degré  qui  ont  trois 

points  d'inflexion  réels.  Par  exemple,  la  courbe  dont  (-9^1 

désignent  les  coordonnées  rectilignes  et  qui  a  pour  équation 


3^» -h  a» 


est  rencontrée  par  Taxe  des  abscisses  en  trois  points  d'inflexion 
réels. 

Théorème  III.  —  Les  coordonnées  rectilignes  de  chacun  des 
neuf  points  d* inflexion  d^une  courbe  du  troisième  degré,  sont 
toujours  exprimables  par  des  fonctions  algébriques  explicites  des 
coefficients  de  l 'équation  de  la  courbe. 

Soit 

(0  «  =  o 

l'équation  d'une  courbe  du  troisième  degré.  Les  neuf  points  d'in- 
flexion de  cette  courbe  sont ,  comme  on  Ta  vu ,  sur  une  seconde 
courbe  du  troisième  degré 

c=o, 

en  sorte  que  si  k  désigne  une  constante  indéterminée  (  lemme  IV  ), 
l'équation 

(2)  A:tt-4-  P=r  o 

représentera,  généralement  toutes  les  courbes  du  troisième  degré 
qui  passent  par  les  neuf  points  d'inflexion  de  la  proposée.  Or 
nous  avons  vu  qu'on  peut  faire  passer  par  ces  neuf  points  quatre 
lignes  du  troisième  degré  formées  chacune  de  trois  droites  ;  donc 
il  y  a  quatre  valeurs  de  A  pour  lesquelles  l'équation  (  2  )  se  dé- 
compose en  facteurs  linéaires.  Si  l'on  cherche  à  exprimer  que  la 
fonction  k  u  -{-  v  est  le  produit  de  trois  facteurs  linéaires,  on 
obtiendra  trois  équations  de  condition  qui  devront  se  réduire  à 
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une  seule,  et  celle-ci  sera  du  quatrième  cjegré  par  rapport  à  ^  (  ^  ) . 
Si  Ton  résout  cette  équation  du  quatrième  degré,  que  l'on  prenne 
pour  k  Tune  quelconque  de  ses  racines  et  qu'ensuite  on  résolve 
l'équation  (  a  )  par  rapport  à  Tune  des  coordonnées,  on  trouver^ 
nécessairement  que  les  trois  valeurs  de  celte  coordonnée  sont 
des  fonctions  linéaires  delà  deuxième  coordonnée.  La  décom- 
position de  réquation  (2)  en  facteurs  linéaires  étant  ainsi  effec* 
tuée,  on  aura  les  équations  de  trois  droites  contenant  chacune 
trois  des  neuf  points  d'inflexion  de  la  proposée,  et ,  pour  avoir 
les  coordonnées  de  ces  neuf  points ,  il  sufBra  d^  chercher  suc- 
cessivement les  solutions  communes  à  l'équation  (i)  et  à  l'équa- 
tion de  chacune  des  trois  droites,  ce  qui  exigera  seulement  la 
résolution  de  trois  équations  du  troisième  degré  à  une  inconnue. 

Il  s'ensuit  que  les  coordonnées  des  neuf  points  d'inflexion 
sont  exprimables  par  des  fonctions  algébriques  explicites  des 
coefficients  de  l'écpiation  proposée. 

C0ROLLAIILB.  —  L'équation  du  neuvième  degré  qui  a  pour  ra- 
cines les  abscisses  des  points  d'inflexion  d* une  courbe  du  troisième 
degré  y  est  toujours  résoluble  algébriquement. 

Propriété  de  l'équation  du  neuvième  degré  qui  a  pour  racines 
les  abscisses  des  points  (tir^exion  d'une  courbe  du  troisième 
degré. 

Soit 
(i)  «  =  o 

l'équation  d'une  courbe  du  troisième  degré  entre  les  coordonnées 

X         Y 

rectilignes  ~  et  ~  ;  nous  avons  vu  que  les  points  d'inflexion  de 

z      z 

cette  courbe  sont  sur  une  seconde  courbe  du  troisième  degré , 
(2)  v  =  o. 


(  *  )  Daos  un  beau  Mémoire  public  au  tome  XXXiX  du  Journal  de 
M.  Crelle,  M.  Aronhold  a  obtenu  effectivement  cette  équation  du  qua- 
trième degré  en  A,  sous  une  forme  bien  remarquable.  Car  les  coefficients 
s*expriment  par  deux  fonctions  seulement  des  coefficients  de  l'équation 
de  la  courbe  proposée. 
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Si  Ton  élimine  y  entre  les  équations  (i)  et  (2),  on  obtient  une 
équation 

(3)  (vz=o, 

homogène  par  rapport  à  x  et  s  et  du  neuvième  degré.  Cette 

équation,  dont  les  racines  -  représentent  les  abscisses  des  points 

z 

d'inflexion,  est  toujours  résoluble  algébriquement,  comme  nous 
ravonsvu  plus  haut.  Mais  il  existe ,  entre  les  racines  de  Féqua^- 
tion  (3),  des  relations  remarquables  que  nous  allons  faire  con- 
naître,  d'après  M.  Hesse ,  et  desquelles  ce  géomètre  a  déduit  la 
résolubilîté  par  radicaux  de  Téquation  (3). 

Y 

Remarquons  d^abord  que  la  valeur  de  ~  correspondante  à 

chaque  racine  -  de  Téquation  (3)  peut  s^exprimer  en  fonction 

z 

rationnelle  de  -  et  des  quantités  connues  de  Téquation  (i). 

Cela  résulte  immédiatement  de  la  méthode  que  nous  avons  ex- 
posée dans  la  quatrième  leçon  pour  la  résolution  de  deux 
équations  simultanées  à  deux  inconnues.  D'après  cela,  les 
coordonnées  de  chaque  point  d'inflexion  de  la  courbe  proposée 
doivent  satisfaire  à  une  même  équation  de  la  forme 

(4)  ^  f=F(i). 
où  F  désigne  uiie  fonction  rationnelle. 

Cela  posé,  désignons  par  ~>  ~  et  ~>  ~   les   coordonnées 

Z\       Z\  Z}       Z2 

de  deux  points  d'inflexion  de  la  courbe  (1);  la  droite  qui  passe 
par  ces  deux  points  aura  pour  équation 


X 

^^1 

r 

_r. 

z 

^'  — 

z 

z,. 

X 

J?2 

X 

r» 

z 

2» 

z 

z' 

JEn  désignant  par  —  X  ~  la  valeur  de  chacun  des  membres ,  il 

2| 


(6) 


55a  NOTE    XII. 

vient 

X 

"  («,  -H  \Zt)  =  X,  -h  ^JTj, 

on  peut  disposer  de  z  de  manière  que  l'on  ait  z  =  z,  -h  Xzj,  et 
Ton  voit  alors  que  notre  droite  pourra  être  représentée  par  les 
trois  équations  suivantes  ; 

(5)         x=:jr, -h>x>,     y:=ix,'^\jr^^     «  =  3, -hX»,. 

Au  moyen  de  ces  équations,  on  obtiendra  tous  les  points  de  la 
droite 9  en  donnant  à  \  toutes  les  valeurs  possibles.  Or,  d'après 
le  théorème  de  Maclaurin  démontré  plus  haut,  cette  droite  . 
coupe  la  courbe  (i)  en  tfn  troisième  point  d^inflexion;  pour 
avoir  la  valeur  de  \  qui  convient  à  ce  troisième  point ,  il  suffit 
de  porter  dans  l'équation  (i)  les  valeurs  de  x,  ^,  z  tirées  des 
équations  (5),  et  de  résoudre  ensuite  par  rapport  àX.  Par  cette 
substitution  il  vient 

W.  +  '[''(s),+-''(J)+''(£),] 

'•KI).*-(ï)-^S).]--f>.=°. 

les  indices  i  et  a  indiquant  que,  dans  les  expressions  qui  en 
sont  affectées,  on  doit  mettre  .ri  9  /i ,  Zi  ou  x^y  y^^z^k  la  place 
de  x,^,  ^.  En  effet,  il  résulte  immédiatement  de  la  formule  de 
Taylor,  qu'après  la  substitution ,  les  deux  premiers  termes  de  h 
sont 


(«).  -hA 


Ht)Mt)Mm 


et  il  est  évident  que  \e^  deux  derniers  termes  doivent  se  déduire 
de  ces  deux-ci ,  en  changeait  :f,,^„  ?,,  x,,  j,,  «2,  en  Xx,,  X^-,,  \  «j, 
III 

Si  Ton  supprime  les  termes  {ti)x  et  [11)2  qui  sont'  nuls,  réqua- 


I 
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tioD  (6) ,  divisée  par  ). ,  donne  la  valeur  suivante  de  >  : 

ldu\  fdii\  /du\ 

'    ^^'  '  /du\  /du\  /du\   ' 

qui  convient  au  troisième  point  d'inflexion.  Si  l'on  désigne  par 

-^9  ~  les  coordonnées  de  ce  point ,  et  qn*on  porte  la  valeur  de 

X,  que  nous  venons  de  trouver,  dans  les  équations  (5),  on 
.    aura 

''    ''[''(^).-*-^'(J).-^''(?À]-''^0.-^^'(J).-^''(s).] 

r,  ^  ^■["■(g).-^-"-(l).-^'-(5).]-^'h(S).-^^'(^).-^'-(|).] 

Considérons,  en  particulier,  la  première  de  ces  équations  :  le 
second  membre  ne  change  pas  quand  on  change  x^  Xu  Zi  en 
«3?9,  j^3,  Zij  et  réciproquement;  en  divisant  le  numérateur  et  le 
dénominateur  de  ce  second  membre  par  z]  z\ ,  il  prend  la 
forme 


/ 


/fi   -^    f?    ^\ 

\Zx  ^    Zt^    z/    Zi  ) 


f  désignant  une  fonction  rationnelle  qui  ne  change  pas  quand 
on  transpose  les  indices  i  et  2.  Or,  d'après  l'équation  (4)> 
on  SI 

F  désignant  une  fonction  rationnelle.  Donc  la  valeur  de  — 
peut  se  réduire  à  la  forme  suivante , 


2:i 


X\      x^  \ 
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0  désignant  une  fonction  rationnelle  et  symétrique  des  deux 
quantités  qu*elle  renferme.  Il  est  évident  que  l'équation  précé- 
dente ne  cessera  pas  d*étre  exacte  si  Ton  permute  les  indices 
I,  2,  3;  car  on  serait  arrivé  directement  aux  équations  qu'on 
obtient  par  ces  permutations ,  en  partant  du  premier  point  d'in- 
flexion et  du  troisième ,  ou  du  deuxième  et  du  troisième ,  au  lieu 

de  partir  du  premier  et  du  deuxième.  Donc  les  abscisses  -^  9 

-^9  -^  de  trois  points  d'inflexion  en  ligne  droite ,  satisfont  aux 
trois  relations 

OÙ  0,  nous  le  répétons,  migne  une  fonction  rationnelle  et  symé- 
trique. De  cette  propriété  résulte ,  comme  on  va  voir,  la  solubi- 
lité de  l'équation  (  3  ). 

Sur  la  résolution  algébrique  (Vune  classe  cT équations  du  neuvième 

degré. 
Soient 

(0  x(*)  =  o 

une  équation  du  neuvième  degré  et  0  une  fonction  ration- 
nelle et  symétrique  donnée  de  deux  variables.  Si  Péqua- 
tion  proposée  a  cette  propriété ,  que  deux  racines  quelconques 
x^  et  X    fournissent  une  troisième  racine  x^  ,  de   telle  sorte 

qu*on  ait  en  même  temps 

(2)    x^=:^(x^,  x^),  x;=ô(x^,x^),  x^z=z^i^x^,xy), 

cette  équation  sera  résoluble  algébriquement.  On  voit  que  Té- 
quation  qui  a  pour  racines  les  abscisses  des  points  d'inflexion 
d'une  courbe  du  troisième  degré  a  la  propriété  dont  il  s'agit  icj. 
Soient 

X,\   y    Xi  y     X^  ,     X\    ,    X^    ,     J!"(j  ,     X'f   ,     X^   y     X9 

les  neuf  racines  de   Tcquation  (i).  M.  Hesse  nomme  racines 
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conjuguées  trois  racines  de  Téquation  (i)  qui  satisfont  aux  i*e- 
lations  (2).  II  est  évident  que  chaque  racine  fait  partie  de  quatre 
combinaisons  de  trois  racines  conjuguées  ;  par  suite,  en  comptant 
quatre  combinaisons  pour  chaque  racine,  on  aurait  4  X  9  ou 
trente-six  combinaisons  ;  mais  chacune  de  ces  combinaisons  se 
trouvant  répétée  trois  fois,  on  voit  qu'il  n^y  a  que  douze  com- 
binaisons distinctes  de  racines  conjuguées.  En  raisonnant  comme 
nous  Tavons  fait  au  sujet  de  la  détermination  des  douze  droits 
qui  passent  chacune  par  trois  points  d'inflexion  d\ine  courbe 
du  troisième  degré,  on  verra  qu^on  peut  former  les  quatre 
groupes  suivants,  composés  t!e  trois  combinaisons  de  racines 
conjuguées  et  contenant  chacune  les  neuf  racines  : 

'V*     'w*      1*  'i^      'V*      1*  ^^     ni*     *w*     * 

^fe^     n^     ^0*  ^fe^      1^     ^t^  ^^     ^1^     ^t^     ^ 

\^)  \ 

•X>5  U,-)  •A'i  ,  U.g  U,^  lA.]  ,  •«>4  ««fy  U,^    j 

•ZTg  J?|  •1^4  ,  JTg  X2  *^b  >         •^7  *^Z  ^6  • 

Le  nombre  total  des  combinaisons  de  trois  racines  est  84  ;  il 
y  a  donc  soixante-^ouze  combinaisons  de  trois  racines  non 
conjuguées. 

Considérons  Fun  quelconque  des  quatre  groupes  (3),  et  dé- 
signons-le par 

X^  X\    X„  X^t  X\t    Xi  X^H   X^n  Xh 

On  peut  supposer  que  j?^  ,  x^,,  x^„  ne  soient  point  conju- 
guées, et,  par  suite,  on  pourra  les  considérer  comme  trois  ra- 
cines quelconques  non  conjuguées.  Alors,  comme  rien  ne  dis- 
tingue entre  eux  les  indices  X  et  f* ,  V  et  fx',  1"  et  pi",  on  aura  ces 
trois  combinailioiis  de  racines  conjuguées, 

^x'  ^x"  ^X   »      ^x"  ^K   ^X'^      *x   ^x'  ^A"' 

les  six  autres  combinaisons  de  racines  conjuguées  sont  alors  né- 
cessairement 

^y^x^^/f.^    ^x"  ^x  -^y»    ^x  ^x'^ii."* 

On  voit  que  les  neuf  racines  sont  exprimables  en  fonction  ra- 
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tionnelle  de  trois  racines  non  conjuguées  quelconques  x^^  x^*  ^ 
x^  «  ;  on  a  efTectivement 

(4)  {'x'  ='/»  'y  =«(^.-»*x)»  v  =  ®[®('x  »'x')'n'x"*xO]; 

Cela  posé  y  désignons  par  a  une  constante  indéterminée,  et 
formons  la  fonction  symétrique  suivante  de  trois  racines  coa-^ 
juguées  quelconques  «^  ,  x^ ,  x^  jy  troisième  degré  par  rap^ 
port  àa»  savoir: 

(5)  rx.;,^  =  («-"^x)  («-*;)  ("""^A*)^ 

quand  on  remplace  x^  ,  Xj^ ,  x  par  chacune  des  douze  combi- 
naisons (3) y  la  fonction  j^^^  ;      prend  ces  douze  valeurs  : 

Xi.  T»    I  >        T«#   «.     2»        .?^<.  »»  3 

Formons  ensuite  la  fonction  symétrique  suivante , 

qui  est  du  troisième  degré  par  rapport  à  l'indéterminée  6.  Soient 
^M  ^iy  ^f  ^4  1^  quatre  valeurs  que  prend  z  quand  on  y  met 
successivement  pour  j'^  Xu*  Xx'  /  /*'»  X»'  X"  m."  '**  quatre  groupes 
de  valeurs  (6).  Formons  enfin  l'équation  du  quatrième  degré 

(8)  a*  -4-  A,  2'  -+-  A,  3»  -h  AaZ  -f-  A4  =r  o, 

qui  a  pour  racines  2|  »  Ss  »  Z3,  24. 

Je  dis  que  les  coefficients  de  Téquation  (8)  sont  exprimable& 
rationnellement  en  fonction  des  quantités  connues  de  Téqua^ 


1 
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tion  (i)  et  de  la  fonction  0.  En  effet,  on  a 

(9)        j^x'  y/  =  («-^x'  ){^-^/)  («- V)' 

(  rx'  X"  /»"=(*"" ^x" )  («  —  ^x")  («  —  -^.a"); 

en  portant  ces  valeurs  dans  Téquation  (7)  et  se  servant  des 
équations  (4)»  on  aura  la  valeur  de  z  exprimée  en  fonction  ra- 
tionnelle de  trois  racines  non  conjuguées  x^  ,  x^, ,  x^„  ,  savoir  : 

(10)  z  =  4i(x^,  jr^,  ,  ar^«), 

et  cette  fonction  >p  sera  symétrique  par  rapport  à  x^  ,  x^, ,  x^  ; 
car  il  est  aisé  de  voir,  d'après  les  équations  (4  ]»  qu'en  permutant 
ces  trois  racines,  les  quantité  .Tx, ;, ^ >  J^x' ;>'' ^x»  ;." /*"  "^ 
font  que  se  changer  les  unes  dans  les  autres ,  ce  qui  ne  change 
pas  la  valeur  de  z. 

Élevons  le  second  membre  de  Téquation  (10)  à  une  puissance 
entière  quelconque  de  degré  m  ;  désignons  par 

J  +  K-i-^x'»"^/)" 

la  somme  des  termes  qu'on  déduit  de  4»  (x^  ^^,  x^^  y*  en  pre- 
nant successivement  pour  x^  x^  x^n  les  soixante-douze  combi- 


naisons  de  trois  racines  non  conjuguées;  par  ^  tp  (^^  -^x'  "^x"  )*" 

la  somme  des  termes  qu^on  déduit  de  ^  [x^  x^,  x^»  ^en  prenant 
successivement  pou  rx^  x^f  ^^»  les  douze  combinaisons  de  racines 

conjuguées;  enfin  par  V'  4*  (x^^  x^,  x^n  Y  la  sommede  tous  les 

termes  qu'on  déduit  do)'  (x^  x^,  J:^(r^'"  en  prenant  pour  x^^  x^,  x^n 
toutes  les  quatre-vingt-quatre  combinaisons  de  trois  racines. 
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« 

On  aura 

(n)      K     _ 

Le  second  membre  de  cette  équation  (lo)  estime  fonction  ration- 
nelle et  symétrique  de  toutes  les  racines ,  et  l'on  peut ,  par  consé- 
quent, l'exprimer  en  fonction  rationnelle  des  quantités  connues. 

Il  en  est  de  même  de  ^  i(  [x^  x^i  *^»)";  en  effet,  x^^  x^  x^„ 

étant  ici  des  racines  conjuguées ,  on  a 

•I  (x^  X,,  x^,y=-^  [x^  X,,  9  (x^  x^,  )]"• 

=  +  ['x'  'x'  »  (*x'  'x'  )  ]"  =  +  [*x'  *x'  «  (^x'  *x'  )J"  î 

d*où  il  suit  que  \|  ^p  '  x^  x  ^  x^n  Y*  ^t  égale  au  tiers  de  la  somme 

des  trente-six  valeurs  que  prend  >[/  [x^  x^,  B  (x^  x^,  ^^'"  quand 
on  prend  pour  x^^  x^  les  trente-six  combinaisons  de  deux  ra- 
cines. En  désignant  cette  somme  par  le  signe  \^,  on  a 

et  9  par  suite  y 

n 


(i3) 

■~3 


—  |2^'[^x   ^x'-^K   *x')]~' 


ce  qui  montre  que  V*  ^  (^^^  x^^/  o:^»  ^  est  une  fonction  ration- 
nelle et  symétrique  de  toutes  les  racines;  on  peut  donc 
Texprimer  en  fonction  rationnelle  des  quantités  connues. 
Si  maintenant  on  remarque  qu'aux  soixante-douze  combinai- 
sons de  racines  non  conjuguées,  répondent  seulement  quatre 
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valeurs  de  la  fonction  «*,  savoir,  z^?  z^^  z^t  2^  et  que  chacune 
de  ces  valeurs  revient  dix- huit  fois,  on  verra  que  l'on  a 

(.4)    <  4- <+»:+<= -^  21'' ^^x,,  *,,)-. 

En  donnant  au  nombre  m  les  valeurs  1 ,  2 ,  3 ,  4»  9^  obtiendra , 
par  réquation  (14)9  les  sommes  de  puissances  semblables  des  ra- 
cines de  l'équation  (8)  qui  sont  nécessaires  pour  calculer  les 
coefficients  A| ,  A3 ,  A3 ,  A4  ;  on  voit  que  ces  coefficients  se  trou- 
vent ainsi  exprimés  en  fonction  rationnelle  des  quantités  con- 
nues^ 

Voici  maintenant  comment  on  obtiendra  les  racines  de  Té- 
quation  (i).  On  cherchera  une  racine  quelconque  de  réquation(8). 
Cette  racine  sera,  d'après  ce  qui  précède,  une  fonction  entière 
et  du  troisième  degré  de  l'indéterminée  ê  ;  en  égalant  à  zéro  cette 
racine,  on  aura  une  équation  du  troisième  degré  en  6  dont  les 
racines  seront  les  trois  quantités  qui  forment  l'un  des  quatre 
groupes  (6).  £n  égalant  à  zéro  une  de  ces  nouvelles -racines,  on 
aura  une  équation  du  troisième  degré  par  rapport  à  l'indéter- 
minée a;  les  trois  valeurs  de  a  racines  de  cette  équation  seront 
trois  racines  conjuguées  de  l'équation  (i).  Pour  avoir  toutes  les 
racines  de  l'équation  (1),  il  suffit  de  traiter  de  la  même  ma- 
nière toutes  les  racines  de  l'équation  (8). 
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NOTE  XIII. 

SUK    LES  iQUATlORS   RESOLUBLES   ALdâBRIQUEMkNT. 


La  Note  qu'on  va  lire  renferme  la  traduction  textuelle  d'un 
Mémoire  que  M.  Léopold  Kronecker  vient  de  publier,  et  qui  a 
été  communiqué  par  M.  Lejeune-Dirichlet  à  la  classe  des  Sciences 
mathématiques  et  physiques  de  F  Académie  de  Berlin,  le  20  juin 
i853. 

«  Les  recherches  entreprises  jusqu^à  présent  sur  la  possibilité 
de  résoudre  les  équations  de  degré  premier,  et  particulière- 
ment celles  d*Abel  et  de  Galois  qui  ont  servi  de  point  de  dé- 
part à  tous  les  travaux  ultérieurs  sur  le  même  objet ,  ont  eu 
pour  principal  résultat  de  conduire  à  deux  critérium  à  l'aide 
desquels  00  pût  juger  si  une  équation  donnée  est  résoluble 
ou  non.  Mais ,  à  vrai  dire ,  ces  critérium  ne  fournissaient  pas  la 
moindre  lumière  sur  la  nature  même  des  équations  résolubles. 
On  ne  savait  même  pas  si ,  en  outre  des  équations  traitées  par 
Abel  dans  le  tome  IV  du  Journal  de  Crelle  (  *) ,  et  de  celles  qui  se 
ramènent  immédiatement  aux  équations  binômes,  on  ne  sa- 
vait pas,  dis- je,  s^il  existait  d^autres  équations  satisfaisant  aux 
conditions  données  de  résolubilité.  Encore  moins  savait- on 
former  de  pareilles  équations ,  et  dans  aucune  recherche  ma- 
thématique on  n^en  avait  rencontré.  Ajoutons  que  ces  deux 
théorèmes  bien  connus  d'Abel  et  de  Galois  sur  les  équations 
résolubles  étaient  plus  propres  à  en  cacher  la  vraie  nature  qu'à 
nous  la  découvrir,  ainsi  que  je  le  montrerai  plus  particulière- 
ment à  l'égard  de  l'un  de  ces  critérium.  Le  caractère  propre  des 
équations  résolubles  restait  donc  dans  une  sorte  d^obscurité,  et 
le  seul  travail  qui  jette  quelque  lumière  sur  ce  point,  savoir, 
une  Notice  d'Abel  sur  les  racines  des  équations  du  cinquième 

(  *  )  Voir  la  vingt-septième  leçon. 
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degré  à  coefficients  entiers ,  semble  avoir  été  peu  rémarqué , 
sans  doute  à  cause  de  son  objet  tout  spécial.  Mais  la  question 
ne  pouvait  être  complètement  éclaircie  que  par  la  solution  du 
problème  suivant  •  Trouver  toutes  les  équations  résolubles. 
Car,  une  fois  cette  solution  obtenue,  non-seulement  on  peut 
trouver  une  infinité  de  nouvelles  équations  résolubles,  mais  on 
a  en  quelque  sorte  devant  les  yeux  toutes  celles  qui  le  sont, 
et  à  Taide  de  là  forme  explicite  de  leurs  i*acines  on  peut  trouver 
et  démontrer  toutes  leurs  propriétés. 

»  A  ces  remarques  sur  le  but  et  sur  le  résultat  de  mes  recher- 
ches ,  je  dois  ajouter  que  pour  rendre  la  solution  possible  il 
fallait  encore  transformer  complètement  le  problème  qui  vient 
d'être  posé.  La  manière  de  formuler  la  question  est,  en  effet, 
de  la  plus  grande  importance,  et  de  peur  que  la  brièveté  ne 
nuise  à  la  clarté,  je  m'étendrai  un  peu  sur  ce  point. 

»  Abel ,  dans  un  Mémoire  dont  nous  ne  possédons  que  des 
fragments  (tome  II,  Œuvres  complètes,  n**  XV),  s'est  proposé» 
entre  autres  problèmes,  celui-ci  :  Trouver  (expression  algé- 
brique la  plus  générale  qui  puisse  satisfaire  à  une  équation 
algébrique  d'un  degré  donné.  Si  Ton  ajoute  à  cet  énoncé  ce  qui 
est  nécessaire  pour  rendre  la  question  déterminée,  il  comprend 
tous  les  problèmes  qu'on  peut  se  proposer  sur  la  résolution  des 
équations,  et  il  est  le  plus  général  qu'on  doive  substituer  à  ce 
problème  impossible  :  Exprimer  en  /onction  algébrique  des 
coefficients  la  racine  d'une  équation  de  degré  quelconque.  Mais , 
ainsi  qu'on  vient  de  le  dire,  il  fallait  rendre  la  question  déter- 
minée en  précisant  la  manière  dont  l'expression  cherchée  doit 
dépendre  des  coefficients  de  l'équation  :  il  convient  donc  de  la 
poser  comme  il  suit  : 

»  Trouver  la  fonction  la  plus  générale  de  quantités  données 
quelconques  A  ,  B ,  C,  etc.,  qui  satisfasse  à  une  équation  d*un 
degré  donné  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles 
de  ces  quantités, 

»  Observons  qu'on  doit  supposer  ici  l'équation  irréductible 
relativement  à  A,  B,  C,  etc.,  c'est-à-dire  que  A,  B,  C,  etc., 
restant   quelconques,   l'équation  ne  doit  pas  pouvoir  se  dé- 
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comppser  en  facteurs  d*un  degré  moindre  dont  les  coefficients 
soient  des  fonctions  rationnelles  de  A,  B,  G,  etc.  Cela  posé,  le 
problème  précédent  peut  s'énoncer  de  cette  manière  : 

»  Étant  donné  un  nombre  entier  n,  trouver  la /onction  algé- 
brique  la  plus  générale  de  A,  B,  C,  etc. ,  telle  que ,  parmi  les 
expressions  qu'on  en  déduit  en  attribuant  aux  radicaux  leurs 
diverses  valeurs,  il  y  en  ait  n  dont  les  fonctions  symétriques  soient 
rationnelles  r/i  A ,  B^  C>  etc, 

»  Ce  nombre  n  est  aussi  le  degré  de  Péquation  qui  a  pour 
racines  les  n  expressions  dont  on  vient  de  parler  :  dans  le  cas 
où  il  est  premier,  Abel,  dans  le  Mémoire  cité,  est  parvenu  à 
donner  les  deux  formes  suivantes  aux  expressions  algébriques 
cherchées.  La  première  est 

(0  p,-ys'l'+Ms).s~^-i-...-\-f  _{s)s     Z' 

f*.         I 

(tome  n  des  Œuvres  complètes^  page  2o4)>  où  p  désigne  le 
degré  supposé  premier  de  Téquation ,  /?«  une  fonction  ration- 
nelle de  A,  B,  C,  etc.  ,  5  une  fonction  algébrique  des  mêmes 
quantités,  cifk  [s)  une  fonction  rationnelle  de  ^  et  de  A,  B, 
C,  etc.  La  seconde  forme,  qu*ou  trouve  à  la  page  190  du  même 
volume,  es<t 

Il  I 

(2)    ■  y..  +  R':-hR:-h...R^^,, 

où /7«  est  une  fonction  rationnelle  de  A ,  B,  C,  etc.^^  et  où 
Ri,  R2,  etc.,  sont  les  racines  d'une  équation  du  degré  pt —  i 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  de  A,  B, 
C ,  etc.  M.  Malmsten  a  donné  de  ces  deux  formes  une  démons- 
tration étendue  (tome  XXXIV  du  Journal  de  Crelle),  mais 
qui  aurait  besoin ,  si  je  ne  me  trompe  ,  d*être  complétée  dans 
quelques-unes  de  ses  parties. 

»  Il  est  bien  vrai  que  toute  fonction  algébrique,  satisfaisant  au 
problème  proposé ,  doit  pouvoir  se  mettre  sous  ces  deux  formes; 
mais  ces  formes  sont  encore  trop  générales ,  c'est-à-dire  qu'elles 
renferment  des  fonctions  algébriques  qui  ne  répondent  pas  à  la 
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quesiion.  Je  les  ai  donc  étudicies  de  plus  près^  et  j'ai  trouvé 
d'abord  que  parmi  les  fonctions  renfermées  dans  la  forme  (  à  ), 
celles  qui  satisfont  au  problème  proposé  doivent  avoir  la  pro* 
priété  non-seulement  que  les  fonctions  symétriques  de  R, , 
Rs,  etc.,  soient  rationnelles  en  A,  B,  C,  etc.  (ce  qù'Abel  a 
remarqué),  mais  aussi  que  les  fonctions  cycliques  des  quantités 
Ri ,  Ray  etc.,  prises  dans  un  certain  ordre ^  soient  également  ra- 
tionnelles en  A,  B,  C,  etc.  :  en  d'autres  termes,  Véquation  de 
degré  \L  —  \y  dont  Ri,  R^,  etc*y  sont  les  racines,  doit  être  une 
équation  ûbélicnne.  J'entendrai  toujours  ici  par  équations  abé- 
Hennés  cette  classe,  particulière  d'équations  résolubles  qu'Abel  a 
considérées  dans  le  Mémoire  XI  dii  premier  volume  des  QEiu^es 
complètes ,  et  dont  je  supposerai  les  coefficients  fonctions  ratioh- 
nelles  de  A,  B,  C,  etc.  En  désignant  par  x, ,  x.^,. . .,  ^^  clés 
racines  prises  dans  un  ordre  déterminé ,  ces  équations  peuvent 
être  définies  soit  en  disant  que  les  fonctions  cycliques  des  racines 
sont  rationnelles  en  A ,  B,  G ,  etc.  (*),  soit  en  disant  qu'on  a  les 
relations 

X2  =  e(Xt),      ,r3  =  e(x2),  .  .  .  ,      x„  =  e(jr«_,),     x,  =  G(x„), 

oii  ^{x)  est  une  fonction  entière  de  x  dont  les  coefficients  sont 
rationnels  en  A  j  B ,  C ,  etc.  Nous  reviendrons  tout  à  l'heure  sur 
ces  équations  dont  la  considération  est  du  plus  haut  intérêt  au 
point  de  vue  de  l'analyse  et  de  la  théorie  des  nombres,  et  aussi, 
comme  on  le  voit,  au  point  de  vue  de  l'algèbre  proprement 
dite. 

•  Un  nouvel  examen  des  formes  (i]  et  (  2  )  fournit  encore  une 
détermination  plus  précise  des  quantités  R  qui  figurent  dans  la 
seconde.  On  doit  avoir,  en  effet. 


(*)  On  nomme  fonction  cyclique  de  n  quantités  r, ,  r,, . . . ,  r^ ,  l'ex- 
pression 


(a:, , -ha  X, -ha*  jr, -+-...-+- a"    '•',')"» 


où  a  est  racine  de  a"  =  i . 


36. 
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OÙ  r^ ,  '"x  4.1  >  ®^^'  9  ^^^^  ^^  f*  —  ^  racines  d'une  équation  abélienne 
quelconque  du  degré  fA  —  i ,  c'est-à-dire  où  les  fonctions  symé- 
triques et  les  fonctions  cycliques  des  quantités  r  (prises  dans 
Tordre  des  indices)  sont  rationnelles  en  A,  B,  C,  etc.,  où ,  de 
plus  y  P  (  r)  est  une  fonction  rationnelle  de  r  et  de  A ,  B,  C ,  etc. , 
et  où  enfin  y^  désigne  le  plus  petit  reste  positif  de  g^  suivant  le 
module  fA ,  g  étant  une  racine  primitive  4e  fx.  Si  Ton  substitœ 
cette  valeur  de  Rx  dans  l'expression  (2),  on  obtient  une  forme 
qui  non-seulement  renferme  toutes  les  expressions  satisfaisant 
au  problème,  mais  (ce  qui  est  ici  le  plus  essentiel)  n*en  renferme 
pas  d'autres.  En  d'autres  termes ,  la  forme  ainsi  obtenue  vérifie 
identiquement  une  équation  du  degré  pi  dont  les  coefGcients  sont 
des  fonctions  rationnelles  de  A,  B,  G,  etc.  Les  autres  racines 
s'obtiennent  par  la  combinaison  des  diverses  valeurs  des  radi- 
caux p'****  dans  la  forme  (  2  ),  de  façon  que  la  m'''^  racine  z^  est 
donnée  par  la  formule 


III  I 


(4)z«=/?o4-W"R7-f-w^'»R';4-wff  ""RT+.-.  +  w^       ""R       , 

u  désignant  une  racine  fi'^'"'  imaginaire  de  l'unité,  et  les  quan- 
tités R  étant  déterminées  par  la  formule  (3). 

»  Delà,  il  suit  d'abord  que,  tandis  que  les  fonctions  symé- 
triques des  quantités  z  sont  rationnelles  en  A,  B,  G,  etc. ,  les 
fonctions  cycliques  des  mêmes  quantités  prises  dans  l'ordre  des 
indices  sont  des  fonctions  rationnelles  de  A,  B,  G,  etc.,  de 
r, ,  r,,  etc.,  et  de  &».  On  voit  par  là  que  :  toute  équation 
résoluble  algébriquement  d'un  degré  premier  ^i.  est  une  équation 
abélienne,  quand  on  regarde  comme  connue  une  quantité  p,  qui 
elle-même  est  racine  d'une  équation  abélienne  du  degré  ^  —  i , 
ou  bien  encore  que  les  p,  racines  d'une  équation  résoluble  sont 
toujours  liées  entre  elles  de  façon  que  l'on  ait 

2a=/(*i>P»)>       Z3  =^/(z2,  p.),.  .  .,    2|  =/(2f/Ji,   Pi), 

OÙ  f[z^  p,)  désigne  une  fonction  rationnelle  de  z,  de  p,  et  de 
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A,  B,  C ,  ctc,  (  *),  et  où  pi  est  la  racine  d'une  équation  abélienne 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  de  A ,  B , 
€ ,  etc.  Cette  relation  entre  les  racines  de  toute  équation  réso- 
luble est  d'ailleurs  la  vraie  source  de  la  propriété  assignée  par 
Abel  et  Galois  comme  le  caractère  spécial  des  équations  résolu- 
bles d*un  degré  premier,  savoir  :  que  ehaque  racine  doit  être 
une  fonction  rationnelle  de  deux  autres.  Parmi  les  consé* 
quences  intéressantes  qui  découlent  des  résultats  précédents,  je 
me  bornerai  à  une  «eule  :  c'est  que  la  quantité  r^ ,  en  tant  que 
racine  d'une  équation  abélienne  du  degré  |x  —  i,  ne  contenant 
que  des  radicaux  dont  les  indices  sont  diviseurs  de  it  —  i ,  ou 
pouvant  être  ramenée  à  n'en  contenir  que  de  tels,  la  racine 
elle-même  de  toute  équation  résoluble  pourra  s'exprimer  par 
l«s  radicaux  dont  on  vient  de  parler  et  par  des  radicaux 
d'indice  fi.  Abel  (autant  que  je  le  sache)  n'a  fait  cette  impor- 
tante remarque  que  pour  ^  =  5  et ,  pour  ce  cas ,  il  a  donné  la 
forme  la  plus  générale  de  la  racine  d'une  équation  résoluble 
(tome  II  des  Œuvres  complètes j  page  a53).  Mais  il  faut  observer 
qu'il  s'est  borné ,  dans  cette  recherche ,  aux  équations  dont  les 
coefficients  sont  des  nombres  entiers. 

»  Le  problème  primitif  est  maintenait  ramené ,  en  vertu  de 
Féquation  (3) ,  à  trouver  la  forme  la  plus  générale  de  la  quantité 
ou,  pour  mieux  dire,  de  l'expression  r,.  D'après  ce  qu'on  a 
établi  ci-desâus  au  sujet  de  r, ,  /-j,  etc. ,  ce  second  problème  peut 


•s'énoncer  ainsi  : 


»  Le  nombre  n  étant  donné ,  troui>er  la  forme  la  plus  générale 
d'une  fonction  algébrique  de  AjB,  C,  etc.,  telle  que,  parmi  les 
diverses  expressions  qui  résultent  de  la  combinaison  des  valeurs 
des  radicaux  dans  cette  fonction  ,  ii  jr  en  ait  n  dont  les  fonctions 
symétriques  et  cycliques  [celles-ci  étant  relatives  à  un  ordre  dé- 
terminé des  n  exj>ressions)  soient  rationnelles  en  A ^  B,  G,  etc. 


{*)  J'ai  fait  dans  ce  passage  quelques  corrections  qui  m'ont  été  indi- 
quées par  M.  Kronecker  lui-même.  La  quantité  que  nous  représentons  ici 
par  pi  se  trouve  désignée,  à  tort,  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie 
4es  Sciences  de  Berlin,  par  la  lettre /'i.  Cette  nouvelle  racine  p^  dépend 
de  la  racine  t\  d'une  manière  très-simple;  toutefois  ces  deux  quantités 
sont  différentes  entre  elles. 
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»  Et  Ton  voit  que  ce  second  problème ,  énoncé  en  gros  pour 
ainsi  dire,  revient  h  trouver  toutes  les  équations  abéliennes^ 
comme  le  problème  primitif  consistait,  en  quelque  sorte,  à 
trouver  toutes  les  équations  résolubles» 

»  En  traitant  ce  second  problème ,  on  se  trouve  ramené  à  dis- 
tinguer les  cas  où  n  est  un  nombre  premier,  ou  une  puissance 
de  nombre  premier,  ou  un  nombre  composé  quelconque  :  maiii 
ce  dernier  cas  se  ramèpe  aux  deux  autres  ;  car  la  solution  du 
problème  pour  un  nombre  composé  n  s'obtient  dès  qu'on  Tji 
résolu  pour  les  cas  où  le  degré  de  Téquation  abélienne  est  une 
des  puissances  de  nombre  premier  contenues  dans  /i.  D'ailleurs, 
à  part  quelques  complications,  le  problème  n'offre  pas  plus  de 
difficultés  pour  une  puissance  de  nombre  premier  que  pour  un. 
nombre  premier.  Seulement,  dans  le  cas  le  plus  simple  en  appa- 
rence ,  où  n,  est  égal  au  cube  ou  à  une  puissai[àce  plus  élevée  de  i , 
la  méthode  que  j'ai  employée  avec  succès  dans  tous  les  autres 
cas  ne  suffit  plus  à  la  solution  complète  du  problème,  et  je  n'ai 
pas  encore  trouvé  la  modification  qu'elle  exige  alors.  Comme  la 
solution  du  problème  primitif  pour  le  nombre  premier  p  exige 
la  solution  du  second  problème  pour  /}  =  fi  —  i,  je  ne  pourrais 
€k>nc,  jusqu'à  présent,  donner  le  résultat  complet  que  pour  les 
nombres  premiers  pi  qui  ne  sont  pas  de  la  forme  8A  +  < •  U 
suffira ,  du  reste ,  au  but  de  cette  communication  préliminaire  et 
pour  éclaircir  la  matière,  d'examiner  ici  le  cas  du  second  pro- 
blème ,  où  n  est  un  nombre  premier  impair.  Je  ne  donnerai  pas 
seulement  le  résultat  relatif  à  ce  cas ,  mais  j'indiquerai  brièvement 
la  méthode  qui  m'y  a  conduit ,  attendu  qu'elle  est  extrêmement 
simple  et  qu*elle  fournit  les  principes  essentiels  pQur  la  solution 
de  ce  second  problème  dans  les  autres  cas,  et  aussi  pour  la  so- 
lution du  problème  primitif. 

»  En  conservant  les  notations  employées  par  Abel  (  dans  le 
Mémoire  n<*  XI  déjà  cité  du  tome  P**  des  Œuvres  complètes  ) ,  et 
en  ayant  égard  à  la  définition  déjà  donnée  des  équations  nbé- 
liennes,  on  peut  énoncer  comme  il  suit  le  problème  dont  il 
s'agit  : 

»  Trouver  la  fonction  algébrique  la  plus  générale  z^de  k,  B , 
Ç,  etc.  y  satisfaisant  à  une  équation  du  /j'*"»  degré ,  et  telle  que 
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cette  fonction  Zq  et  les  autres  racines  «, ,  «a ,  •    ,  y  z^^i  de  l'équa- 
tion vérifient  les  relations 

z,  =  ô(z,),      3,  =  0(z,),..  .  ,      3o  =  e(2;„_,), 

ou  9(3)  est  une  fonction  rationnelle  dezetdeX^làyCy  etc, 

»  Admettons  que  n  soit  un  nombre  premier,  et  adoptant  une 
notation  introduite  par  M.  Jacobi ,  posons 

«0  4-  2,  a  -h  2j  a' -h .  .  . -i-  ««-i  a""-  ==  (a,  z), 
où  a  désigne  une  racine  z?'''^  de  Tunité  ;  nous  aurons 

(5)  712^  ~  (1,3) -ha""''  (a,  3)-|-a"'"'  («%  z) -f.  .  .-f- a"'^""'^''  (a"-',  z). 

En  suivant  la  marche  tracée  par  Âbel ,  on  montrera  ensuite  que , 
pour  tout  nombre  entier  x,  on  a  les  équations 

(^\  V(*>^)''=  '«''7  «)?{«)>       («%«)''  =  (a"'',3)<p(a*), 

bù  (p  (a)  est  une  fonction  rationnelle  de  a  et  de  A,  B,  C,  etc. 
»  Si  maintenant  on  met  pour  x  une  racine  primitive  g  du 
nombre  premier /i,  tellement  choisie  que  §•"""' — i  ne  soit  divi- 
sible par  aucune  puissance  de  n  plus  élevée  que  la  première ,  on 
obtiendra  des  équations  de  cette  forme, 

(a,3K=:(aff,z)/(a),    (a^,  z)^  =  (««%  z)/(aO, .  -  .  .. 
(a^"-%z>  =  (a,z)/(aO-         . 

Élevons  la  première  de  ces  équations  à  la  puissance  g^^^y  la 
seconde  à  la  puissance  g^^^y  et  ainsi  de  suite ,  puis  multiplions- 
les  membre  à  membre;  il  viendra 

(7)  (a,  z)«"-'-' =/(«)«"-' /(«»)»""••./(««""')• 

Posons  à  présent 

^'*~'  —  I  =  m,ny 

m  n  étant  pas  divisible  par  n ,  d'après  la  supposition  précédem.- 
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ment  faite;  nous  aurons,  en  vertu  de  Téquation  (B), 


et ,  en  substituant  dans  Téquation  (  7  ) ,  nous  trouverons 

résultat  qui  subsiste  pour  chacune  dos  valeurs  de  a,  comme  00 
peut  le  démontrer,  et  qu'on  mettra  aisément  sous  cette  forme, 


,1 

— i)«1b— j 


(8)        («",2)=F(a'")  (/(«'«)./( a'-W)\/(a^'»)».../[a(«"0-.] 

»  Ici  il  faut  entendre  par  chacun  des  exposants  fraction- 
naires contenus  dans  la  parenthèse,  non  pas  cet  exposant 
lui-même,  mais  son  plus  petit  résidu  positif  relativement  au  mo- 
dule n;  d'ailleurs  F  (a)  désigne  comme  /(a)  une  fonction  ra- 
tionnelle de  a  et  de  A,  B,  C,  etc.  Cette  expression  de  (a",  z) 
étant  substituée  dans  l'équation  (5),  on  obtient  une  forme  que 
z^  doit  nécessairement  avoir,  et  qui  satisfait  toujours  au  pro- 
blème ,  quelles  que  soient  les  fonctions  rationnelles  de  a  et  de 
A,  B,  C,  etc.,  qu'on  prenne  pour /"(a)  et  F  (a). 

»  La  comparaison  de  ce  résultat  avec  la  forme  généi^ale  don- 
née ci-dessus  des  racines  d'une  équation  résoluble  du  degré  |a, 
conduit  à  des  propositions  intéressantes  :  mais  des  conséquences 
plus  intéressantes  encore  se  tirent  de  la  comparaison  de  l'expres- 
sion (8),  en  y  supposant  que  A,  B  ,  C,  etc.,  soient  des  nom- 
bres entiers,  avec  l'expression  correspondante  que  fournissent 
certaines  équations  abéiienuesquise  présentent  dans  la  théorie 
de  la  divisioi)  du  cercle,  particulièrement  avec  la  forme  très-re- 
marquable donnée  pour  (a,  ;r),  par  M  •  Kummer  (Journal  de 
Crelle,  tome  XXXV,  page  363  ).  Celte  comparaison  fournit  en 
effet  le  théorème  suivant,  qui  a  lieu  non-seulement  pour  un 
degré  premier,  mais  dans  tous  les  cas ,  savoir  que  : 

»  Les  racines  de  toute  équation  abélienne  à  coefficients  entiers 
peuvent  être  exprimées  rationnellement  au  moyen  des  racines  de 
y  uni  té. 


1 
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»  Ainsi^  ces  équations  abéliennes  générales  ne  sont  rien  autre 
chose  en  réalité  que  les  équations  de  la  division  du  cercle. 

»  Il  existe  une  relation  pareille  entre  les  racines  des  équations 
abéliennes  dont  les  coefficients  sont  des  nombres  complexes  de 

la  forme  a  -^  b  ^  —  i  et  les  racines  des  équations  qui  se  pré- 
sentent dans  la  division  de  la  lemniscate  :  on  peut  généraliser  ce 
résultat  et  retendre  à  toutes  les  équations  sfbéliennes  dont  les 
coefficients  contiennent  des  nombres  irrationnels  déterminés  et 
racines  d'équations  algébriques. 

V  J'ajoute  encore  une  remarque  :  si  l'on  applique  à  la  forme  (3) 
le  théorème  précédent  sur  les  racines  des  équations  abéliennes 
à  coefficients  entiers,  on  trouve  que  la  racine  de  toute  équation 
résoluble  du  degré  fx  à  coefficients  entiers  peut  être  regardée 
comme  une  somme  de  racines  pt'«"«  de  nombres  complexes  ra- 
tionnels formés  avec  les  racines  de  l'unité.  Ainsi,  la  forme 
nécessaire  et  suffisante  la  plus  générale  de  toute  racine  d'une 
équation  résoluble  du  degré  ^  à  coefficients  entiers  s'exprime 
au  moyen  de  ces  nombres  complexes:  toutefois,  la  recherche 
effective  de  cette  forme  exige  une  suite  de  propositions  sur  les 
nombres  qui  dépasseraient  les  bornes  de  cette  communication.  » 

Note  relative  au  précédent  Mémoire, 

Mon  ami^  M.  Hermite ,  m'a  communiqué  une  démonstration 
très-simple  de  l'un  des  théorèmes  de  Galois  dont  il  est  parlé 
dans  le  Mémoire  de  M.  Kronecker  ;  je  crois  faire  une  chose 
utile  en  la  reproduisant  ici.  Le  théorème  dont  il  s'agit  consiste 
en  ce  que  : 

Étant  données  deux  quelconques  des  racines  d*une  équation 

irréductible  de  degré  premier^  soluble  par  radicaux^  les  autres 

s'en  déduisent  rationnellement. 

Lemme  I.  —  Soient 

¥{jc)=:o 

une  équation  irréductible  de  degré  quelconque  n ,  et 

^€S  n  racines.  Si  toutes  les  fonctions  des  racines  invariables  par 
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les  substitutions  de  la  forme  Xkj  Xk+x  (les  indices  étant  pris, 
comme  fait  Galois^  suivant  le  module  n)  sont  rationnellement 
connues,  on  pourra  déterminer  rationnellement  une  /onction 
entière  7  (x)  r/u  degré  n  —  i,  telle  que  Von  ait 

x,=  f  (^o),  x,~  (p(x,),...,  4:*^,  =  (ï>(jr4),...,  ar»-'=  (p(j:c)- 

On  a,  en  effet«« 

F  {x)  =  (.r  —  X.)  (.r  —  .r,), .  .  . ,  (x  —  a:«_,) , 

et ,  si  Ton  pose 

F(jr)  jPo 

il  est  évident  que  ^  (jp)  sera  une  fonction  entière  du  de- 
gré n  —  I  en  X  et  que  ses  coefficients  seront  des  fonctions  des 
racines  invariables  par  les  substitutions  de  la  forme  xuy  Xk^^  \ 
on  voit  aussi  immédiatement  que  i*on  a 

ce  qni  démontre  la  proposition  énoncée. 

Lekme  II.  —  Si  une  équation  irréductible  de  degré  premier  n 
est  telle,  que  toutes  les  fonctions  des  racines  invariables  par  les 
substitutions  de  la  forme  x^,  x^^x^  et  de  la  forme  Xk^  Xpk,  f 
désignant  une  racine  primitive  de  n,  soient  rationnellement  con- 
nues, on  pourra  déterminer  rationnellement  une  fonction  en- 
tière ff  [x)  de  degré  n  —  1,  telle  que  l'on  ait 

(Xi-^\x         -f-Vx,         -+-... 4- X«-'x  ,_2         r"''=?(^«)> 

/X.4-XX        .  +  Vx,         +...4-^«-'«  ._,        )'~'  —  .(j.     ) 

les  indices  étant  pris  toujours  suipant  le  module  n  et\  désignant 
une  racine  de  V équation  binôme  X"""'  =1. 
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Pour  démontrer  cette  proposition ,  nous  lierons  voir  que  le 
système  des  équations  linéaires  ainsi  posées  entre  les  coefficients 
indéterminés  de  la  fonction  ^,  n'est  pas  altéré  lorsqu'à  la  place 
d'une  racine  quelconque  jpk  on  met  Xk^i  et  aussi  quand  on  rem- 
place Xk  par  xpk . 

Le  premier  point  est  évident,  puisque  chaque  équation  se 
déduit  de  la  précédente,  en  ajoutant  une  unité  aux  indices  des 
racines,  et  qu'en  opérant  delà  sorte  sur  la  dernière  on  reproduit 
la  première. 

Le  second  point  se  vérifie  aussi  immédiatement  par  rapport  à 
l'équation 

V  P  P  p     /  ^  '     ' 

c^r\a.{n  —  i  y**"*  puissance  de  la  fonction  linéaire 

P  P  P 

ne  change  pas  quand  on  multiplie  cette  fonction  par  >  ;  or  cela 
revient  à  multiplier  les  indices  des  racines  par  p,  ce  qui  ne 
changé  pas  non  plus  le  second  membre  ^  (xg) .  Mais  les  autres 
équations  du  système  ne  se  comportent  plus  de  même.  Dans 
l'une  quelconque  d'entre  elles 

V    l-+-a  fH-a  p^-ha.  P«    ^^^j  Y  y    ^J^ 

faisons  a^p  (mod.  «).  ce  qui  est  possible,  puisque  a  ne 
reçoit  plus  la  valeur  zéro  ;  il  viendra 

(l)       '       '"^^  PH-P^  /oVp/* 


et,  en  multipliant  les  indices  par  p, 


wi''-'*-"  '•-'^■t!:::-'^-*"  I  =.(v..). 


i. -1.1    "T-»««    \ 
P 

"  X    •■     <  ■    . 
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Or  la  (/t  —  I  y***  puissance  de  la  fonction  linéaire 

ne  change  pas  quand  on  multiplie   cette  fonction   par  >;  au 
lieu  de  Téq nation  (  2  )  on  peut  donc  écrire  la  suivante  : 


•  •  • 


=  ?  (%/-+■)■ 


Or,  en  remarquant  que  p"'*  ss  i  (mod.  /<],  on  reconnaît  que 
celle-ci  se  déduit  de  l'équation  (1)  par  le  changement  de  |t  en 
fA-h  I. 

Il  suit  de  là  que  la  substitution  Xk^  Xpk^  ne  fait  que  permuter 

circulairement  nos  équations  y  rangées,  à  partir  de  la  seconde ^ 
suivant  l'ordre  des  valeurs  croissantes  de  p.  En  les  résolvant 
par  rapport  aux  coefficients  de  7,  on  sera  conduit  à  des  fonctions 
rationnelles  des  racines,  invariables  par  les  substitutions  Xi^ 
Xi+t  et  Xky  Xpk\  de  sorte  que  ces  coefficients  s'exprimeront 

bien  rationnellement,  comme  nous  l'avons  annoncé.  Notre 
lemme  est  donc  démontré ,  et  on  en  déduit  le  suivant  : 

Lemm E III.  —  Si  une  équation  de  degré  premier  est  résoluble 

algébriquement  f  l'équation  de  degré  moindre  d'une  unité,  qu'on 

forme  en  divisant  son  premier  membre  par  un  de  ses  facteurs 

linéaires  y  appartient  à  la  classe  des  équations  nommées  abé- 

tiennes  par  M.  Kronecker. 

En  effet,  relativement  à  Fcquatio^  de  degré  a — i,  qu'on 
obtient  par  la  suppression  du  facteur  x  —  x^ ,  et  dont  les  racines 

ont  été  représentées  par 

i-t-«'         p-t-a'  /5*-+-a'  '         /d"     -+-a' 

on  connaît  rationnellement  la  fonction  résolvante 

Ix  -f-Xj:  -1-V.r,       -h.  .  .  +  X''-'a:  „_2         Y''. 

\    i-+-a  jO-Ha  p'-+-a  p         ^Of./ 

Les  trois  lemmes  que  nous  venons  de  démontrer  permettent 


f 
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maintenant  d^établir  très-aisément  le  théorème  que  nous  avons 
en  vue.  Faisons,  pour  un  instant , 

/»   -+-a 

Puisque  nous  connaissons  (lemmelll),  en  fonction  rationnelle 
de  x^,  l'expression 

(Xo  4-  À  X.  4-  >'  X,  -H  . .  .  4-  >'»-'  X„_,)"- , 

nous  devons  pareillement  regarder  comme  connue  toute  fonc- 
tion rationnelle  des  racines  Xj^,  invariable  par  les  substitutions 
delà  forme  Xa,  Xa+i*  Ceci  nous  place  dans  les  conditions  du 
lemme  I  ;  ainsi  nous  pouvons  former  une  fonction  ^  telle ,  qu'on 
ait  généralement 

X*+,  =  9(Xa). 

D'ailleurs ,  les  coefficients  de  cette  fonction  s'exprimeront  ra- 
tionnellement par  les  quantités  connues  et  la  racine  x^\  de 

sorte  qu'en  mettant  cette  racine  en  évidence,  nous  aurons 
ou 

Or  on  peut  prendre  p*^€,  6  étant  un  entier  arbitraire,  mais 
essentiellement  différent  de  zéro  ;  il  vient  ainsi 

Cette  équation  exprime  précisément  la  relation  que  nous  nous 
proposions  d'établir;  elle  montre  très-facilement  comment  toutes 
les  racines  s'expriment  de  proche  en  proche ,  au  moyen  des  deux 
racines  arbitraires^^,  x .  «,  et  met  immédiatement  en  évi- 

PL  OC*T-  O 

dence  dans  quel  ordre  elles  naissent  ainsi  les  unes  des  autres. 

Il  est  aisé  de  démontrer  que,  réciproquement,  la  relation 
précédente  admise  entre  trois   racines  j?^,  x^^^^  x^_^^^ 

entraîne  la  résolution  par  radicaux  de  l'équation. 


^74  ^o^E  xiti. 

A  cet  efTet,  soient  0  une  racine  de  Téquation  binôme  ^=  i ,  et 

F(e)  =  (x, •+-  ex,  H-  ô'jT» •+-... 4- ô"~'x„_,)" 

la  fonction  résolrante  de  Lagrange.  Diaprés  la  propriété  carac- 
téristique de  cette  fonction ,  on  pourra^  sans  altérer  sa  valeur^ 
ajouter  aux  indices  des  racines  un  nombre  entier  arbitraire  a,  et 
écrire 

Cela  posé,  soit  6  un  autre  nombre  entier  arbitraire,  mais  diffé- 
rent de  zéro  et  prenons  6o  »  de  manière  qu'on  ait 

66oa5  1     (mod.  n); 

on  voit  immédiatement  que  l'on  a 

et  il  est  clair  qu'en  employant  la  relation 

on  pourra,  par  des  substitutions  successives,  transformer  le 
second  membre  en  une  fonction  rationnelle  n  des  deux  racines  j:^  , 

*«  H-  6>  ^^  manière  à  avoir 


pour  une  valeur  quelconque  de  Tindice  arbitraire  a. 

Cela  étant ,  soit ,  comme  plus  haut ,  X  une  racine  de  réquation 
binôme  o:^"'  =  i ,  la  fonction 

conserve  la  même  valeur  quand  on  met  p6  aju  lieu  de  6 ,  c^est-à- 
dire  qu'elle  est  indépendante  de  la  valeur  attribuée  à  6.  Chacun 
des  termes  dont  elle  se  compose  est  d*ailleurs  indépendant  de  a; 
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donc ,  en  la  transformant  au  moyen  de  la  relation 

en  une  fonction  rationnelle  des  deux  seules  racines  x    eta:     ,  ^  « 

cette  fonction  devra  se  réduire  à  une  quantité  connue.  Effecti- 
vement, si  une  fonction 

conserve  la  même  valeur  ,  quels  que  soient  les  indices  a  et  6, 
le  second  étant  différent  de  zéro,  on  peut  écrire 

n —  I    n  —  I 
o  1 

relation  dont  le  second  membre  est  une  fonction  symétrique  de 
toutes  les  racines  x« ,  jti,  . . . ,  x„_|. 

Il  résulte  de  là  que  nous  pouvons  regarder  les  /i  —  i  quantités 

comme  les  racines  d'une  équation  abélienne  résoluble  par  Textrac* 
tion  d'un  seul  radical  de  degré  n  —  i .  Or  ces  quantités  une  fois 
obtenues,  nous  connaissons,  pour  toutes  les  valeurs  de  6,  excepté 

6  =  0,  la  puissance  n'^"'"  de  la  fonction  résolvante  F  (ô  *)  ; 
donc ,  par  l'extraction  de  n  —  i  radicaux  du  /i*'""  degré ,  nous 
aurons  ces  diverses  fonctions  résolvantes,  et,  par  conséquent, 
les  racines  elles-mêmes.  On  sait  d'ailleurs,  par  une  observation 
d'Abel,  que  ces  n  —  i  radicaux  s'expriment  rationnellement 
en  fonction  de  l'un  d'entre  eux  et  des  quantités  sur  lesquelles 
ils  portent,  quantités  qui  sont ,  comme  nous  venons  de  le  dire , 
les  racines  d'une  équation  abélienne. 
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sum  l'évaluation  appeogher  du  produit  i.2.â...j:, 

QUAND    X    EST    UN    GKAND    NOMBRE. 


La  formule  qui  fait  connaître  la  valeur  approchée  du  produit 
I . a .3. .  .X  quand  x  est  un  grand  nombre ,  est  nécessaire  pour 
rintelligence  de  Fanalyse  que  nous  développerons  dans  la  Note 
suivante.  Je  me  propose  ici  d^établir  le  plus  brièvement  possible 
cette  formule  remarquable.  Les  méthodes  les  plus  simples  qui 
aient  été  proposées  pour  cet  objet  sont ,  à  mon  avis,  celles  que 
MM.  Binet  et  Cauchy  ont  publiées  dans  ces  dernières  années  (*), 
La  marche  que  nous  adoptons  ne  diffère  pas  essentiellement 
de  celle  qui  a  été  suivie  par  M.  Cauchy. 

De  la  /onction  F  (  j?  ) . 

Legendre  a  représente  par  la  notation  T(x)  Tintégrale  dé- 
finie 

.00 


X 


«— I     —a    . 
a        e       (ta 


o 

où  e  désigne  la  base  des  logarithmes  népériens.  Cette  fonction 
V(x)  constitue  la  seconde  espèce  des  intégrales  dites  eulériennes; 
elle  a  une  valeur  finie  pour  toute  valeur  positive  de  :r,  mais  elle 
est  infinie  lorsque  x  est  nulle  ou  négative  :  nous  supposerons 
toujours  X  réelle  et  positive  (**). 

En  intégrant  par  parties  la  difTérentielIe  a* e^^  doLy  il  vient 

/*    — «    ,  X    —a  /      x—\     —a    , 

a    e       aa  ==  —  a    e       -h  x   la,        e       da\ 

(*)  FoiV  le  XXVIII*  cahier  du  Journal  de  l'École  Polytechnique,  et  le 
tome  II  des  Exercices  d'Analyse  et  de  Physique  mathématique  de  M.  Cauchy. 

C**)  Nous  nous  bornons  ici  aux  seules  propriétés  des  fonctions  F  qui 
sont  nécessaires  pour  l'objet  que  nous  avons  en  vue. 
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si  Ton  prend  les  intégrales  entre  les  limites  o  et  oo  ,  et  si  Von 
observe  que  a'  e"  '  est  nulle  aux  limites ,  il  vient 

O  t/O 

c'est-à-dire 

T[x'\-l)  r=z  xT{x). 

Or  on  a  évidemment 

,00 

e       doL  =r  i; 


•/o 


donc ,  dans  le  cas  particulier  de  x  entier,  on  a 

r(a:-|-i)=:  i.'2.3».  .X. 

Nous  avons  besoin  encore,  pour  notre  objet,  de  connaître  la 

valeur  de  V[x)  pour  j;  =  -^  le  moyen    le  plus  aisé  d'obte- 

nir  cette  valeur  a  été  donné  par  Poisson  dans  son  Traité  dé 
Mécanique,  Voici  en  quoi  il  consiste.  On  a 


"(O^X"'"^^"""*' 


ou ,  en  posant  a  =  a:% 


(i)=.^V^'^. 


ou 


(î)=X.  -"* 


On  aura  aussi ,  en  mettant  y  ^^^  ^i^u  de  x^ 


'M- 


00 


c-/  dy. 


rxi 


37 
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et,  par  suite, 

Kî) 

/•-+-00                                    /»-i-cc 

=    1            e-'^dxX    1           e-y^  df 

/»-+-ao       /»  -Hoo 
=    /              /            e-'^-y'dxdy. 

J — 00           »/—  00 

Si  Ton  pose 

z  —  e"*  "y  , 

et  qae  Ton  considère  or,  j^,  z  comme  des  coordonnées  rectan- 
gulaires y  l'éqnation  précédente  représentera  une  surlace  S ,  ei 

il  est  évident  que  l'expression  ^M  -  )  exprimera  le  volume  in- 
défini compris  entre  le  plan  xy  et  la  surface  S.  Cette  surface  est 
de  révolution  autour  de  Taxe  des  2,  et  la  courbe  méridienne  a 

pour  équation  z  =  r~'^  dans  le  plan  xz\  cette  considération  v» 

nous  donner  la  valeur  du  volume  représenté  par  TM  -  j  •  Dé- 

composons  ce  volume  en  tranches  parallèles  au  plan  xy^  et 
désignons  par  x  l'abscisse  de  la  courbe  méridienne  ;.  Texpressioa 
des  tranches  dont  il  s'agit  sera  v  x^  dz  et  nous  aurons  à  intégrer 
cette  différentielle  entre  les  limites  «  =  oo  et  x  =  o.  Or  on  » 

dz  =  —  2  or  tf""*  dx  ; 
donc 


"(î)=^''X'^' 


e~'^  dxy 


eu ,  en  posant  or  =  a^ , 

30 


rMlj=7r    j         ac~*flra  =  irr(2)  =  7r^ 


extrayant  la  racine  carrée ,  il  vient 


^  (j) = V'-- 
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De  la  fonction  log  Y  [x). 
Si ,  dans  l'intégrale 

Jà 

on  met  fw  a  au  lieu  de  a ,  /n  étant  une  quantité  positiVe ,  il 
vient 

(à)  .    r{x)=m'f      «'-e'-*«rf«, 

d'où 

f  X— I      — ma    j 

f         a         e  da'y 

o 

formule  dont  on  fait  un  fréquent  usage.  En  particulier,  pour 
x  =  I ,  on  a 


i=X 


30 

—  ma. 


doL'y 


inultipliant  cette  équation  par  dm  et  intégrant  ensuite  ehU'e 
les  limites  i  et  m ,  on  obtient 


_  —  a  —ma. 

e       —  e 


logi 


(4)  10g/w=     / do,, 

la  caractéristique  log  désignant  ici ,  comme  dans  tout  ce  ijui  va 
suivre,  un  logarithme  népérien. 

Si  l'on  fait  successivement ,  dans  Téquation  (4) ,  w  =  i ,  2  , 
3, . .  . ,  (a:  —  1  )  et  qu'on  ajoute  ensuite  tous  les  résultats,  il 
viendra 

ou,  à  cause  de  i,  2. .  .  («  —  i)  =  r  (ar), 

(ô)    iogr(x)=jf     [•(.-^,).-«-îI1=1î;^J^«. 

3,. 
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Cette  formule  (5  )  que  nous  venons  d'obtenir ,  dans  l'hypo- 
thèse de  X  entier ,  est  générale  et  a  lieu  ,  quel  que  soit  x. 
En  effet,  la  dérivée  r'  (or)  de  r  {^)  a  pour  valeur 

Xoo 
a'""'  é?~"  loga  do.'r 

or,  par  la  formule  (4)  y  on  a 


oo 

_  6  _  a6 


'^«=1     i '''' 

donc 

,    r*  r*  *-  -«7 --6    -«e\  ''« 


6 


les  intégrales  relatives  à  a  qui  figurent  dans  cette  valeur  de  F'  (a?  ) 
ont  respectivement  pour  valeurs  r  («)  et  ^  -^  d  après  les 
formules  (i)  et  (2);  donc  on  a 

Divisant  enfin  par  r  (a?),  de  part  et  d'autre,  il  vient 

Si  l'on  intègre ,  par  rapport  à  x  et  à  partir  de  a?  =  i ,  il  vient ,  à 
cause  de  log  r  (i)  =  log  I  =  o , 

(6)logr{x)=j^     [{x-.)e      -^ ji_A__^J_. 

A  cause  de  log  r  (2)  =  o ,  on  a,  pour  ^  ==  2 , 

('^  Jo    Le       iog(i+ê)J 
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Ajoutons  membre  à  membre  les  égalités  (6  )  et  (7  ) ,  après  avoir 
multiplié  la  seconde  par  — {x — i),  on  aura  cette  nouvelle 
expression  de  log  r  (  j:),  savoir  : 

Enfin  y  si  Ton  pose 

log(i+6)  =  z,     d'où     6  =  <?* — 1, 


il  vient 

.00 


dz 

5 


(5)       logr(x)=jr    [(.-.).-.- fllziîrjl 

ce  qui  n'est  autre  chose  que  la  formule  (S). 

* 

Détermination  de  la  valeur  approchée  de  log  r  (a?  ),  quand  x 

est  un  grand  nombre, 

•  ... 

Nous  poserons,  avec  M.  Cauchy,  les  deux  formules 

dont  la  seconde  a  été  employée  par  M.  Binet  ;  la  valeur  que  nous 
avons  trouvée  pour  log  T(x)  devient  alors 

(3)  logr(a:)  =  F(x)  -f-  xs{a:). 

Il  est  aisé  de  calculer  les  valeurs  des  fonctions  F  (a?)  et  cj  (a;) 
pour  07  =  —  On  a 


CT 


U/        Jo      V  —  ^~'       2        a/        '     ^ 
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0U|  en  remplaçant  z  par  2z , 

on  a  aussi 

Jo         \l—  ^''  2«  2/  Z 

Égalant  ces  deux  valeurs  de  ta  (i)  et  observant  qu'on  a  identi- 
quement 


C-*  I?-"  e~* 


il  vient 


"'   »  =  X"n:7=-.- 


2  —  e~'        I  —  ^""'\        .  dz 

o     -     -  ^«  2     y       z 

en  retranchant  la  formule  (5)  de  la  formule  (4)9  i^  ^\twK 


tj 


Or  on  a 


intégrant  de  part  et  d'autre,  entre  les  limites  o  et  oo  ,  il  vient 
et  9  à  cause  de  la  formule  (4)  du  paragraphe  précédent , 


(0= 

I     /"»*/<r-  — e- 

--9)- 

* 

r-'  — <r 

""   «^"U.- 

rt  

2              z 

z» 

^  / 

I  <?-'  —  e" 

3x 

2             X 
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Maintenant,  à  cause  de  r  I  -  |  =  yÇ,  la  formule  (3)  donne,  en 

y  faisant  x  =  -i 

(7)  FQ)  =  ilog2^-i. 

Gela  posé,  on  peut  obtenir  sous  forme  finie  la  valeur  de  F  (x)^ 
quelle  que  soit  la  variable  x,  £n  effet,  si  Ton  différentie  Téqua- 
tion (i)  par  rapport  à  j;,  il  vient 

et ,  en  vertu  des  formules  (  3  )  et  (  4  )  du  paragraphe  précédent , 


F'  ix)  z=z  \ozx ; 

intégrant  et  désignant  par  G  une  constante,  il  vient 

Y{x)=:  ix )  log^  —  j?  +  G; 

faisant  .r  =  -  et  ayant  égard  à  la  formule  (  7  ) ,  on  trouve 


G  ==-log27r, 

2     ^ 


et,  par  suite,  on  a 


(8)  F{^)=  ix Jlogo:  — a?-|- -log2ir; 

la  formule  (3)  devient  alors 

(9)  logr(a?)  =  (a; j  logx  —  X'\--\o%iit  -4-  t3[x). 

Il  est  aisé  de  trouver  maintenant  deux  limites  de  la  fonction 
m[x).  A  cet  effet,  posons 


I  I       I 

I — e~*       z       2 
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on  a 

c'(z  —  2)  H-  z  H-  2 


u  = 


2z(e'  —  i) 

«*  2**  (/î  —  7.)z" 


1.2.3  1.2.3.4         "'  I.2.../I 

^z{e*  —  i) 


-4-... 


on  trouve  aussi 
z  €*  (z^  —  62-^-12) — z*  —  6a — 12 

12  I2«(tf' — l) 

1.2  2.3      .  (n  —  4)(«  —  3) 

1.2. ..O  I.2...0  I.2.../7 

^^^  I  ■■  ■  I  I  .  !■  » 

I2Z(C'  —  l) 

On  conclut  de  là  que,  pour  toute  valeur  positive  de  z,  11  est 
positif  et  moindre  que  —  *,  il  s'ensuit  que  Ton  a 

cr  (x)  ^  o 
et 

I    r^ 


i2aF 
La  formule  (9)  donne  alors 

i  Jogr{x)>  (*— M  logo:— a:  +  ^Iog27r, 
(lo)  <  ^  '^ 

I  logr(x)<f  a:  — ij  logjp  — d?+^iog27r-f-^^. 

On  a  ainsi  deux  limites  de  la  fonction  log  r(x),  Kn  ajoutant 

]og.r  aux  deux  membres  de  chacune  de  ces  inégalités  et  se  rap- 
pelant que  a;  r  (x)  =  r  (  j:  +  1),  il  vient 

logr(x-f-i)^  /x-f-- I  logx —  a:  4- -log  2  TT , 

(«•){  )     ][  ;        .    , 


12X 


J 


r 


(•) 
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et  y  en  reveuant  des  logarithmes  aux  nombres , 


9 


r  (o:  H- 1 )  >  v^27r  e-"  x 


On  peut  donc  écrire,  quel  que  soit  jt, 

(i3)  r(^4-i)  =  v/2^e-*^*H(i4-e)> 

et  y  dans  le  cas  de  x  entier, 

(i4)  1.2.3.  .  .ar  =  v^<^~'*'"*"T(H-e), 

e  étant  une  quantité  qui  s'annule  pour  x  =  oo  . 

Détermination  de  deux  limites  entre  lesquelles  reste  comprise 
la  somme  des  logarithmes  népériens  de  tous  les  entiers  qui  ne 
surpassent  pas  un  nombre  donné, 

r^ous  allons  déduire  de  ce  qui  précède  deux  inégalités  sur 
lesquelles  nous  aurons  occasion  de  nous  appuyer  dans  la  Note 
suivante.  Soit  a  un  nombre  entier,  faisons  a:  =  /?  +  i  dans  la 
première  des  inégalités  (lo)  du  précédent  paragraphe  et  x  =  a 
dans  la  seconde  des  inégalités  (i  i)  ;  on  aura 

log  i.2.3...flr>'logv^4-(«4-i)log(«-hi) — («-M) Iog(«4-i), 

au 

log  1.2. 3.. .a  <  logV^27r-f-a  loga  —  a  -|--log«  H 

Cela  posé ,  désignons  par  x  une  quantité  positive  quelconque 
au  moins  égale  à  i ,  et  soil  a  le  plus  grand  entier  contenu  dans  x. 
On  a,  par  hypothèse, 

a       x^  a  -^-i     et     «_i;* 
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on  en  déduit 


^« +,  _  Ij  |^log(« -f-i)  _ij  >  ^ar  -  iVloga; -i), 
(a-f.i)(Iog«-,)  +  ^=(*  +  i)(lo6^-.)  +  ^, 

OU 

(a  4-i)log(a4- 1)  — (a  -hi) log{a+i) 

au 

^  X  logx  -^  X log  X, 

a  log  a  —  fl  H —  loc  a  H 

"""  X  log X  —  X  H —  loex  H 

Des  inégalités  (i)  et  (2)  on  déduit,  en  appelant  T  (x)  le  loga* 
rithme  du  produit  de  tous  les  nombres  entiers  qui  ne  surpassent 
pas  X, 

i  T(x)  ]>  log  ^2Tr  H-x  logx  —  X logx, 

I  T  (x)  <[log  ^2Tr  -h  X  logx  —  X  H- -logx  H 

'  2  12 

Gesin^alités  (3)  sont  celles  que  nous  voulions  obtenir. 
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NOTE  XV. 


SUR  LA  TOTALITE  BES  NOMBRES  PREMIERS  COMPRIS  ENTRE  DEUX 
LIMITES  DONNEES  ET  SUR  LE  POSTULATUM  ADMIS  DANS  LA  VING- 
TIÈME LEÇON. 


Le  problème  qui  consiste  à  déterminer  combien  il  y  a  de  nom- 
bres premiers  compris  entre  deux  nombres  donnés  n'a  pas 
encore  été  résolu  et  semble  présenter  les  plus  grandes  difficultés. 
M.  Tchebichef  est  le  premier  qui  se  soit  occupé  avec  succès  de 
cette  question  ;  dans  un  Mémoire  présenté  en  i85o  à  l'Académie 
impériale  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg,  cet  habile  géomè- 
tre a  donné  le  moyen  d*assigner  deuic  limites  entre  lesquelles 
est  nécessairement  compris  le  nombre  qui  exprime  combien  il  y 
a  de  nombres  premiers  entre  deux  nombres  donnés.  M.  Tchebi- 
chef a  déduit  de  son  analyse  la  démonstration  rigoureuse  du  pos- 
tulatiim  de  M.  Bertrand ,  postulatum  qui  consiste ,  coinme  on 
sait,  en  ce  que: 

Il  y  a  toujours  au  moins  un  nombre  premier  compris  entre 

a  et  lia  —  o.  si  a  est  supérieur  à  -• 

Bien  que  je  sois  parvenu  à  démontrer  le  théorème  de  M.  Ber- 
trand sans  avoir  recours  à  son  postulatum  (Note  VIII),  je  ne 
crois  pas  inutile  de  présenter  ici  Tanalyse  ingénieuse  par  laquelle 
M.  Tchebichef  a  obtenu  la  démonstration  de  ce  postulatum,  et 
qui  repose  sur  des  considérations  entièrement  neuves. 

Nous  désignerons  par  T  (s),  comme  nous  l'avons  déjà  fait 
dans  la  Note  précédente ,  la  somme  des  logarithmes  népériens 
de  tous  les  nombres  entiers  qui  ne  surpassent  pas  z;  nous  dési- 
gnerons en  outre  par  0  (z)  la  somme  des  logarithmes  népériens 
de  tous  les  nomhve^  premiers  qui  ne  surpassent  pasz.  Les  fonc- 
tions T  (z)  et  0  (z)  se  réduisent  à  zéro  lorsque  z  est  inférieur 
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à   2.  Quand  z  sera  une  quantité  composée,  comme  l  ~j 
|>ar  exemple  y  nous  écrirons,  pour  abréger,  ^  (  -  )    siu  lieu  de 

Propriété  fondamentale  de  la  fonction  0  (z). 

La  propriété  fondamentale  sur  laquelle  reposent  les  recher- 
ches de  M.  Tcbebichef ,  consiste  dans  l'égalité  suivante  : 

T(^)  =  Ô  (x)4-e  {:cf +0  [xf-^^  (xf  4-... 


I 


+  e|J)H-9 


'(l)-'(if-'(i^'(if— 


où  les  séries  doivent  être  prolongées  jusqu'aux  termes  qui  de- 
viennent zéro  (*). 

Pour  démontrer  cette  égalité,  remarquons  que  chaque  mem- 
bre est  égal  à  une  somme  de  termes  tels  que  k  log  a ,  k  dési- 
gnant un  entier  et  a  un  nombre  premier.  Supposons  que  dans 
la  suite  des  nombres  i,2,3,49*>9  ^tii  ne  surpassent  pas  x^ 


C^)  M.  A.  de  PoIignaC)  dans  des  recherches  intéressantes  sur  les  nom- 
bres premiers,  a  obtenu ,  de  son  côté,  cette  relation  remarquable.  Un 
extrait  du  Mémoire  de  M.  de  Polignac  a  été  publié  dans  les  Comptes  rendus 
de  V Académie  des  Sciences,  avant  que  le  travail  de  M.  Tchebichef  fût 
connu  en  France. 
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il  y  en  ait  Ai  qui  soient  divisibles  par  a;  nommons  aussi  A,  le 
nombre  de  ceux  qui  sont  divisibles  par  a%  et  généralement  A|  le 
nombre  de  ceux  qui  sont  divisibles  par  a';  il  est  clair  que  le 
coefficient  de  log  a  dans  T  (  j?)  sera  A,  4-  À2  -H  A3  -4-  ... .  Consi- 
dérons maintenant  les  termes  qui  composent  une  ligne  verticale 
du  second  membre  de  notre  égalité ,  par  exemple, 

ô(.)h    .g)\     e(f)\     e(f)V..; 

on  trouvera ,  dans  cette  suite ,  autant  de  termes  .contenant  log  a 
avec  le  coefficient  i,  qu'il  y  a  de  quantités  qui  ne  sont  pas  infé- 
rieures à  a  dans  la  suite 


^''    ©''   ©''   W 

Or  le  nombre  de  ces  quantités  est  évidemment  le  même  que  le 
nombre  des  quantités 

a',   2  a',   3  a*,  4  *S    ••? 

qui  ne  surpassent  pas  x  ;  ce  nombre  est  précisément  celui  que 
nous  avons  désigné  par  A/.  Donc  le  coefficient  de  log  a  dans  le 
deuxième  membre  de  notre  égalité  est  Ai  4-  A2  -I-  A3  -i-, .  . ,  ce 
qui  démontre  l'exactitude  de  cette  égalité. 
Nous  ferons ,  pour  abréger 

(i)         ^  (z)  =  9  (z) -h  0(3^4-0(25)^-4-0(3)^+..:, 

et  alors  l'égalité   que  nous   venons   d'établir  pourra  s'écrire 
ainsi  : 

(2)     T(:r)  =  ^<(x)+>|.(f)  +  ^|'(f)+  +  (^)+ • 

Démonstration  de  deux  inégalités  auxquelles  satisfait  la 

fonction  "»!'  (2). 

Les  deux  inégalités  que  nous  nous  proposons  d^établîr  sont 


Sgo 

les  suivantes  : 

^,(x)>T{*) 

+  W-'l'(g)<T(*) 
L'équation  (2)  donne 

1       T(*)   +T 


NOTE   XV. 


-'é 


3o 


-'f 


-I 


-(f)-(f)-(i) 


(é)- 


T  I; 


-  (l)-(l) 


(3) 


=  +  {') 


*«£ 


X 


+  I0:) 


-Kî)-H'î^)-* 


H^) 


3.3 


.  • 


:) 


~T~  •    •    •  ) 


Le  second  membre  de  cette  équation  est  de  la  forme 

Al,  Aj,  A3,  etc.,  étant  des  coefficients  entiers.  Or  je  dis  qu*on 
a  en  général , 

A„  =  I ,  sin  n^^est  divisible  par  aucun  des  facteurs  2,3,5; 

A„=o,  si  «est  divisible  par  un  seul  des  facteurs  2,  3,  5; 

Afl=  —  1,  si  /?  est  divisible  par  deux  des  facteurs  2,3,5; 

A„=.  —  I ,  si  /i  est  divisible  par  les  facteurs  2 ,  3,5,  c'est-à- 
dire  par  3o. 

En  effet ,  dans  le  premier  cas ,  où  n  n'est  divisible  par  aucun 
des  nombres  2,  3,  5,  on  rie  trouve  le  terme  ^  (  -  )  que  dans 
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la  première  ligne  horizontale  du  second  membre  de  Téqua- 
tion  (  3  ).  Dans  le  second  cas ,  où  n  est  divisible  par  un  seul  des 

nombres  2 ,  3,  5,  on  trouvera  le  terme  4*  (  -  )  avec  le  signe  — 

dans  l'une  des  trois  dernières  lignes  horizontales  du  second 
membre  de  Téquation  (3),  et  comme  ce  terme  existe  dans  la 
première  ligne  avec  le  signe  -h,  on  trouvera  zéro,  après  la  ré- 
duction, pour  coefficient  de  4*  (  ^  )'  ^^^^  1^  troisième  cas,  où 

n  est  divisible  par  deux  des  nombres  2 ,  3,  5,  le  terme  4^  (  -  ) 

se  trouve  avec  le  signe  +  dans  la  première  ligne  horizontale  du 
second  membre  de  Péquation  (  3  ) ,  et  avec  le  signe  —  dans  deux 
des  trois  dernières  lignes  ;  donc  il  ne  restera  après  la  réduction 

que  —  ip  (  -  )  '  Enfin  dans  le  quatrième  cas,  où  n  est  divisible 

par  chacun  des  nombres  2 ,  3,5,  le  terme  +  (  -  )  se  trouve 

avec  le  signe  4-  dans  les  deux  premières  lignes  du  second 
nombre  de  Téquation  (3),  et  avec  le  signe  —  dans  les  trois  der- 
nières lignes  ;  il  restera  donc  encore  —  4*  (  ~  )  ^P^^^s  la  réduc- 

tion.  Donc,  pour 

iï  =  3omH-i,  2,  3,  4>  ^>     ^>     7»     ^>     9>     '01, 

[I,  12,  i3,  f49  i5,   16,    17,   18,   19,  20, 

21,  2i2,  23,  24,  ^5,  26,  27,  28,  29,  3o, 
bn  a 

A„=i,       o,       o,       o,       o,   — -I,        I,       o,       o,   — I, 

I,    —I,         I,         o,    —I,         o,  I,    —I,  I,    — I, 

o,       o,        I,    —I,        o,        o,       o,        o,        I,   — ï, 
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et  y  par  conséquent,  réquation(3)  se  réduit  à 

où  tous  les  termes  du  second  membre  ont  pour  coefficient  +'i 
et  —  I  alternativement.  Or  la  fonction  tp  (z)  ne  peut  croître 
quand  z  décroit  ;  donc  la  série 

+  W-  +  (g)-H+(^)-^^)-f-.... 

qui  forme  le  second  membre  de  Téquation  précédente ,  est  com- 
prise entre 


■^(x)     et     ^K^)  — ^^(gV, 


on  a  donc 


1^^^  M«)>TW+T(£)_T(f)_T(î)-T(î), 

*W-*{i)<TW+T(é)-T(î)-T(^)-T(î). 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Détermination  de  deux  limites  entre  lesquelles  sont  comprises  les 

fonctions  \p  (z)  et  0(z). 

On  a  vu ,  dans  la  Note  précédente,  que  la  fonction  T[x)  sa- 
tisfait aux  deux  inégalités 

T(ar)  <[log  sJt.'h  +x  logx  —  x  +-logj:H — -> 

(5)     I 

T(jr)  ^log  V27r  +  Jrlogo;  —  x logjc* 
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On  déduit  de  là 

+  ^^logx -xlogSo"  -  çiar— log^  +  I|og  30j 
et 

+  |ixlogx-Iiog2'3'5^_|i^  +  |,og^_I,og3o, 


T|^)+T 


(l)  "^  '^  (s)  >  3  »og  y/I^ 


+  ^xlogx-xlog2'3i5'-|ix-|logx+ilog3o. 

Retranchant  la  quatrième  de  ces  inégalités  de  la  première,  et  la 
troisième  de  la  seconde,  il  vient 


t         I         1 


<  X  log -^—  H-  -  log  x  —  -  log  1 8oo  TT  -h  — , 

3o 


T»  2  2  12 


'w-(é)-^(l)-^(l)-(f) 


I      I       I 


^     I      2' 3^  5'       5,              1,     45o         3 
>  ^  log ■ logo:  -+-  -  log-î _. 

3o"^  2  2       •^      TT  12 

Nous  ferons,  pour  abréger, 

X    1    ± 
2*  33  5s 
A=:log -j—   =0,92129202..., 

3o»» 


38 
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et  alors  les  inégalités  précédentes  deviennent 

-<" --(£)--(!) --(-3) --(s) 

5  I  2 

<C' A«H — \osx loc  1800 ir  H 9 

^  2     ^  2    .  12 

^   i.         5,              I  ,     45o        3 
>Ax logxH — log— î 

•^  2      °  2       ^     T  12 

et  l'on  voit  que  Ton  a ,  à  fortiori , 

'V(.)-HT(i^)-T(f)_T(|)-T(f)>A.-flogx-,. 

Les  forftiules  (  5  )  n'ont  lieu  que  dans  l'hypothèse  de  :r  ^  i  > 
d'ailleurs,  pour  former  les  inégalités  (6),  on  a  remplacé  dans  (5) 

_^^       jj^       ^P  _j? 

X  par  -9  x9  ^9  ^7  donc  les  formules  (6)  ne  sont  établies  que 

2    d    o     00 

dans  rhypothèse  de  x  ^  3o.  Mais  il  est  aisé  de  vérifier  que  les 
formules  (7]  ont  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  a:  comprises 
entre  i  et  3o,  et,  par  suite,  qu'elles  ne  présentent  aucune 
exception. 

Des  inégalités  (4  )  ^^  (  7  )  o^^  déduit 

5 

\  (x)  ^  Ax log  a: — I, 

+  (^)  —  +  (g)  <Aj:-f.-logx. 

La  première  de  ces  inégalités  donne  immédiatement  une  limite 
inférieure  de  >|^  (x)  ;  la  seconde  peut  servir,  comme  on  va  voir^ 
à  obtenir  une  limite  supérieure.  Pour  cela ,  posons 
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oTi  aura 


«t ,  par  suite , 


on  a  donc 


ou  bien 


H^)-/W<+(f)-/(f)-, 


XXX 


€n  changeant  successivement  x  en7r>7^>  77-7  •••>  7; ,  il 

vient 

Supposons  maintenant  que  m  soit  le  plus  grand  entier  qui  vé- 

— —  jQ  j 

rifie  la  condition  6 *"    ^x\  -p. — --•  tombera  entre  \  et  ;r  et ,  par 

suite,  ^  [  Am-Hi  )  s^ranul;  je  dis  de  plus  que — f  \  n^^A 

sera  plus  petit  que  i .  £n  effet ,   la  valeur  de  — /*  (2)  peut  s'é- 
crire ainsi , 

.,  .        5  loge  5       /,  ^     a\'      6, 


d'où  Ton  conclut 


-  /(0<— ^g-. 


38. 
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et,  à  fortiori, 

puisque  6  étant  moindre  que  ^ ,  log  6  est  inférieur  à  3. 
Diaprés  cela ,  la  formule  (9)  donne 

•      >K:r)~/(x)<i, 
et ,  par  suite  , 

(10)      ^(^XgAx-h^^log'x-h^log^r+i. 

Les  deux  limites  que  nous  venons  de  trouver  pour  la  fonction 

4»  (  X  )  vont  nous  permettre  de  trouver  également  deux  limites 
de  la  fonction  9  (.r). 

Pour  cela  remarquons  que  la  formule 

^{z)  =  B{z)~hB{zy  4-0(3)^+  ... 
donne 


Or  la  fonction  G  (z)  est  positive  ou  nulle,  et  d'ailleurs  elle  ne 
peut  croître  quand  z  décroît  ;  donc  on  a 


(il)  {         _ 


Mais  on  vient  de  trouver 


/?  /r  e 

\p(x)]>>Ax —   ~  log  ar —  I, 


i, 
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et  Ton  en  tire 

(i3){  '  '  i6log6     ^  8.   ^ 

+  (  V^)  >  Ax^  —  7  log  .r  ^  I  ; 

ce  qui  donne ,  en  vertu  des  inégalités  (  1 1  ) , 

6  i  5  '5 

(4){  '•        ,     ,    ^"*f   .        \ 

•    ■  12       —  5  i5 

Q(x)  >  Aor p-  Aj?'  —  TTi — 2-  ïog'^ y^osx  —  3. 

-  5  o  log  o     ^  -        4 

Ainsi,  la  somme  des  logarithmes  de  tous  les  nombres  preiûiers 
cjui  ne  surpassent  pas  a?  est  ccftnprise  entre  les  limites 

5  A^  -  Ax^4-  p;p  iog'x  +  l  log *  +  2, 
12—  5*  i5         • 

Aa; ^  Aa:*  —-  5-^ log'  x 7-  loff  or  —  3. 

5  o  log  0-4 

•  * 

Détermination  de  deux  limites  du. nombre  qui  indique  combien 
il  y  a  de  nombres  premiers  compris  entre  deux  nombres 
donnés. 

Soit  m  le  nombre  qui  indique  combien  il  y  a  de  nombres 
premiers  plus  grands  qu'un  nombre  donné  /  et  qui  ne  surpassent 
pas  un  autre  nombre  donné  L.  La  somme  des  logarithmes  né- 
périens de  ces  m  nombres  premiers,  sera  évidemment  com- 
prise entre  m  log  /  et  m  log  L  ;  on  aura  donc 

0  (L)~-9(/)>wlog  /, 
0  (L)-ô(/)<mlogL, 

et,  {>ar  conséquent, 

,                 9(L)-9(/)                  0(L)-9(O..         • 
'"< \^l '      '"> log  L.        ' 
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mais,  d'après  les  inégalités  (  i4),  on  a 

0{h)-6  (l)  <  A  ^1  L  -  /)  -  A  (  L'-- y*  r 
-^  5  (alog* L  +  log'/)  -f- 7 (alogL  +  31og  /) -h  5, 


■  8Tog6^ — »  ^-T-.-6v-.-^ 
donc 


m< 


A  (|l-|)- A  (l*- ii  J^)h- çA- (Q  log»  LH-logW  J+l  (1  log  L-1-3  log  l)+5 


(.5) 


logi 


*  (^- 5 'K^It'-'"'')"  8i^(''8'l-  +  2logW)-|(31ogL+îlog/)-5 

log  L 

• 

Ces  formules  (i5)  donnent  ainsi  deux  lîmites  entre  lesquelles 
tombe  la  quadtité  m  qui  désigne  combien  il  y  a  de  nombres  pre- 
miers plus  grands  que  /  et  qui  ne  surpassent  pas  L.  La  deuxième 
de  ces  formules  monti*e  qu*on  trouvera  plus  de  X-  nombres  pre- 
miers entre  les  limites  /  et  L ,  si  la  condition  suivante  est  satis- 
faite y  savoir  : 

(,6)    A<  A^L-  I  ')  -A^-ii  L"'  -  /«^-^J-g(log«L+QlogW)  --  | ( 3 log L+ 2 log /)-5 

et  comme  /  est  ]>  o  et  <C!  L ,  on  vérifie  cette  inégalité  (  16)  en 
faisant 

^^A(L-|/)-^AL^-3^1og»L-|logL-5 

log  L 
d*où  Ton  tire 

Ainsi^  en  prenant  pour  /  cette  valeur,  on  est  sûr  de  trouver  plus 
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de  k  nombres  premiers  entre  /  et  L.  Il  est  bien  entendu  que  / 
et  L  sont  supposés  plus  grands  que  i . 

En  faisant  ^  =:  o ,  on  peut  conclure  de  ce  qui  précède  qu'il  y 
a  au  moins  un  nombre  premier  entre  /et  L ,  si  Ton  prend 

.  > 

(18)    /^gL~2L  --^^^^--^p-_g... 

Démonstration  du  postulatum  de  M,  Bertrand, 

Des  résultats  que  nous  venons  d'obtenir,  il  est  aisé  de  dé- 
duire la  démonstration  du  postulatum  de  M.  Bertrand.  Effecti- 
yementy  nous  venons  de  voir  qu'il  y  a  au  moins  un  nombre 
premier  entre  les  limites 

5  \       25  log'  L   ^  1 25  log  L       25 

gL-2L    ~,6Alog6       ~i4Â  6Â      ^'     ^' 

donc  il  sera  établi  qu'il  y  a  au  moins  un  nombre  premier  entre 
les  limites  a  et  2,  a  —  2,  si  Ton  prouve  qu'on  peut ,  par  une  va- 
leur convenable  de  L ,  satisfaire  aux  deux  inégalités 

2  «  —  2  ^L, 

5  I        25  log'  L        1 25  log  L        25 

rt<gL-2L    —  ,5^|^g6  ^Â  6Â' 

Or,  on  vérifie  évidemment  la  première  de  ces  inégalités  en 
prenant 

L  =  2a  —  3. 

Quant  à  la  seconde ,  elle  devient  pour  L  =  2  «  —  3 , 

^5,  «.  / 5       25  log»  (2  «  —  3) 

125  log  [2.  a  —  3)        25 
24Â  6Â' 
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ce  qui  est  exact  pour  toutes  les   valeurs  de  a. qui  surpassent 
la  plus  grande  racine  de  Téquation 


(•9) 


=  g(2X—   3)  —  2  ^2X  —  3  —  - 

125  log(2ar  —  3)        25 
24Â  6A*' 


25  log'  {2X  —  3 ) 


16  A  log6 


or  on  trouve  que  cette  plus  grande  racine  est  comprise  entre 
159  et  160;  donc  si  a  est]>>  160,  il  y-  a  nécessairement  un 
nombre  premier  compris  entre  a  et  2  a  —  2.  A  Tégard  des  va- 
leurs de  a  inférieures  à  160,  le  postulatum  de  M.  Bertrand  peut 
se  vérifier  immédiatement  au  moyen  des  Tables  de  nombres 
premiers. 


^f„ 
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Fig.  3. 
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